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Аннотация. Рассматриваются квадратичные пучки с ограниченными операторными
коэффициентами и тождественным оператором при старшей степени. Задача о факто-
ризации такого пучка, то есть о представлении его в виде произведения двух линейных
пучков, тесно связана с задачей нахождения полных пар правых или левых корней пучка.
В статье получены некоторые формулы, связывающие левые и правые корни из полных
пар, и обсуждается их применение к вычислению аналитических функций от пучка.
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A RELATION BETWEEN LEFT AND RIGHT SOLVENTS OF
A QUADRATIC OPERATOR PENCIL

M. N. Oreshina

Abstract. Quadratic pencils with bounded operator coefficients and the identity operator
at the highest degree are considered. The problem of factorizing such a pencil, that is, of
representing it as a product of two linear pencils, is closely related to the problem of finding
complete pairs of right or left solvents of the pencil. In the article, some formulas connecting the
left and right solvents from complete pairs are obtained and their application to the calculation
of analytic functions of a pencil is discussed.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим квадратичный пучок

Lpλq “ λ21 ` λB ` C,

где B и C — линейные ограниченные операторы. Каждой аналитической функции f сопо-
ставим оператор

fpLq “ 1

2πi

ż

Γ

fpλqpλ21 ` λB ` Cq´1 dλ. (1)

Необходимость вычислять операторы вида (1) возникает, например [1]–[6], при решении ли-
нейных дифференциальных уравнений второго порядка.

Задача о разложении [7]–[9] такого пучка на линейные множители

Lpλq “ λ21 ` λB ` C “ pλ1 ´ Y qpλ1 ´Xq (2)

приводит [1], [2], [10]–[12], [6] к рассмотрению квадратного уравнения

X2 `BX ` C “ 0.
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Решения X такого уравнения называют правыми корнями пучка. Если удается найти два
правых корня X1 и X2, для которых оператор X1´X2 обратим, то говорят, что они образуют
полную пару правых корней, что позволяет [2], [4], [6] свести вычисление fpLq к вычислению
функций от полученных корней из полной пары. При этом задача нахождения полной пары
является [11], [12], [6] нетривиальной.

Одновременно с изучением правых корней пучка можно рассматривать и задачу о нахож-
дении левых корней пучка, то есть решений уравнения

Y 2 ` Y B `C “ 0,

и составления полных левых пар. При этом в факторизации (2) пучка всегда участвует один
правый корень X и один левый корень Y , между которыми есть простая связь (см. теорему 1).
В настоящей статье показано, что левый корень Y1, соответствующий правому корню X1, и
оператор X2, образующий вместе с X1 полную пару, подобны. Для нахождения оператора
преобразования подобия W можно решать уравнение Сильвестра (теорема 4)

X1W ´WY1 “ 1,

если оператор Y1 уже найден. Кроме того, оказывается, что оператор X2 и оператор Y2,
образующий полную левую пару с Y1, подобны с тем же оператором преобразования W .
Близкие вопросы для матричного пучка n-го порядка обсуждались в [11]–[14].

В п. 2 напоминаются основные сведения про факторизацию пучка, его корни и полные
пары. В п. 3 формулируется и доказывается теорема о преобразовании подобия корней. В
п. 4. приводятся несколько вариантов представлений для аналитических функций от пучка,
а в п. 5 обсуждается вычисление функций от пучка в некоторых случаях, когда факторизация
невозможна или нежелательна.

2. ПОЛНЫЕ ПАРЫ ЛЕВЫХ И ПРАВЫХ
КОРНЕЙ ПУЧКА

Пусть X — банахово пространство. Обозначим через BpXq банахову алгебру всех огра-
ниченных линейных операторов, действующих в X. Символом 1 : X Ñ X будем обозначать
тождественный оператор, а символом 0 : X Ñ X — нулевой оператор.

Пусть B,C P BpXq. Рассмотрим квадратичный операторный пучок [1], [2], [6], [10]–[12]

Lpλq “ λ21 ` λB ` C, λ P C. (3)

Резольвентным множеством пучка (3) называют множество ρpLq, состоящее из таких
λ P C, что оператор Lpλq обратим. Функцию

Rλ “ pλ21 ` λB ` Cq´1, λ P ρpLq,

называют резольвентой пучка (3). Множество σpLq “ CzρpLq называют спектром пучка (3).
Говорят, что пучок (3) факторизован, если он представлен в виде произведения двух ли-

нейных пучков
Lpλq “ λ21 ` λB ` C “ pλ1 ´ Y qpλ1 ´Xq,

где X,Y P BpXq. Очевидно, в этом случае для резольвенты пучка (3) справедливо представ-
ление

Rλ “ pλ21 ` λB ` Cq´1 “ pλ1 ´Xq´1pλ1 ´ Y q´1, λ P ρpLq.
Отметим, что не любой квадратичный пучок можно факторизовать, а если факторизация су-
ществует, то она не обязательно единственная, наоборот, типичной является ситуация, когда
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пучок можно представить в виде произведения двух линейных множителей разными спосо-
бами.

Правым корнем пучка (3) называют [1] оператор X P BpXq, если он удовлетворяет урав-
нению

X2 `BX ` C “ 0,

а левым корнем пучка (3) называют оператор Y P BpXq, если он удовлетворяет уравнению

Y 2 ` Y B `C “ 0.

Следующая теорема показывает, что для факторизации пучка достаточно найти один пра-
вый или левый корень.

Теорема 1 ([1], [10]). Правый (левый) корень пучка однозначно задает факторизацию, а
именно,

1. если оператор X является правым корнем пучка, то оператор Y “ ´X ´B является
левым корнем, при этом

Lpλq “ pλ1 `X `Bqpλ1 ´Xq;

2. если оператор Y является левым корнем пучка, то оператор X “ ´Y ´ B является
правым корнем, при этом

Lpλq “ pλ1 ´ Y qpλ1 ` Y `Bq.

Доказательство. 1) Имеем

p´X ´Bq2 ` p´X ´BqB`C “
“ X2 `BX `XB `B2 ´XB ´B2 ` C “
“ X2 `BX ` C “ 0,

и

pλ1 `X `Bqpλ1 ´Xq “ λ21 `Xλ `Bλ´Xλ´X2 ´BX “
“ λ21 `Bλ´X2 ´BX “
“ λ21 `Bλ´ pX2 `BX `Cq `C “
“ λ21 `Bλ` C “ Lpλq.

Второе утверждение доказывается аналогично.

Замечание 1. Отметим два частных случая, возникающих при факторизации

1. X “ ´1

2
B, тогда Y “ ´X ´B “ ´1

2
B “ X, то есть левый корень совпадает с правым и

факторизация пучка принимает вид

Lpλq “ pλ1 ´Xq2;

2. B “ 0, тогда Y “ ´X и факторизация пучка принимает вид

Lpλq “ pλ1 `Xqpλ1 ´Xq.
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Левый и правый корни X и Y , стоящие в одной и той же факторизации пучка, т.е. удо-
влетворяющие соотношению Lpλq “ pλ1 ´ Y qpλ1 ´Xq, будем называть соответствующими
друг другу.

В следующей теореме приводится представление для резольвенты пучка в виде разности
резольвент двух линейных пучков с операторным коэффициентом W , который может быть
найден как решение уравнения Сильвестра [15]–[18]. Напомним, что для существования и
единственности решения уравнения Сильвестра требуется [18, теорема 64], чтобы спектры
его операторных коэффициентов не пересекались. Близкое утверждение о представлении ре-
зольвенты пучка с помощью разности резольвент корней из полной правой пары приводится
в [1, лемма 4.1] и [3], [4].

Теорема 2. Пусть X — правый корень пучка, а Y — соответствующий ему левый корень,
причем их спектры σpXq и σpY q не пересекаются. Тогда для резольвенты пучка справедлива
формула

Rλ “ pλ1 ´Xq´1W ´W pλ1 ´ Y q´1,

где оператор W является решением уравнения Сильвестра

XW ´WY “ 1.

Доказательство. Действительно.

Rλ “ pλ1 ´Xq´1pλ1 ´ Y q´1 “ pλ1 ´Xq´1pXW ´WY qpλ1 ´ Y q´1 “
“ pλ1 ´Xq´1pXW ´W `W ´WY qpλ1 ´ Y q´1 “
“ pλ1 ´Xq´1 p´pλ1 ´XqW `W pλ1 ´ Y qq pλ1 ´ Y q´1 “
“ ´W pλ1 ´ Y q´1 ` pλ1 ´Xq´1W.

Говорят, что правые корни X1 и X2 пучка (3) образуют полную пару [1], [2], если оператор
X1 ´X2 обратим. Аналогично определяется полная пара левых корней пучка (3).

Теорема 3. Если операторы X1,X2 образуют полную пару правых корней пучка, то соот-
ветствующие им левые корни Y1,Y2 образуют полную пару левых корней пучка.

Доказательство. Из обратимости оператора X1 ´ X2 следует обратимость оператора Y1 ´
Y2 “ p´X1 ´Bq ´ p´X2 ´Bq “ ´X1 `X2.

3. ПОДОБИЕ КОРНЕЙ

Перейдем к обсуждению способов пересчета левых и правых корней из полных пар.

Теорема 4. Пусть операторы X1,X2 образуют полную пару правых корней пучка, а Y1,Y2
— соответствующие им левые корни. Тогда операторы X1 и Y2 подобны, операторы X2 и
Y1 также подобны:

X2 “ WY1W
´1, Y1 “ W´1X2W ; (4)

X1 “ WY2W
´1, Y2 “ W´1X1W ; (5)

причем оператор преобразования W в формулах (4) и (5) один и тот же и удовлетворяет
соотношениям

W “ pX1 ´X2q´1 “ pY2 ´ Y1q´1, (6)

X1W ´WY1 “ 1, (7)

WY2 ´X2W “ 1. (8)
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Доказательство. Возьмем W “ pX1 ´ X2q´1 и проверим справедливость соотношений (4).
Так как Y1 “ ´X1 ´B, а X1 и X2 являются правыми корнями, то

WY1W
´1 “ pX1 ´X2q´1p´X1 ´BqpX1 ´X2q “

“ pX1 ´X2q´1p´X2

1 ´BX1 `X1X2 `BX2q “
“ pX1 ´X2q´1

`
p´X2

1 ´BX1 ´ Cq ` C `X1X2 `BX2

˘
“

“ pX1 ´X2q´1
`
´X2

2 `X2

2 `BX2 ` C `X1X2

˘
“

“ pX1 ´X2q´1pX1 ´X2qX2 “ X2.

Проверим соотношение (7). Из (4) следует, что WY1 “ X2W . Поэтому

X1W ´WY1 “ X1W ´X2W “ pX1 ´X2qW “ pX1 ´X2qpX1 ´X2q´1 “ 1.

Соотношения (5) и (8) проверяются аналогично.

Таким образом, если известна полная пара правых (левых) корней, соответствующая ей
полная левая (правая) пара получается преобразованием подобия с одним и тем же опера-
тором подобия, который можно вычислить по явной формуле (6). С другой стороны, если
известен только один корень, например, правый X1, то соответствующий ему левый корень
Y1 легко находится из теоремы 1. В этом случае, для нахождения второго правого корня X2,
дополняющего X1 до полной правой пары, вычислить оператор W по формуле (6) не удается,
так как X2 еще не найден, но можно найти оператор W , решая уравнение Сильвестра (7),
если спектры операторов X1 и Y1 не пересекаются. Правда, если спектры операторов X1 и
Y1 пересекаются, то решить уравнение Сильвестра и тем самым вычислить оператор W не
удается.

4. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
ОТ ФАКТОРИЗОВАННОГО ПУЧКА

Пусть U — открытое множество, содержащее спектр σpLq пучка, f : U Ñ C — аналитиче-
ская функция, а Γ — положительно ориентированный контур, лежащий в U и охватывающий
σpLq. Аналитической функцией от квадратичного пучка (3) называют оператор

fpLq “ 1

2πi

ż

Γ

fpλqRλ dλ “ 1

2πi

ż

Γ

fpλqpλ21 ` λB ` Cq´1 dλ.

Следующая теорема позволяет связать функции от квадратичного пучка с функциями от
его корней

fpXiq “ 1

2πi

ż

Γ

fpλqpλ1 ´Xiq´1 dλ,

fpYiq “ 1

2πi

ż

Γ

fpλqpλ1 ´ Yiq´1 dλ, i “ 1,2.

Представление (11) из этой теоремы приводится также в [2, теорема 2.16], [4, формула (5.24)]
и [6, теорема 10]. Матричный вариант формулы (9) приведен в [19, теорема 3 и предложение
6].

Теорема 5. Пусть операторы X1,X2 образуют полную пару правых корней пучка, а Y1,Y2
— соответствующие им левые корни. Тогда

fpLq “ fpX1qW ´WfpY1q “ (9)

“ WfpY2q ´ fpX2qW “ (10)

“ pfpX1q ´ fpX2qqW “ (11)

“ W pfpY2q ´ fpY1qq , (12)
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где оператор W удовлетворяет соотношениям (6)–(8).

Доказательство. Возьмем пару соответствующих левого и правого корней X1 и Y1. Восполь-
зуемся представлением для резольвенты пучка из теоремы 2. В результате получим

fpLq “ 1

2πi

ż

Γ

fpλqRλ dλ “

“ 1

2πi

ż

Γ

fpλq
`
pλ1 ´X1q´1W ´W pλ1 ´ Y1q´1

˘
dλ “

“ fpX1qW ´WfpY1q.

Для доказательства остальных формул необходимо воспользоваться формулами подобия кор-
ней из теоремы 4. Например, представление (11) получается следующим образом:

fpLq “ 1

2πi

ż

Γ

fpλq
`
λ1 ´X1q´1W ´W pλ1 ´ Y1q´1

˘
dλ “

“ 1

2πi

ż

Γ

fpλqpλ1 ´X1q´1W ´W pλ1 ´W´1X2W q´1 dλ “

“ 1

2πi

ż

Γ

fpλq
`
pλ1 ´X1q´1W ´ pλ1 ´X2q´1W

˘
dλ “

“ pfpX1q ´ fpX2qqW.

Замечание 2. Отметим, что формулы (9)–(12) можно интерпретировать как вычисление раз-
деленной разности от двух операторов [18]. Можно показать [18, предложение 51], что для
пучка вида

Lpλq “ pλ1 ´Xq2,
то есть в случае, когда левый и правый корни совпадают,

fpLq “ f 1pXq.

5. ФУНКЦИИ ОТ ПУЧКА λ
2
1 ` C

Отметим, что для вычисления функций от пучка с нулевым средним слагаемым, то есть
для Lpλq “ λ21 ` C факторизация не всегда желательна, даже если и возможна. Если фак-
торизация такого пучка существует, то в силу замечания 1 она имеет вид

Lpλq “ pλ1 `Xqpλ1 ´Xq, (13)

при этом X2 “ ´C. В этом случае из теоремы 5 следует, что

fpLq “ pfpXq ´ fp´Xqq p2Xq´1. (14)

Возможны несколько ситуаций.

1. Если пространство X — гильбертово, а оператор C является отрицательно определен-
ным, то оператор ´C положительно определен и, следовательно, существует [20, тео-
рема 12.33] такой положительно определенный оператор X, что X2 “ ´C.

2. Если пространство X — гильбертово, а оператор C является положительно определен-
ным, то существует такой положительно определенный оператор Y , что Y 2 “ C. В этом
случае для выполнения соотношения X2 “ ´C следует положить X “ iY , при этом

fpLq “ pfpiY q ´ fp´iY qq p2iY q´1. (15)
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Если исходная задача рассматривается в действительном гильбертовом пространстве,
то появление комплексных чисел при промежуточных вычислениях для fpLq нежела-
тельно. В этом случае можно рассуждать следующим образом. В таких задачах обычно
рассматриваются аналитические функции f , принимающие действительные значения
для действительного аргумента, то есть обладающие свойством fpξ̄q “ fpξq. Будем ин-
терпретировать формулу (15) как вычисление функции

gpξq “ fpi
?
ξq ´ fp´i

?
ξq

2i
?
ξ

“ fpi
?
ξq ´ fpi

?
ξq

2i
?
ξ

. (16)

от оператора C. Поскольку функция g является аналитической в U , то вычисление fpLq
сводится к вычислению gpCq и явный переход к факторизации не требуется. Очевидно,
что функция g принимает действительные значения на действительной оси.

3. Оператор C таков, что оператор X, удовлетворяющий X2 “ C или X2 “ ´C не суще-
ствует. В этом случае пучок факторизовать нельзя. Тем не менее, функция (16) явля-
ется аналитической в U , и можно показать [21, теорема 9], что формула fpLq “ gpCq
все равно остается справедливой.

В качестве приложения рассмотрим начальную задачу для дифференциального уравнения
второго порядка

x2ptq ` Cxptq “ 0,

xp0q “ x0,

x1p0q “ x1.

(17)

Решение этой задачи задается [5, теорема 16] формулой

xptq “ exp
p1q
t pLqx0 ` exptpLqx1,

где

exptpLq “ 1

2πi

ż

Γ

eλtpλ21 ` Cq´1 dλ,

exp
p1q
t pLq “ 1

2πi

ż

Γ

λeλtpλ21 ` Cq´1 dλ.

Положим

stpξq “ exptpi
?
ξq ´ exptpi

?
ξq

2i
?
ξ

“ sin
?
ξt?
ξ

,

ctpξq “ exp
p1q
t pi

?
ξq ´ exp

p1q
t pi

?
ξq

2i
?
ξ

“ cos
a
ξt.

Тогда exptpLq “ stpCq, expp1q
t pLq “ stpCq и

xptq “ ctpCqx0 ` stpCqx1.

В частности, если C2 “ 0, то из разложений

ctpξq “ cos
a
ξt “ 1 ´ ξt2

2!
` ξ2t4

4!
` . . . ,

stpξq “ sin
?
ξt?
ξ

“ t´ ξt3

3!
` ξ2t5

5!
` . . . ,
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и свойства Ck “ 0, k ą 1, следует, что

ctpCq “ 1 ´ t2

2!
C ` 0 ` 0 “ 1 ´ t2

2!
C,

stpCq “ t1 ´ t3

3!
C ` 0 ` 0 “ t1 ´ t3

3!
C.

Тогда

xptq “ ctpCqx0 ` stpCqx1 “ x0 ´ t2

2!
Cx0 ` tx1 ´ t3

3!
Cx1.

Таким образом, вычисление функции от квадратичного пучка в этом случае сводится к вы-
числению функции от одного оператора C, хотя факторизация пучка невозможна.
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