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Аннотация. В работе получены достаточные условия возможности применения мето-
дов Фурье к нахождению точного решения математической модели, описывающей малые
колебания вязкоупругого стержня.

Трудности, связанные с потерей гладкости у решения, мы преодолевали с помощью
концепции Ю. В. Покорного поточечной трактовки уравнений.

Ключевые слова: вязкоупругий стержень, производная по мере, математическая
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ON A MATHEMATICAL MODEL OF SMALL OSCILLATIONS
OF A VISCOELASTIC ROD WITH A SINGULARITY

Zh. I. Bakhtina, S. A. Shabrov, T. V. Gridyaeva, E. V. Lylov

Abstract. In this paper we obtained sufficient conditions for the application of Fourier
methods to finding an exact solution to a mathematical model describing small oscillations of
a viscoelastic rod.

We overcame the difficulties associated with the loss of smoothness of the solution using
Yu. V. Pokorny’s concept of pointwise interpretation of equations.

Keywords: viscoelastic beam, derivative with respect to measure, mathematical model,
nonsmooth solution, mixed problem.

Концепция поточечной трактовки дифференциальных уравнений с применением произ-
водных Радона-Никодима, предложенная Ю. В. Покорным [1], показала свою эффективность
не только для краевых задач второго порядка, где построена точная параллель классической
метрики ОДУ [2]–[4], но и для краевых задач с разрывными решениями [5] и более высокого
порядка [6, 7].

Секрет такого успеха применения производных по мере и интеграла Стилтьеса объяс-
няется достаточно просто: в отличие от теории обобщенных функций (распределений), где
уравнение трактуется как равенство двух функционалов над пространством основных функ-
ций, здесь оно интерпретируется как связь между значениями функции и ее производными
до определенного порядка.

В работе рассматривается смешанная задача
$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

a2
B4u

Bσ Bx3 ` B2u
Bt2 “ ε

tż

0

Rpt´ τq B4u
Bσ Bx3 dτ,

up0,tq “ u1
xp0,tq “ 0,

upl,tq “ u1
xpl,tq “ 0,

upx,0q “ ψ0pxq,
u1
tpx,0q “ ψ1pxq,

(1)
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которая описывает малые колебания вязкоупругого стержня. Здесь Rpt´ τq — ядро релакса-
ции, ψ0pxq и ψ1pxq — начальные отклонение и скорость соответственно, σpxq — строго возрас-
тающая на r0; ℓs функция, порождающая на этом множестве меру σ; ε — малый параметр.

Нам удобно считать уравнение в (1) заданным на специальном расширении r0; ℓsσ отрезка
r0; ℓs, которое строится следующим образом.

Обозначим через Spσq множество точек разрыва функции σpxq. На множестве Jσ “
r0; ℓszSpσq введем метрику ρpx; yq “ |σpxq ´ σpyq|. В случае, когда множество точек разры-
ва функции σpxq непусто, т. е. Spσq ‰ ∅, метрическое пространство Jσ является неполным.
Обозначим через r0; ℓsS его стандартное пополнение. Множество r0; ℓsσ вместо каждой точки
ξ разрыва функции σpxq содержит элементы tξ´; ξ; ξ`u, причем ξ´ и ξ` — это появившиеся
при пополнении Jσ по метрике ρpx; yq. При этом x ă ξ´ ă ξ ă ξ` ă y в смысле естественной
упорядоченности элементов, если x ă ξ ă y.

В точке ξ P Spσq уравнение понимается следующим образом:

a2
1

∆σpξq ¨ ∆B3u
Bx3 pξ,tq ` B2u

Bt2 pξ,tq “ ε

tż

0

Rpt ´ τq 1

∆σpξq∆
B3u
Bt3 pξ,τqdτ,

где ∆ypξq “ ypξ ` 0q ´ ypξ ´ 0q — полный скачок функции ypxq в точке ξ.
Решение задачи (1) мы будем искать в следующем классе функций: дважды непрерывно

дифференцируемых функций как по временной переменной, так и по пространственной; при
каждом фиксированном t вторая производная B2u

Bx2 абсолютно непрерывна на r0; ℓs; третья

производная B3u
Bx3 — σ-абсолютно непрерывна на r0; ℓs.

Пусть tλku8
k“0

— система собственных значений задачи
$
’&
’%

X4
xxxσ “ λX,

Xp0q “ X 1p0q “ 0,

Xpℓq “ X 1pℓq “ 0,

(2)

причем мы можем считать ее ортонормированной.
В работах [8, 9] довольно подробно изучен спектр задачи (2), в частности доказано, что

он обладает свойством осцилляционности.
Решение (1) мы будем искать в виде

upx,tq “
8ÿ

k“1

Tkptqϕkpxq, (3)

где ϕkpxq — собственная функция задачи (2), отвечающая собственному значению λk.
После подстановки функции (3) в уравнение из (1) получим

a2
8ÿ

k“1

Tkptqϕp4q
kxxxσpxq `

8ÿ

k“1

T 2
k ptqϕkpxq “

8ÿ

k“1

ε

tż

0

Rpt´ τqTkpτqϕp4q
kxxxσpxq dτ. (4)

Законность почленного дифференцирования ряда будет обосновано в теореме, доказанной
ниже.

Так как ϕkpxq — собственная функция задачи (2), то равенство (4) допускает перезапись
в следующем виде:

a2
8ÿ

k“1

Tkptqλkϕkpxq `
8ÿ

k“1

T 2
k ptqϕkpxq “

8ÿ

k“1

ε

tż

0

Rpt´ τqTkpτqλkϕkpxq dτ. (5)
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После умножения обеих частей равенства (5) на функцию ϕmpxq, интегрирования по мере
σ в пределах от 0 до ℓ получим:

λma
2Tmptq ` T 2

mptq “ ελm

tż

0

Rpt´ τqTmpτq dτ, (6)

т. к.
 
ϕkpxq

(
— ортогональная система.

Допустим, что начальные функции разлагаются в равномерно сходящийся ряд Фурье по
системе

 
ϕkpxq

(
, тогда получим начальные условия

Tmp0q “
tż

0

ψ0pxqϕmpxq dσpxq, (7)

9Tmp0q “
tż

0

ψ1pxqϕmpxq dσpxq. (8)

Таким образом для определения Tmptq мы получаем уравнение (6), дополненное началь-
ными условиями (7), (8).

Теорема 1. Пусть Kpxq дважды непрерывно дифференцируема на всей числовой прямой; 
ϕkpxq

(
— система нормированных собственных функций задачи (2); ψipxq pi “ 0, 1q —

дважды непрерывно дифференцируема на r0; ℓs; вторая производная ψ2
ixxpxq — абсолютно

непрерывна на r0; ℓs и третья производная ψ3
ixxxpxq — σ-абсолютно непрерывна на r0; ℓs.

Пусть каждое собственное значение имеет геометрическую и алгебраическую кратность
равную единице; ψ0p0q “ ψ0pℓq “ ψ1

0xσp0q “ ψ1
0xσpℓq “ ψ1p0q “ ψ1pℓq “ 0; числа αn и βn

определяются равенствами (7) и (8) при всех натуральных n. Тогда функция

upx,tq “
8ÿ

n“1

Tnpxqϕnpxq, (9)

где Tnpxq — решения (5), удовлетворяющие начальным условиям Tnp0q “ αn и 9Tnp0q “
βn, является решением математической модели (1), причем ряд (9) допускает двойное
дифференцирование по временной переменной t, и трижды по пространственной переменной
вначале по x; а четвертой — по σ; полученные таким образом ряды сходятся равномерно и
абсолютно.

Доказательство. Оценим коэффициенты ряда Фурье функции ψ0pxq.
Последовательно имеем

αn “
ℓż

0

ψ0pxqϕnpxq dσpxq “
ℓż

0

ψ0pxq 1

λn
ϕ4
0xxxσpxqdσpxq, (10)

так как ϕnpxq — это собственная функция, отвечающая собственному значению λn.
Проинтегрируем четырежды по частям интеграл в первой части (10), получим

αn “ 1

λn

»
–ψ0ϕ

3
nxxx

ˇ̌
ˇ
ℓ

0

´ ψ1
0xϕ

2
nxx

ˇ̌
ˇ
ℓ

0

` ψ2
0xxϕ

1
nx

ˇ̌
ˇ
ℓ

0

´ ψ3
0xxxϕn

ˇ̌
ˇ
ℓ

0

`
ℓż

0

ϕnψ
4
0xxxσdσ

fi
fl “

“ 1

λn

ℓż

0

ϕnpxqψ4
0xxxσpxqdσ,
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так как по условию ψ0p0q “ ψ0pℓq “ ψ1
0
p0q “ ψ1

0
pℓq “ 0.

Таким образом, числа λnαn являются коэффициентами ряда Фурье функции ψ4
0xxxσpxq.

Отсюда следует, что ряд
ř8

n“1

ˇ̌
λ3nα

2
n

ˇ̌
сходится.

Аналогично оценим βn:

βn “
ℓż

0

ϕnpxqψ1pxqdσpxq “
ℓż

0

ψ1pxq ¨ 1

λn
ϕ4
nxxxσpxqdσpxq,

ввиду того, что ϕnpxq — собственная функция спектральной задачи (2). Тогда

βn “ 1

λn

„
ψ1ϕ

3
nxxx

ˇ̌
ˇ
ℓ

0

´ ψ1
1xϕ

2
nx

ˇ̌
ˇ
ℓ

0

` ψ2
1xxϕ

1
nx

ˇ̌
ˇ
ℓ

0

´ ψ3
1xxxϕn

ˇ̌
ˇ
ℓ

0

`
ℓż

0

ϕnpxqψ4
1xxxσpxqdσpxq

fi
fl ,

и, следовательно, как и ранее, λnβn — коэффициенты ряда Фурье функции ψ4
1xxxσpxq.

Получаем неравенство, вытекающее из аналога неравенства Бесселя

8ÿ

k“1

pλkBkq2 ď
ℓż

0

`
ψ4
1xxxσpxq

˘
2
dσ,

из которого следует, что ряд
ř8

k“1
pλkBkq2 сходится.

Ряды, полученные формальным дифференцированием, имеют вид

Bu
Bx “

8ÿ

n“1

ϕ1
nxpxqTnptq,

B
Bt

B
Bx |u| “

8ÿ

n“1

ϕ2
nxtpxqTnptq,

Bu
Bt “

8ÿ

n“1

ϕnpxqT 1
nptq,

B2u
BtBx “

8ÿ

n“1

ϕ1
nxpxqT 1

nptq,

B2u
Bt2 “

8ÿ

n“1

ϕnpxqT 2
nptq,

B3u
Bx3 “

8ÿ

n“1

ϕ3
nxxxpxqTnptq,

B
Bσ

B3u
Bx3 “

8ÿ

n“1

ϕ4
nxxxσpxqTnptq.

Все ряды, написанные выше, оцениваются рядом

K

8ÿ

n“1

´
|Anλn| `

ˇ̌
ˇBn

a
λn

ˇ̌
ˇ
¯
,

где K — некоторое положительное число. Заметим, что
8ÿ

n“1

´
|Anλn| `

ˇ̌
ˇBn

a
λn

ˇ̌
ˇ
¯

сходится. От-

сюда вытекает равномерная и абсолютная сходимость всех рядов, полученных из (9) почлен-
ным дифференцированием. А так как функция upx,tq, определенная равенством (9), как
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нетрудно видеть, удовлетворяет граничным и начальным условиям, то upx,tq действитель-
но является решением задачи (1). Теорема доказана. ˝
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