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Аннотация. В данной статье изучается интегральный оператор Вольтерры с ядром
Kpt, sq, удовлетворяющим определенным условиям. Получены необходимые условия огра-
ниченности оператора Вольтерры в некоторых классах идеальных структур.

Получен ряд достаточные условия на ядро Kpt, sq для ограниченности оператора
Вольтерры в некоторых функциональных пространствах. При некоторых ограничени-
ях на ядро Kpt, sq получен критерий ограниченности оператора Вольтерры в семействе
интерполяционных между L1 и L8 функциональных пространств.

Ключевые слова: идеальная структура, оператор Вольтерры, ограниченность, ин-
терполяционное пространство.

ON THE BOUNDEDNESS OF THE VOLTERRA OPERATOR
IN BANACH FUNCTION SPACES

E. A. Pavlov, A. I. Furmenko

Abstract. This paper studies the Volterra integral operator with kernel Kpt, sq satisfying
certain conditions. Necessary conditions for the boundedness of the Volterra operator in certain
classes of ideal structures are obtained.

A number of sufficient conditions on the kernel Kpt, sq for the boundedness of the Volterra
operator in certain function spaces are obtained. Under certain restrictions on the kernel
Kpt, sq, a criterion for the boundedness of the Volterra operator in a family of interpolation
spaces between L1 and L8 function spaces is obtained.

Keywords: ideal structure, Volterra operator, boundedness, interpolation space.

ВВЕДЕНИЕ

Уравнения Вольтерры были введены Вито Вольтеррой. Эти уравнения нашли примене-
ние во многих областях: демографии, исследовании вязко-упругих материалов и ряде других
областей.В уравнения 1-го и 2-го типов входят интегральные выражения, названные опе-
ратором Вольтерры. Оператор Вольтерры - это частный случай интегрального оператора с
ядром Kpt, sq, где 0 ď s ă t . Частным случаем оператора Вольтерры является интегральный
оператор с ядром Kpt, sq “ Kpt´ sq, где 0 ă s ď t, т.е. оператор свертки вида

Tk xpsq “
tż

0

Kpt, ´ sqxpsq ds,

который определен на измеримых в смысле Лебега функциях xpsq определенных на полуоси
p0;`8q.
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Одним из выдающихся математиков П. Халмошем в монографии [1] была поставлена про-
блема: найти конструктивный критерий ограниченности интегрального оператора в различ-
ных банаховых функциональных пространствах. До сих пор нет ни одного критерия ограни-
ченности интегрального оператора с произвольным ядром Kpt, sq, хотя бы в одной паре pE,F q
функциональны пространств. В своей монографии П. Халмош выразил сомнение, что такой
критерий вообще существует без некоторых дополнительных условий на ядро Kpt, sq. Для
некоторых интегральных операторов такой критерий известен: Оператор Харди-Литтльвуда

Hxptq “ 1

t

tż

0

xpsq ds, p1q

который можно записать в виде

Hxptq “
8ż

0

1

t
χp0;tspsqxpsq ds. p2q

Здесь ядро Kpt, sq “ 1
t
χp0;tspsq. Критерий ограниченности этого оператора в симмет-

рических пространствах приведен в ([2, стр. 189]) и в [11]. Обобщенный оператор Харди-
Литтльвуда

Hϕxptq “ 1

ϕptq

tż

0

xpsq dϕpsq, p3q

где ϕptq - вогнутая (или квазивогнутая) неотрицательная функция, определенная наp0;`8q.
Этот оператор можно записать в виде

Hϕxptq “
8ż

0

1

ϕptqχp0;tspsqϕ
1 psqxpsq ds, p4q

для случая, когда ϕptq - вогнутая функция. Ядро этого оператора имеет вид

Kpt, sq “ 1

ϕptqχp0;tspsqϕ
1 psq. p5q

Критерий ограниченности этого оператора в симметричном пространстве, получен в [7]. Кри-
терий ограниченности оператора свертки

Tk xpsq “
tż

0

Kpt´ sqxpsq ds, p6q

где Kptq ě 0, в паре Лебеговых пространств Lp,Lq получен авторами этой статьи в [8]
Операторы Харди-Литтльвуда и обобщенный оператор Харди-Литтльвуда, , также, как

и интегральный оператор свертки (6), являются частными случаями операторы Вольтерры.
Действительно

Hxptq “
tż

0

1

t
xpsq ds, p7q

ядро Kpt, sq “ 1
t

Hϕxptq “
tż

0

ϕ
1 psq
ϕptq xpsq ds, p8q
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ядро Kpt, sq “ ϕ
1

psq
ϕptq , ϕptq - вогнута , ϕptq ě 0.

В данной статье для операторов Вольтерры для ядер Kpt, sq, удовлетворяющими допол-
нительным условиям, получены необходимые условия его ограниченности и критерий его
ограниченности в идеальных структурах Epp0;`8q; dtq с нормами инвариантными относи-
тельно сдвига и являющихся интерполяционными между L1pp0;`8q; dtq и L8pp0;`8q; dtq.

Представляет интерес задача: Когда из ограниченности интегрального оператора в кон-
кретном пространстве E , следует его ограниченность в некотором семействе пространств F
? В Данной статье дается ответ на этот вопрос для конкретного пространства E. Все необ-
ходимые определения, обозначения и необходимые факты можно найти в [2], [3], [4].

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определение 1. Пусть Epp0;`8q; dtq - идеальная структура. Как и для симметричных
пространств (перестановочно - инвариантных пространств в другой формулировке см. [9])
введем функцию

ϕEptq “ }χp0;ts}E. p1q
Очевидно, что ϕEptq ě 0 и является возрастающей.

Замечание. Если, дополнительно, норма в E инвариантна относительно сдвига, то очевид-
но равенство

}χra;bs}E “ }χp0;b´aq}E. p2q
Определение 2. Через MϕE

ptq обозначается функция растяжения для функции ϕEptq.
Теорема 1. Пусть ядро Kpt, sq оператора Вольтерры обладает свойством: функция λptq ,

заданная формулой

λptq “
tż

0

Kpt, sq ds, p3q

является возрастающей по t и Kpt, sq ě 0 (С таким свойством, например, является ядро
Kpt, sq “ Kpt ´ sq, где Kptq ě 0), функция растяжения MϕE

ptq ограничена в окрестности
единицы.

Тогда, если оператор Вольтерры с ядром Kpt, sq, ограниченно действует в идеальной
структуре Epp0;`8q; dtq с нормой, инвариантной относительно сдвига, то будет выполняться
неравенство

sup
0ăτă8

τż

0

Kpτ,sq ds “ c ă 8. p4q

Доказательство. Пусть xpsq ě 0 и xpsq - невозрастает на p0;`8q. Получаем
tż

0

Kpt,sqxpsq ds ě xptq
tż

0

Kpt,sqxpsq ds ě xptqχrτ ;2τ s

tż

0

Kpt,sqxpsq ds ě xptqχrτ ;2τ s

τż

0

Kpτ,sqxpsq ds.

p5q
Из (5) получаем неравенство

}
tż

0

Kpt,sqxpsq ds}E ě
τż

0

Kpτ,sq ds ¨ }xptqχrτ ;2τ sptq}E . p6q

Из условия ограниченности оператора Вольтерры следует неравенство

}
tż

0

Kpt,sqxpsq ds}E ď C1}x}E. p7q
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Из неравенств (6) и (7) следует неравенство

c1 ¨ }x}E ě
τż

0

Kpτ,sq ds ¨ }xptqχrτ ;2τ sptq}E . p8q

Полагая в неравенстве (8) xptq “ χp0;2τ sptq, получаем неравенство

c1 ¨ ϕEp2τq ě
τż

0

Kpτ,sq ds ¨ ϕEpτq, p9q

из которого следует, очевидно, неравенство

τż

0

Kpτ,sq ds ď c1 ¨ ϕEp2τq
ϕEpτq ď c1 ¨MϕE

p2q. p10q

Так как по условию Теоремы 1 функция растяжения MϕE
ptq ограничена в окрестности

единицы, значит она конечна в каждой точке t P p0;`8q. Следовательно

c1 ¨MϕE
p2q “ c2 ă 8. p11q

Из (9) и (10) следует соотношение

sup
0ăτă8

τż

0

Kpτ,sq ds “ c ă 8 “ c2 ă 8. p12q

Теорема доказана.
Замечание. Для некоторых классов ядер Kpt, sq утверждение Теоремы 1 остается справед-

ливым без дополнительного условия возрастания функции

γptq “
tż

0

Kpt,sq ds.

Такими являются, например, частные случаи ядер Пинкерле - Гурса вида

Kpt, sq “ K1ptq ¨K2psq. p13q

Теорема 2. Пусть ядро оператора Вольтерры имеет вид Kpt, sq “ K1ptq ¨K2psq, где K1ptq ě
0;K2psq ě 0, а K1ptq является полумультипликативной невозрастающей функцией.

Тогда, если оператор Вольтерры ограниченно действует в идеальной структуре
Epp0;`8q; qdt, инвариантной относительно сдвига, то будет справедливо соотношение

sup
0ăτă8

tż

0

Kpt,sq ds “ c ă 8. p14q

Доказательство. Пусть xptq ě 0 и xptq не возрастает на p0;`8q. Получаем

tż

0

Kpt,sqxpsq ds ě xptq
tż

0

Kpt,sq ds ě xptqχrτ ;2τ sptq ¨
tż

0

Kpt,sq ds “
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“ xptqχrτ ;2τ sptq ¨K1ptq
tż

0

K2psq ds ě xptqχrτ ;2τ sptqK1p2τq ¨
τż

0

K2psq ds. p15q

Из (15) следует неравенство

}
tż

0

Kpt,sqxpsq ds}E ě K1p2τq
τż

0

K2psq ds ¨ }xptq ¨ χrτ ;2τ sptq}E , p16q

с другой стороны верно неравенство

}
tż

0

Kpt,sqxpsq ds}E ď c ¨ }x}E . p17q

Из (16) и (17) следует неравенство

c ¨ }x}E ěqK1p2τq
τż

0

K2psq ds}xptqχrτ ;2τ sptq}E . p18q

Полагая xptq “ χrτ ;2τ sptq, получаем неравенство

K1p2τq
τż

0

K2psq ds ă 8. p19q

Учитывая полумультипликативность функции K1ptq, получаем

K1pτq
τż

0

K2psq ds ď K1p1
2

qK1p2τq
τż

0

K2psq ds ă 8. p20q

Из (20), очевидно, следует утверждение Теоремы 2. Теорема доказана.
Теорема 3. Если оператор Вольтерры ограниченно действует в L1p0;`8qqdt и ядро Kpt, sq

удовлетворяет условиям Tеоремы 1 или Tеоремы 2 для ядра вида Kpt, sq “ K1ptq ¨ K2psq, то
оператор Вольтерры ограниченно действует в любом пространстве Epp0;`8qqdt , интерпо-
ляционном между L1 и L8.

Доказательство. Пусть оператор Вольтерры ограниченно действует в L1, тогда из Теоремы
1 для случая E “ L1 следует соотношение

sup
0ătă8

tż

0

Kpt,sq ds “ c ă 8. p21q

Далее, получаем

|
tż

0

Kpt,sqxpsq ds| ď
tż

0

Kpt,sq ds ¨ }x}L8
. p22q

Из (22) и соотношения (21), очевидно, следует неравенство

}
tż

0

Kpt,sqxpsq ds}L8
ď sup

0ătă8

tż

s

Kpt,sq ds ¨ }x}L8
, p23q
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следовательно оператор Вольтерры ограниченно действует в L8. Так как по условию опе-
ратор Вольтерры ограниченно действует в L1, то он ограниченно действует в в любом про-
странстве E, интерполяционном между L1 и L8.

Теорема доказана.
Следствие. Пусть ядро Kpt, sq ě 0 удовлетворяет условию

sup
0ăsă8

8ż

s

Kpt,sq ds ă 8. p24q

Тогда, если ядро Kpt, sq удовлетворяет условию теоремы 1 или теоремы 2 для ядра вида
Kpt, sq “ K1ptq ¨ K2psq, то для того, чтобы оператор Вольтерры ограниченно действовал в
интерполяционном между L1 и L8 пространстве E, необходимо и достаточно чтобы выпол-
нялось соотношение

sup
0ătă8

tż

0

Kpt,sq ds ă 8. p25q

Доказательство. Так как E интерполяционно между L1 и L8, то E симметричное простран-
ство (см. [2]). Необходимость вытекает из Теоремы 1. Достаточность. Из соотношения, как
было уже показано, следует, что оператор Вольтерры ограниченно действует в пространстве
L8. Далее, учитывая соотношение (24) и теорему Фубини - Тонелли, получаем

ż 8

0

|
tż

0

Kpt,sqxpsq ds|dt ď
ż 8

0

tż

0

Kpt,sq|xpsq| dsdt “

“
ż 8

0

p
8ż

s

Kpt,sqdtq|xpsq| ds ď sup
0ăsă8

8ż

s

Kpt,sq dt ¨ }x}L1
. p26q

Итак, оператор Вольтерры ограниченно действует в пространстве L1. Следовательно опе-
ратор Вольтерры ограниченно действует в любом пространстве E, интерполяционном между
L1 и L8. Следствие доказано.
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