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Аннотация. В данной работе получены априорные оценки для задачи Коши для
однородной системы уравнений высокого порядка в частных производных с дробной про-
изводной Герасимова–Капуто по времени.
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Abstract. In this paper, we obtain a priori estimates for the Cauchy problem for a
homogeneous system of high–order partial differential equations with a fractional Gerasimov-
Caputo time derivative.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Как известно, существует большое количество разных определений дробной производной
которая является обобщением производной целого порядка. В данной работе мы будем ис-
пользовать определение дробной производной Герасимова-Капуто [1], [2], [3]. Следует также
отметить, что работа Герасимова [2] вышла раньше работы Капуто [3].

В случае 0 ă α ă 1 данная производная определяется следующим образом:

Bα0tϕptq “ I
1´α
0t

d

dt
ϕptq,

˚ Разделы 1, 3 выполнены при поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного задания № FSRG–
2023–0025. Раздел 2 выполнена при поддержке Минобрнауки РФ, соглашение от 11.03.2025 № 075–02–2025–
1792
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где Iα0t является дробным интегралом Римана–Лиувилля и определятся следующим образом:

I
α
0tϕptq “ 1

Γpαq

tż

0

pt´ τqα´1ϕpτqdτ.

В данной работе под pBα0tqk стоит понимать конкатенацию, а именно pBα0tqk “ Bα0tBα0t . . . Bα0tloooooomoooooon
k

. Так-

же отметим, что эту операцию можно представить как производную Джрбашяна–Нерсесяна
[4]

2. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

В работе R. Gorenflo и F. Mainardi [5] была показана реализуемость метода преобразования
Лапласа для решения уравнений дробного порядка и важность функции Миттаг – Леффлера
в дробном исчислении. Функция Миттаг – Леффлера представляется следующим рядом

Eα,βpzq “
8ÿ

k“0

zk

Γpβ ` αkq .

В дальнейшем нас будут интересовать оценки данной функции, в работе А.Ю.Попова и
А.М.Селедцкого [6] были получены следующие асимптотические разложения:

Lα “ tz P C| z ‰ 0, ; | arg z| ď απu

Eα,βpzq “
#
α´1zp1´βq{α exppz1{αq `Hmpzq `R

r1s
m pzq; z P Lα

Hmpzq `R
r2s
m ; z P C{Lα, z ‰ 0,

где

Hmpzq “ ´
mÿ

k“1

z´k

Γpβ ´ αkq ,

а также показано, что остатки R
r1s
m и Rr2s

m допускают оценки

|Rris
m | ď C|z|´m´1.

Пусть C`
α “ tz P C{t0u| |arg z| ă απ{2u, C0

α “ tz P C{t0u| |arg z| “ απ{2u и C´
α “ tz P

C{t0u|απ{2 ă |arg z| ď απu. Также пусть t P R`, λ P C и 0 ă α ă 1.

Eαpλtαq “

$
’’’’&
’’’’%

α´1 exppλ1{αtq `Hmpλtαq `Rpλtαq, λ P C`
α , Repλ1{αq ą 0

α´1 exppi|λ|1{αtq `Hmpλtαq `Rpλtαq, λ P C0
α

α´1 exppλ1{αtq `Hmpλtαq `Rpλtαq, λ P C´
α , Repλ1{αq ă 0

Hmpλtαq `Rpλtαq, λ P C{Lα, λ ‰ 0.

Отсюда мы можем получить соответствующие оценки учитывая, что в окрестности нуля она
ограничена:

|Eαpλtαq| ď

$
’’’’&
’’’’%

C| exppλ1{αtq|, λ P C`
α , Repλ1{αq ą 0,

C1 ` C2p1`|λ|2q1{2

1`C3tα
, λ P C0

α,

C1| exppλ1{αtq| ` C2p1`|λ|2q´1{2

1`C3tα
, λ P C´

α , Repλ1{αq ă 0,
C2p1`|λ|2q´1{2

1`C3tα
, λ P C{Lα, λ ‰ 0.
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3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В данной работе рассматривается задача Коши

P pBα0t,Dxqupt,xq “
ÿ

k`|β|“m
Ak,β pBα0tqkDβ

xupt,xq “ 0, 0 ă α ă 1,

pBα0tqk upt,xq
ˇ̌
ˇ
t“0

“
#
0, k “ 0, . . . ,m´ 2,

fpxq, k “ m´ 1,

(1)

где β “ pβ1, . . . ,βnq–мультииндекс, Akβ–квадратные матрицы с постоянными коэффици-

ентами размера N ˆ N , Bα0t–дробная производная Герасимова-Капуто порядка α, Dβ
x “

B|β|{Bβ1x1 . . . Bβnxn и |β| “ β1 ` ¨ ¨ ¨ ` βn. При этом предполагаем что Am,0 “ E.
Решение будем искать в виде

upt,xq “ 1

p2πqn
ż
e´ix˚yZpt,yq pfpyqdy. (2)

Тогда для матрицы Zpt,yq мы получим следующую задачу Коши:

P pBα0t,iyqZpt,yq “ 0, 0 ă α ă 1,

pBα0tqk Zpt,yq
ˇ̌
ˇ
t“0

“
#
0, k “ 0, . . . ,m ´ 2,

E, k “ m´ 1,

Zpt,yq “ 1

2π

ż

Γ

pP piλ,iyqq´1Eαpiλtαqdλ,

где контур Γ содержит в себе всеmN корней, характеристического уравнения detpP pλ,yqq “ 0.
Прямой подстановкой несложно проверить что

P pBα0t,iyqZpt,yq “ 1

2π

ż

Γ

P pBα0t,iyqEαpiλtαq pP piλ,iyqq´1 dλ “ 1

2π

ż

Γ

Eαpiλtαqdλ “ 0

P piλ,iyq “ piλqmP p1,y{λq “ piλqmpE ´Bq, B “ ´
ÿ

k`|β|“m
k‰m

Ak,βy
β{λ|β|

pBα0tqk Zpt,yq
ˇ̌
ˇ
t“0

“ 1

2π

ż

Γ

piλqk pP piλ,iyqq´1 dλ “ 1

2π

ż

Γ

piλqk´m `
E `B `B2 ` . . .

˘
dλ.

Функция определенная формулой (2) является формальным решением задачи (1). Обозна-
чим за Qpλ,yq “ detpP pλ,yqq. Также в силу однородности P pλ,yq мы получим что корни
представимы в виде λk “ µk|y|, обозначим за η “ y{|y| тогда Qpλ,yq “ |y|mNQpµ,ηq.

Далее будем предполагать, что Qpλ,yq не имеет кратных корней. Тогда мы можем явно
вычислить Zpt,yq методом вычетов и получим выражение

Zpt,yq “
mNÿ

k“1

piq1´mC
˚
p pλk,yq

Qλpλk,yqEαpiλktαq,

где C˚
p pλ,yq является союзной матрицей (транспонированная матрица алгебраических допол-

нений) матрицы P pλ,yq. В силу однородности P pλ,yq мы получим

P piλk,iyq “ pi|y|qmP pµk,ηq, λk “ µk|y|, y “ η|y|, |η| “ 1,

Qpλk,yq “ detpP pλk,yqq “ |y|mNdetpP pµk,ηqq,
C˚
p pλk,yq “ |y|mpN´1qC˚

p pµk,ηq.
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Так как Qµpµk,ηq ‰ 0, и µk непрерывно зависит от η то |Qµpµk,ηq| ě b, также элементы
матрицы C˚

p pµk,ηq будут ограниченны некоторой константой, или же |C˚
p pµk,ηq| ď B. Также

принимая во внимание оценки функции Миттаг-Леффлера мы получим что iµk должны
лежать в области C{C`

α .

3.1. Априорные оценки

Из вышесказанного мы можем найти оценки для pBα0tqk Zpt,yq:

| pBα0tqk Zpt,yq| ď C|y|1`k´m
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
mNÿ

k“1

Eαpiλktαq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ .

Уточним случай при |y| Ñ 0:

lim
|y|Ñ0

pBα0tqk Zpt,yq “ lim
|y|Ñ0

1

2π

ż

Γ

pP piλ,iyqq´1 piλqkEαpiλtαqdλ “ 1

2π

ż

Γ

ppiλqmEq´1 piλqkˆ

ˆEαpiλtαqdλ “ i1`k´m

pm´ kq!

ˆ
d

dλ

˙m´k´1

Eαpiλtαq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
λ“0

“ ptαqm´k´1

pm ´ kqΓpαpm ´ k ´ 1q ` 1q .

Как видим, при k ď m ´ 1 особенностей не возникает. А при k ě m контурный интеграл
будет равен нулю. Тогда мы можем переписать оценку при k ď m´ 1 следующем виде:

| pBα0tqk Zpt,yq| ď C
`
1 ` |y|2

˘p1`k´mq{2
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
mNÿ

k“1

Eαpiλktαq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ .

Оценки функции Миттаг–Леффлера зависят от сектора, в котором лежат λk. Если пред-
положить, что iλk P C0

α для любого y P R`, тогда мы получим

| pBα0tqk Zpt,yq| ď C
`
1 ` |y|2

˘p1`k´mq{2
,

где C ą 0. Тогда для upt,xq используя равенство Парсеваля, получим

max
k`|β|ďm´1

ż

Rn

| pBα0tqkDβ
xupt,xq|2dx ď C

ż

Rn

|fpxq|2dx.

Аналогично мы можем найти оценки и для остальных случаев. При iλk P C´
α

max
k`|β|ďm´1

ż

Rn

| pBα0tqkDβ
xupt,xq|2dx ď

ż

Rn

˜
C1| exppC2|y|1{αq| ` C3p1 ` |y|2q1{2

1 ` C4tα

¸
| pfpyq|2dy.

При iλk P C{Lα для любых y P Rn

max
k`|β|ďm´1

ż

Rn

| pBα0tqkDβ
xupt,xq|2dx ď C1

p1 ` C2tαq2
ż

Rn

p1 ` |y|2q´1| pfpyq|2dy.

Случай при iλk P C`
α не будем рассматривать так как функция Миттаг-Леффлера неограни-

ченно растет, как exppC|y|1{αq.
3.2. Обсуждение результатов

В случае iλk P C0
α для любых y P R`, можно с некоторой уверенностью сказать, что систе-

ма является гиперболической. Так как полученные оценки являются оценками по сечению
времени, мы можем оценить его дробные производные при t “ τ1 ą 0 и получим, что

pBα0tqk upt,xq
ˇ̌
ˇ
t“τ1

“ f
r1s
k pxq,

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2025. № 2 83



Е. Д. Федотов

| pf r1s
k pyq| „

`
1 ` |y|2

˘p1`k´mq{2 | pfpyq|.
Решим соответствующую задачу Коши, начиная уже с этого момента. Сдвинув задачу на τ1
получим следующую задачу Коши:

P pBα0t,Dxq ur1spt,xq “
ÿ

k`|β|“m
Ak,β pBα0tqkDβ

xu
r1spt,xq “ 0, 0 ă α ă 1

pBα0tqk ur1spt,xq
ˇ̌
ˇ
t“0

“ f
r1s
k pyq, k “ 0, . . . ,m´ 1

(3)

Для получения оценок поступим следующим образом. В силу однородности нашего урав-
нения мы решим задачу Коши для каждого отдельного f

r1s
k pyq, т.е. полагая все начальные

данные равными нулю кроме одного некоторого k “ r. Получение оценок не будет отличаться
от того, как мы их получали до этого, с той лишь разницей что

Zrpt,yq “ 1

2π

ż

Γ

piλqm´1´r pP piλ,iyqqEαpiλtαqdλ.

Получим следующие оценки:

max
k`|β|ďm´1

ż

Rn

| pBα0tqkDβ
xu

r1spt,xq|2dx ď C

m´1ÿ

r“0

ż

Rn

`
1 ` |y|2

˘m´1´r | pf r1s
k pyq|2dy ď C

ż

Rn

| pfpyq|2dy.

Отсюда видно, что upt,xq с течением времени, в сечении по времени не становится «хуже» по
x.

В случае если iλk P C´
α для любых y P R`, получим задачу (3) где

| pf r1s
k pyq|2 „

´
C1 expp´2C2|y|1{ατ1q ` C3

`
1 ` |y|2

˘´1
¯ `

1 ` |y|2
˘1`k´m | pfpyq|2.

Отсюда

max
k`|β|ďm´1

ż

Rn

| pBα0tqkDβ
xu

r1spt,xq|2dx ď
m´1ÿ

r“0

ż

Rn

´
C1 expp´2C2|y|1{αtq`

`C3

`
1 ` |y|2

˘´1

p1 ` C4tαq2

¸
`
1 ` |y|2

˘1`r´m | pf r1s
r pyq|2dy ď

ż

Rn

´
C1 expp´2C2|y|1{αtq`

`C3

`
1 ` |y|2

˘´1

p1 ` C4tαq2

¸´
C1 expp´2C2|y|1{ατ1q ` C3

`
1 ` |y|2

˘´1
¯

| pfpyq|2dy.

При малых τ1, как видим, оценка особо не меняется. Получили, что задача (3) в данном
случае будет похожа на параболическую. Отметим, что при α Ñ 1 степенная часть исчезнет,
и останется только экспоненциальная часть.

Случай iλk P C{Lα не поддается анализу с помощью изложенного метода. Ведь если про-
должим, получим что

max
k`|β|ďm´1

ż

Rn

| pBα0tqkDβ
xu

r1spt,xq|2dx ď C1

p1 ` C2tαq2
ż

Rn

p1 ` |y|2q´2| pfpyq|2dy.

Теперь если мы еще несколько раз реализуем эту схему, получим что

max
k`|β|ďm´1

ż

Rn

| pBα0tqkDβ
xu

rqspt,xq|2dx ď C1

p1 ` C2tαq2
ż

Rn

p1 ` |y|2q´q´1| pfpyq|2dy.
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Отсюда получим что решение за любое ненулевое время становится сколь угодно малым.
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