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Аннотация. В работе рассматривается простейшая одномерная гистерезисная мо-
дель Bouc-Wen с оператором дифференцирования дробного порядка Римана-Лиувилля.
Получены локальные решения задачи в терминах функций Миттаг-Леффлера.
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ON THE SOLVABILITY OF THE BOUC-WEN HYSTERESIS
MODEL WITH A FRACTIONAL DIFFERENTIATION

OPERATOR
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Abstract. The paper considers the simplest one-dimensional Bouc-Wen hysteresis model
with the Riemann-Liouville fractional order differentiation operator. Local solutions of the
problem are obtained in terms of Mittag-Leffler functions.
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ВВЕДЕНИЕ

Гистерезис встречается в самых разных процессах, в которых динамические соотноше-
ния между входными и выходными данными переменных включают в себя эффекты памяти.
Примеры можно найти в биологии, оптике, электронике, сегнетоэлектричестве, магнетизме,
механике, структурах и других областях. Для описания поведения гистерезисных процессов
было предложено несколько математических моделей [1]: модель Дюгема [2] использует свой-
ство, согласно которому выходной сигнал гистерезисной системы меняет свой характер при
изменении направления входного сигнала; оператор гистерезиса Ишлинского был предложен
в качестве модели пластичности-эластичности [3], а модель Прейсаха использовалась для мо-
делирования электромагнитного гистерезиса [4]. Обзор математических моделей гистерезиса
можно найти в [5], [6], [7].

Существенное продвижение в исследовании гистерезисных моделей имеется в работах про-
фессора М.Е. Семенова и его учеников [8], [9], которому автор выражает глубокую благодар-
ность.

Методы оптимального управления применялись Л. В. Стенюхиным в решении различных
задач [10], [11], [12].
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В настоящей работе рассматривается простейшая одномерная гистерезисная модель Bouc-
Wen с оператором дифференцирования дробного порядка Римана-Лиувилля. Получены ло-
кальные решения задачи в терминах функций Миттаг-Леффлера.

1. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ ГИСТЕРЕЗИСА
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ЧАСТНЫХ СЛУЧАЕВ

Физическая система с гистерезисом модели Bouc-Wen описывается гомотопическим отоб-
ражением

ΦBW pu, z, tq “ αkuptq ` p1 ´ αqDkzptq, p1.1q
где 0 ď α ď 1, k ą 0, D ą 0 и uptq, zptq — кусочно-дифференцируемые функции, связанные
уравнением

9zptq “ 9uptq
`
α ´

“
βsignpzptq 9uptqq ` γ

‰
|zptq|n

˘
, p1.2q

α, β ą 0, γ, n — числа, n P N, 9z, 9u — производная по времени, t P r´a; as, a ą 0.
Положим, что эволюция модели определяется гармоникой

uptq “ A sinωt, 9uptq “ Aω cosωt,

βi “ βsignpzptq 9uptqq ` γ “
„
β1 “ ´β ` γ,

β2 “ β ` γ,
i “ 1; 2. p1.3q

Тогда уравнение гистерезиса p1.2q примет вид

9zptq “ Aω cosωt
`
α ´ βi|zptq|n

˘
, p1.4q

βi “ βsign
`
Aωzptq cosωt

˘
` γ, i “ 1; 2.

Представим отрезок определения функций zptq, uptq в виде
объединения отрезков, на которых знаки выражения p1.3q однозначно и будем полагать диф-

ференцируемость функций zptq, uptq на отрезках разбиения, r´a; as “
nŤ
k“1

rtk´1; tks, t0 “ ´a,
tn “ a, zk “ zptkq.

На отрезках разбиения уравнение p1.4q можно записать в виде

A sinωt “
zż

zk

dz

α´ βi|zptq|n , p1.5q

βi определены в p1.3q.
Проинтегрируем уравнение p1.5q для n “ 1. Так как

zż

zk

dz

α ´ βi|zptq| “ ´ 1

βi
signz ¨ ln

ˇ̌
ˇ̌α´ βi|zptq|

ˇ̌
ˇ̌ ` rCpzkq, p1.5q

то уравнение p1.5q запишется в виде

ln

ˇ̌
ˇ̌α ´ βi|zptq|

ˇ̌
ˇ̌
signz

“ ´Aβi sinωt` βi rCpzkq

или ˆ
α ´ βi|zptq|

˙signz
“ eβi

rCpzkq ¨ e´Aβi sinωt.
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Если signz “ 1, α ´ βi|zptq| “ Cipzkqe´Aβi sinωt, то

|zptq| “ α

βi
´ 1

βi
Cipzkqe´Aβi sinωt. p1.6q

Если signz “ ´1, α ´ βi|zptq| “ C´1
i pzkqeAβi sinωt, то

|zptq| “ α

βi
´ 1

βi
C´1
i pzkqeAβi sinωt. p1.7q

Объединяя случаи p1.6q и p1.7q, получим

|zptq| “ α

βi
´ 1

βi
C˘1
i pzkqe¯Aβi sinωt, p1.8q

Cipzkq “ eβi
rCpzkq, i “ 1; 2 — интегральные константы.

Проинтегрируем уравнение p1.5q для n “ 2. Так как

zż

zk

dz

α ´ βiz2
“

$
’’’&
’’’%

1

2
?
αβi

ln

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

?
βiz ` ?

α?
βiz ´ ?

α

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ` rCpzkq, βi ą 0,

1?
´αβi

arctan

?
´βiz?
α

` rCpzkq, βi ă 0,

то имеем
1 случай, βi ą 0.

ln

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

?
βiz ` ?

α?
βiz ´ ?

α

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ 2

a
αβipA sinωt´ rCpzkqq,

откуда ?
βiz ` ?

α?
βiz ´ ?

α
“ Cipzkq ¨ e2

?
αβiA sinωt, p1.9q

где Cipzkq “ e´2
?
αβi rCpzkq, i “ 1; 2 — интегральные константы.

2 случай, βi ă 0.

arctan

?
´βiz?
α

“
a

´αβiA sinωt´
a

´αβi rCpzkq. p1.10q

Обозначим Cipzkq “
?

´αβi rCpzkq. Обращая равенство p1.10q при условии

´π ă 2
a

´αβiA sinωt´ 2Cipzkq ă π, p1.11q

получим

z “
c

´ α

βi
tan

´a
´αβiA sinωt´Cipzkq

¯
. p1.12q

2. МОДЕЛЬ ТИПА BOUC-WEN ПРОИЗВОДНОЙ
ДРОБНОГО ПОРЯДКА

Рассмотрим физическую систему гистерезисного типа Bouc-Wen p1.1q ´ p1.4q с дифферен-
циальным оператором дробного порядка α при n “ 1 с начальным условием, получим задачу
Коши $

’&
’%

dα

dtα
zptq “ ´Aβiω cosωt|zptq| `Aαω cosωt,

dα´1

dtα´1
zptq

ˇ̌
ˇ̌
t“`0

“ b1.
p2.1q
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Здесь и ниже

dα

dtα
zptq “ pDα

0`zqptq “ 1

Γp1 ´ αq ¨ d
dt

tż

0

fpτq dτ
pt´ τqα

правая производная Римана-Лиувилля.
Вначале рассмотрим соответствующую однородную задачу

$
’&
’%

dα

dtα
zptq “ ´Aβiω cosωt|zptq|,

dα´1

dtα´1
zptq

ˇ̌
ˇ̌
t“`0

“ b1.
p2.2q

Для разрешимости задачи p2{2q воспользуемся фактами из теории дифференциалиных
уравнений [КСМ]. Рассмотрим задачу Коши для дробного порядка с начальным условием

$
’&
’%

dα

dtα
zptq “ fpt,zq, 0 ă α ď 1,

dα´1

dtα´1
zptq

ˇ̌
ˇ̌
t“`0

“ b,
p2.3q

где fpt,zq, α, b — заданные функции и постоянные величины,
´r´αs “ 1. Обозначим через R1 следующее множество точек pt,zq P D Ă R2 :

R1 “
"

pt,zq P D : 0 ă t ď h,

ˇ̌
ˇ̌t1´αzptq ´ b

Γpαq

ˇ̌
ˇ̌ ď a

*
, p2.4q

a ą hb

Γpα ` 1q ,

Γpαq — гамма функция.
Теорема 1. Пусть fpt,zq — непрерывная в D функция, удовлетворяющая по z условию
Липшица

|fpt,z1q ´ fpt,z2q| ď A|z1 ´ z2|
и ограничению sup

pt,zqPD
|fpt,zq| “ b0 ă 8. Тогда решение задачи Коши p2.3q существует и

единственно в R1 и представимо в виде

zptq “ b
tα´1

Γpαq `
tż

0

pt´ τqα´1

Γpαq fpτ,zq dτ.

В частности, решение задачи
dα

dtα
zptq “ λzptq

является

zptq “ b

8ÿ

j“1

λj´1 tαj´1

Γpαjq “ btα´1Eα,αpλtαq,

а решением задачи
dα

dtα
zptq “ λzptq ` hptq

является

zptq “ b ¨ tα´1Eα,αpλtαq `
tż

0

pt ´ τqα´1Eα,αpλpt ´ τqαqhpτq dτ,
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где Eα,αp¨q — функция Миттаг-Леффлера, Eα,βpzq “
8ř
k“0

zk

Γpαk`βq ,

α,β ą 0.

Функция fpt,zq “ ´Aβiω cosωt|zptq| очевидно удовлетворяет условию Липшица и её супре-
мум конечен на области D, поэтому в силу теоремы 1, задача p2.2q и задача p2.1q разрешимы
и имеют единственные решения.

Для нахождения решения задачи p2.2q, сначала построим итерации решения. Пусть

z0ptq “ b1 ¨ t
α´1

Γpαq .

Рассмотрим итерации

zmptq “ b1 ¨ t
α´1

Γpαq ` ´Aβiω
Γpαq

tż

0

pt´ τqα´1 ¨ cosωτ ¨ |zm´1pτq| dτ.

Потребуем принадлежность точек pt,zmptqq P R1 при 0 ă t ď h. Из условия sup
pt,zqPD

|fpt,zq| “ b0

следуют оценки

ˇ̌
ˇ̌x1´αzmptq ´ b1

Γpαq

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌x

1´α

Γpαq ¨ p´Aβiωq ¨
tż

0

pt ´ τqα´1 ¨ cosωτ ¨ |zm´1pτq| dτ
ˇ̌
ˇ̌ ď

ď Aβiωb0x

Γpα` 1q ď Aβiωb0h

Γpα ` 1q ă a,

получим принадлежность точек pt,zmptqq P R1 при 0 ă t ď h. Оценим разность z2ptq ´ z1ptq.
Из предыдущей оценки и условия Липшица

|z2ptq ´ z1ptq| “ Aβiω

Γpαq

ˇ̌
ˇ̌
tż

0

pt´ τqα´1pfpτ,z1pτqq ´ fpτ,z0pτqqq dτ
ˇ̌
ˇ̌ ď

ď AβiωL

Γpαq

tż

0

pt ´ τqα´1 ¨ cosωτ ¨ |z1pτq ´ z0pτq| dτ ď

ď AβiωL

Γpαq

tż

0

pt ´ τqα´1 ¨ Aβiωb0h
Γpα ` 1q dτ ď A2β2i ω

2h2αL

Γp2α ` 1q .

По индукции получим

|zmptq ´ zm´1ptq| ď Amβmi ω
mhmαLm´1

Γpmα ` 1q .

Последовательность tznptqu равномерно сходится к zptq.
Оценим погрешности итераций. Для этого в итерациях zmptq справа в окрестности нуля

имеет место разложени

cosωt “
8ÿ

k“0

p´1qkpωtq2k
p2kq! ,

которое используем в итерациях. Получим

zmptq “ b1 ¨ t
α´1

Γpαq`
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`´Aβiω
Γpαq

tż

0

ˆ
1 `

nÿ

k“1

p´1qkpωτq2k
p2kq!

˙
pt´ τqα´1 ¨ |zm´1pτq| dτ.

Рассмотрим

rzmptq “ b1 ¨ t
α´1

Γpαq ` ´Aβiω
Γpαq

tż

0

pt ´ τqα´1 ¨ |zm´1pτq| dτ,

итерации, определяемые первым слагаемым разложения cosωt.

Для 0 ă τ ď t ď h справедливы оценки

|zmptq ´ rzmptq| “

“
ˇ̌
ˇ̌Aβiω
Γpαq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
tż

0

nÿ

k“1

p´1qkpωτq2k
p2kq! pt ´ τqα´1 ¨ |zm´1pτq| dτ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ď
ˇ̌
ˇ̌Aβiω
Γpαq

ˇ̌
ˇ̌
nÿ

k“1

ω2k

p2kq!

tż

0

τ2kpt´ τqα´1 ¨ |zm´1pτq| dτ ď

ď
ˇ̌
ˇ̌
Aβiω max

tPr0;hs
|zm´1ptq|

Γpαq

ˇ̌
ˇ̌
nÿ

k“1

ω2k

p2kq!

tż

0

τ2kpt´ τqα´1 dτ ď

ď
ˇ̌
ˇ̌AβiωMm´1

αΓpαq

ˇ̌
ˇ̌ ¨

nÿ

k“1

ω2kh2k`α

p2kq!

так как
tş
0

τ2kpt ´ τqα´1 dτ ď h2k`α

α
и Mm´1 “ max

tPr0;ts
|zm´1ptq|.

3. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ МЕТОДОМ МАЛОГО ПАРАМЕТРА

Рассмотрим итерации решения

zmptq “ b1 ¨ t
α´1

Γpαq ` ´Aβiω
Γpαq

tż

0

pt´ τqα´1 ¨ cosωτ ¨ |zm´1pτq| dτ.

и воспользуемся разложением в окрестности τ “ 0

cosωt “
8ÿ

k“0

p´1qkpωtq2k
p2kq! .

Тогда

zmptq “ b1 ¨ t
α´1

Γpαq`

`´Aβiω
Γpαq

tż

0

ˆ
1 `

nÿ

k“1

p´1qkpωτq2k
p2kq!

˙
pt´ τqα´1 ¨ |zm´1pτq| dτ,

и рассмотрим главную часть разложения, определяемую первым слагаемым суммы

zmptq “ b1 ¨ t
α´1

Γpαq ` ´Aβiω
Γpαq

tż

0

pt ´ τqα´1 ¨ |zm´1pτq| dτ,
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откуда получим

zmptq “ b1 ¨
m`1ÿ

j“1

p´Aβiωqj´1 ¨ t
αj´1

Γpαjq .

В пределе m Ñ 8 имеем следующее представление искомого решения

zptq “ b1 ¨
8ÿ

j“1

p´Aβiωqj´1 ¨ t
αj´1

Γpαjq “ b1 ¨ tα´1 ¨Eα,αp´Aβiωtαq,

Eα,βpxq — функция Миттаг-Леффлера.
Решение задачи p2.1q получается методом последовательных приближений, аналогично

решению предыдущей задачи и имеет вид

zptq “ b1 ¨ tα´1 ¨ Eα,αp´Aβiωtαq`

`Aαω
tż

0

pt´ τqα´1Eα,αrp´Aβiωqpt´ τqαs cosωτ dτ.
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