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Аннотация. В сепарабельном гильбертовом пространстве рассматривается абстракт-
ная нелинейная параболическая задача с периодическим по времени условием на решение,
которая решается приближенно полудискретным методом Галёркина. В работе в условиях
слабой разрешимости задачи получены энергетические оценки погрешности приближен-
ных решений, которые при достаточной гладкости решения обеспечивают первый порядок
сходимости погрешностей к нулю.
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ERRORS’ ESTIMATES OF THE GALYORKIN METHOD OF
SOLUTION OF NONLINEAR PARABOLIC EQUATION WITH

A PERIODIC CONDITION ON THE SOLUTION
A. S. Bondarev

Abstract. An abstract parabolic nonlinear equation with a periodic condition on the
solution is treated in a separable Hilbert space. This equation is solved approximately by
the the Galerkin method. Energy estimates of approximate solutions’ errors are obtained in
this article in case of weak solvability of the equation. Sufficient smoothness of exact solution
provides the first order of errors’ vanishing.
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Пусть дана тройка вещественных сепарабельных гильбертовых пространств V Ă H Ă
V 1, где пространство V 1 – двойственное к V , а пространство H отождествляется со своим
двойственным H 1. Оба вложения являются плотными и непрерывными.

Пусть для почти всех t P r0,T s, где T ă 8, определены операторы Aptq : V Ñ V 1 такие,
что на u,v P V выполнено:

pAptqu ´Aptqv,u ´ vq ě m}u´ v}2V ; p1q

}Aptqu ´Aptqv}V 1 ď M}u´ v}V , p2q
где константы m ą 0, M ě 0. Условие (1) означает, что операторы Aptq сильно монотонные,
а (2) – липшиц-непрерывные.
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Введем обозначения X “ L2p0,T ;V q, X 1 “ L2p0,T ;V 1q. Пусть для функций uptq P X функ-
ция Aptquptq P X 1. Получим оператор A : X Ñ X 1, действующий по правилу pAuqptq “
Aptquptq, где u P X. Из определения оператора A и (1)-(2) следует, что оператор A : X Ñ X 1

сильно монотонный и липшиц-непрерывный. Коэрцитивность оператора A : X Ñ X 1 показа-
на в работе [1].

В пространстве X 1 рассмотрим задачу:

u1 `Au “ f, up0q “ upT q. p3q

В (3) производная определяется в обобщенном смысле, функция f P X 1, а равенство (3)
понимается в смысле пространства X 1, то есть для всех v P X

ż T

0

´
u1ptq `Aptquptq,vptq

¯
dt “

ż T

0

´
fptq, vptq

¯
dt, p4q

где под выражением pz,vq понимается значение функционала z P V 1 на элементе v P V . Если
при этом z P H, то выражение pz,vq совпадает со скалярным произведением в H [2].

Из (4) следует, что для решения uptq задачи (3) почти всюду на r0,T s выполняется равен-
ство в смысле пространства V 1:

u1ptq `Aptquptq “ fptq. p5q

В работе [1] получены результаты о сходимости метода Галёркина для задачи Коши для
нелинейного параболического уравнения.

Теорема 1. [3, c. 254] В сделанных выше предположениях задача (3) имеет единственное
решение uptq такое, что u P X и u1 P X 1.

Лемма 1. Для решения uptq задачи (3) справедлива оценка

max
0ďtďT

}uptq}2H `
ż T

0

´
}uptq}2V ` }u1ptq}2V 1

¯
dt ď

ď C
!ż T

0

}AptqΘ}2V 1 dt`
ż T

0

}fptq}2V 1 dt
)
. p6q

Доказательство. Из (5) для решения uptq получим

d

dt
}uptq}2H ` 2

´
Aptquptq,uptq

¯
“ 2

´
fptq,uptq

¯
.

Учитывая (1), оценим последнее равенство:

d

dt
}uptq}2H ` 2m}uptq}2V ´ 2}ApsqΘ}V 1}uptq}V ď 2}fptq}V 1}uptq}V .

Проинтегрировав данное неравенство по t от 0 до T , для произвольного ε ą 0 получим

2m

ż T

0

}uptq}2V dt ď 2ε

ż T

0

}uptq}2V dt ` 1

ε

ż T

0

}AptqΘ}2V 1 dt` 1

ε

ż T

0

}fptq}2V 1 dt.

Полагая здесь ε “ m{2, придем к неравенству

ż T

0

}uptq}2V dt ď 2

m2

ż T

0

´
}AptqΘ}2V 1 ` }fptq}2V 1

¯
dt.

Таким образом, установлена оценка второго слагаемого в левой части (6).
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Из равенства (5) теперь получим

ż T

0

}u1ptq}2V 1 dt ď 2

ż T

0

}Aptquptq}2V 1 dt` 2

ż T

0

}fptq}2V 1 dt.

Из (2) следует неравенство

}Aptquptq}V 1 ď M}uptq}2V ` }AptqΘ}V 1 ,

откуда получим оценку третьего слагаемого в левой части (6).
Заметим [3], что из условия u P X и u1 P X 1 для функции uptq следует u P Cpr0,T s,Hq и

справедлива оценка

max
0ďtďT

}uptq}2H ď K

ż T

0

´
}uptq}2V ` }u1ptq}2V 1

¯
dt. p7q

Теперь из оценки (7) оценка (6) следует окончательно. l

ОПИСАНИЕ ПРИБЛИЖЕННОЙ ЗАДАЧИ

Решим задачу (3) приближенно методом Галёркина. Установим оценки погрешности и
скорость сходимости приближённых решений к точному.

Пусть Vh, где h ą 0, – конечномерное подпространство пространства V . Определим про-
странство V 1

h, задав на элементах uh P Vh двойственную норму }uh}Vh1 “ sup |puh,vhq|, где
точная верхняя граница берется по всем vh P Vh и }vh}V “ 1. Очевидно, что }uh}V 1

h
ď }uh}V 1 .

Обозначим через Ph ортогональный проектор в пространстве H на Vh. В [4] замечено, что опе-
ратор Ph допускает расширение по непрерывности до оператора Ph : V 1 Ñ V 1

h и справедлива
оценка

}Phu}V 1
h

ď }u}V 1 pu P V 1q. p8q

Отметим также для u P V 1 и v P H важное соотношение [5]

pPhu,vq “ pu,Phvq. p9q

Задаче (3) поставим в соответствие приближенную в Vh задачу на r0,T s.

u1
hptq ` PhAptquhptq “ Phfptq, uhp0q “ uhpT q. p10q

Решением uhptq задачи (10) называется функция со значениями в Vh такая, что равенство
(10) выполняется в смысле пространства X 1

h “ L2p0,T ;V 1
hq.

Заметим, что в силу (9) уравнение (10) может быть записано в вариационной форме:

pu1
hptq,vhq ` pAptquhptq,vhq “ pfptq,vhq. p11q

Таким образом, задача (10) сводится к задаче Коши для конечной системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Существование решения следует теперь из известной
теоремы Каратеодори [6].

Покажем, как разрешимость задачи (10) на r0,T s и соответствующая гладкость решения
следуют из теоремы 1.

В (10) функция f P L2p0,T ;V 1q, поэтому Phf P L2p0,T ;V 1
hq. Оператор PhAptq : Vh Ñ V 1

h. В
[1] показано, что для этого оператора выполняются условия, аналогичные (1) и (2).

Таким образом, задача (10) в силу теоремы 1 имеет единственное решение uhptq такое, что
uh P Cpr0,T s,Hhq XL2p0,T ;Vhq и u1

h P L2p0,T ;V 1
hq. Здесь через Hh и Vh обозначены множества
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Vh с нормами пространств H и V соответственно. Учитывая, что линейное пространство
Vh конечномерно и в нем любые нормы эквивалентны, можно считать, что решение uh P
Cpr0,T s,Vhq и u1

h P L2p0,T ;Vhq.

ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ И СХОДИМОСТЬ ПРИБЛИЖЁННЫХ
РЕШЕНИЙ

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Пусть uptq – решение задачи (3), а
uhptq – решение задачи (10). Тогда справедлива оценка

ż T

0

´
}uptq ´ uhptq}2V ` }Phu1ptq ´ u1

hptq}2V 1
h

¯
dt ď C

ż T

0

}pI ´ Phquptq}2V dt. p12q

Доказательство. К равенству (5) применим оператор Ph и вычтем из полученного равен-
ства соотношение (10). Далее придем к равенству

rPhuptq ´ uhptqs1 ` PhAptqPhuptq ´ PhAptquhptq “ PhAptqPhuptq ´ PhAptquptq. p13q

Умножим (13) на 2rPhuptq ´ uhptqs скалярно в H с учетом (9).

d

dt
}Phuptq ´ uhptq}2H ` 2

´
AptqPhuptq ´Aptquhptq,Phuptq ´ uhptq

¯
“

“ 2
´
AptqPhuptq ´Aptquptq,Phuptq ´ uhptq

¯
.

Воспользовавшись оценками (1), (2) и неравенством Юнга, из последнего соотношения полу-
чим

d

dt
}Phuptq ´ uhptq}2H `m}Phuptq ´ uhptq}2V ď M2

m
}pI ´ Phquptq}2V .

Последнее неравенство проинтегрируем по t от 0 до T , тогда
ż T

0

}Phuptq ´ uhptq}2V dt ď M2

m2

ż T

0

}pI ´ Phquptq}2V dt,

откуда следует оценка для первого слагаемого в левой части (12).
Из равенства (13), а также из оценок (8) и (2) получим оценку

}Phu1ptq ´ u1
hptq}2V 1

h
ď 2M2

`
}pI ´ Phquptq}2V ` }Phuptq ´ uhptq}2V

˘
,

которая позволяет получить оценку (12) в полном объеме. l

Приведем условия, позволяющие из оценки (12) делать выводы о сходимости соответству-
ющих норм погрешности к нулю . Пусть задана последовательность tVhu конечномерных
подпространств, предельно плотная в V , то есть }pI ´ Qhqv}V Ñ 0 при h Ñ 0 для любого
v P V , где Qh – ортопроектор в пространстве V на Vh. Заметим [7], что такая последователь-
ность tVhu предельно плотна и в пространстве H, и в пространстве V 1.

Следствие. Пусть tVhu – предельно плотная в пространстве V последовательность
конечномерных подпространств такая, что }Ph}V ÑV равномерно по h ограничены. Тогда
при h Ñ 0

max
0ďtďT

}uptq ´ uhptq}2H `
ż T

0

}uptq ´ uhptq}2V dt`
ż T

0

}u1ptq ´ u1
hptq}2V 1 dt Ñ 0. p14q

Доказательство. Для любого v P V

}pI ´ Phqv}V ď }pI ´ Phqpv ´Qhvq}V ď p1 ` }Ph}VÑV q}pI ´Qhqv}V Ñ 0 p15q

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2025. № 2 33



А. С. Бондарев

при h Ñ 0. Отсюда и из (12) следует стремление к нулю второго слагаемого в (14).
Далее для произвольного vh P Vh получим оценку

}uh}V 1 “ sup |puh,vq| “ sup |puh,Phvq| ď }uh}V 1
h
sup }Phv}V “ }uh}V 1

h
}Ph}V ÑV ,

где все точные верхние границы берутся по v P V с }v}V “ 1.
Рассмотрим третье слагаемое в левой части (14). Учитывая последнюю оценку, получим:

ż T

0

}u1ptq ´ u1
hptq}2V 1 dt ď 2

ż T

0

}pI ´ Phqu1ptq}2V 1 dt` 2

ż T

0

}Phu1ptq ´ u1
hptq}2V 1 dt ď

2

ż T

0

}pI ´ Phqu1ptq}2V 1 dt` 2}Ph}2VÑV

ż T

0

}Phu1ptq ´ u1
hptq}2V 1

h
dt. p16q

В [1] показано, что }Ph}V 1ÑV 1 ď }Ph}V ÑV . Поэтому для всех v P V 1 при h Ñ 0

}pI ´ Phqv}V 1 “ }pI ´ Phqpv ´ Shvq}V 1 ď p1 ` }Ph}VÑV q}pI ´ Shqv}V 1 Ñ 0,

где Sh – ортопроектор в пространстве V 1 на Vh. Из последнего соотношения, (16) и (12)
следует сходимость к нулю третьего слагаемого в (14).

Сходимость к нулю первого слагаемого теперь следует из оценки (7), которая приводит к
оценке

max
0ďtďT

}uptq ´ uhptq}2H ď K

ż T

0

´
}uptq ´ uhptq}2V ` }u1ptq ´ u1

hptq}2V 1

¯
dt.l

Укажем класс подпространств Vh, для которых }Ph}V ÑV равномерно по h ограничены.
Пусть:

}pI ´Qhqv}H ď r1h}v}V pv P V q, p17q
}vh}V ď r2h

´1}vh}H pvh P Vhq, p18q
где r1 и r2 не зависят от v, vh и h. Из (17) и (18) следует [8] оценка }Ph}VÑV ď r1r2 ` 1.

Далее нам понадобится также свойство

}pI ´ Phqu}V 1 ď r1h}pI ´ Phqu}H pu P Hq, p19q

которое следует [9] из (17).
Из оценки (12) можно получить и порядок скорости сходимости. Для этого предположим

существование гильбертова пространства E такого, что E Ă V и пространство V совпадает с
интерполяционным пространством rE,Hs1{2 (см. [12]). Например, если параболическое урав-
нение в области Ω определено дифференциальным оператором второго порядка и краевым

условием Дирихле, то считаем H “ L2pΩq, V “
˝
W 1

2 pΩq, E “ W 2
2 pΩqX

˝
W 1

2 pΩq. Если же на
границе области Ω задается условие Неймана, то H “ L2pΩq, V “ W 1

2 pΩq, и E “ W 2
2 pΩq.

Относительно подпространств Vh далее вместо (17) предположим, что

}pI ´Qhqv}V ď r3h}v}E pv P Eq. p20q

Из (20) для v P V получается [11] оценка (аналог леммы Обена-Нитше)

}pI ´Qhqv}H ď rh}pI ´Qhqv}V . p21q

Очевидно, что из (21) следует (17).
Предположения (17), (18), (21) являются типичными для подпространств типа конечных

элементов [12]. Например, для параболического уравнения второго порядка, одномерного
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по пространственным переменным, в качестве Vh можно взять подпространство кусочно-
линейных функций. При этом (18) в приложениях в методе конечных элементов означает
[13] равномерное разбиение области пространственных переменных.

Пусть решение задачи (3) u P L2p0,T ;Eq. Тогда из (12), (15), (20) и (18) получим

ż T

0

}uptq ´ uhptq}2V dt ď Ch2
ż T

0

}uptq}2E dt.

Если же решение u P L2p0,T ;Eq и u1 P L2p0,T ;Hq, то из (12), (15), (20), (18) и (19) следует
оценка

max
0ďtďT

}uptq ´ uhptq}2H `
ż T

0

}u1ptq ´ u1
hptq}2V 1 dt ď Ch2

ż T

0

´
}uptq}2E ` }u1ptq}2H

¯
dt.
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