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Аннотация. В работе рассматривается дифференциальный оператор на положитель-
ной полуоси, определенный с помощью периодического эволюционного семейства. Для
него строится эквивалентный разностный оператор и исследуются свойства исходного и
разностного оператора с точки зрения состояний обратимости.
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Abstract. The paper considers a differential operator on the positive semi-axis. Using
a periodic evolution family, we define this operator. An equivalent difference operator is
constructed for it. The properties of the differential and difference operators are studied from
the point of view of invertibility states.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть X — комплексное банахово пространство, EndX — банахова алгебра ограниченных
линейных операторов в X со стандартной нормой }X} “ sup

}x}ď1

}Xx}, x P X , X P EndX .

Определим линейный дифференциальный оператор, используя подход из [1] – [11] с помо-
щью семейства эволюционных операторов.

Определение 1. [4, Определение 1] Отображение U : ∆ Ñ EndX , где ∆ “ tpt, sq P R2
` :

0 ď s ď tu называется сильно непрерывным экспоненциально ограниченным семейством
эволюционных операторов (пролонгатором), если выполнены условия:

1) Upt, tq “ I;
2) Upt, sqUps, τq “ Upt, τq, t, s, τ P R`, 0 ď τ ď s ď t;
3) семейство U сильно непрерывно;
4) существуют постоянные M ě 1 и α P R такие, что }Upt, sq} ď Meαpt´sq, pt, sq P ∆.
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Символом F “ FpR`,X q обозначено одно из однородных пространств функций (см. § 2).
Например, в качестве F могут выступать пространства LppR`,X q, p P r1,8s, суммируемых
со степенью p (существенно ограниченных при p “ 8) измеримых по Бохнеру на R` (классов
эквивалентности) функций со значениями в X .

Рассмотрим абстрактную задачу Коши

dx

dt
“ Aptqx, t P R`, (1)

xpsq “ x0 P DpApsqq, pt, sq P ∆, (2)

где Aptq : DpAptqq Ă X Ñ X , t ě 0, — семейство замкнутых линейных операторов, действую-
щих в X . Будем говорить, что семейство эволюционных операторов U : ∆ Ñ EndX решает
абстрактную задачу Коши (1) и (2), если для любого s P R` существует плотное в X про-
странство Xs P DpApsqq такое, что для всякого x0 P Xs функция xptq “ Upt, sqx0, t P R`,
дифференцируема при t ě s, xptq P DpAptqq, для всех t P R` и верны равенства (1) и (2). В
этом случае семейство U называется соответствующим задаче (1) и (2). Как правило, эволю-
ционные семейства возникают в связи с представлением решений абстрактной задачи Коши
(1) и (2).

Пусть U : ∆ Ñ EndX . Поставим этому семейству в соответствие дифференциальный
оператор L : DpLq Ă F Ñ F следующим образом. Область определения DpLq оператора L

состоит из таких функций x P F , что при t ě 0 они представимы в виде

xptq “ ´
tż

0

Upt, sqfpsq ds, xp0q “ 0, (3)

для некоторой f P F . Полагается Lx “ f .
Из равенства

xptq “ Upt, τqxpτq ´
tż

τ

Upt, sqfpsq ds, pt, sq P ∆, (4)

следует корректность определения оператора L, т. е. единственность функции f P F в (3).

Определение 2 ([5], [8]). Семейство эволюционных операторов U : ∆ Ñ EndX называется
периодическим периода ω ą 0, если Upt ` ω, s ` ωq “ Upt, sq, pt, sq P ∆. Оператор L в этом
случае называется оператором с периодическим операторным коэффициентом.

В работе изучается оператор L в случае периодического семейства U на полуоси. Отме-
тим, что дифференциальные операторы с неограниченным операторным коэффициентом на
прямой изучались в работах [1] – [5], на полуоси — в работах [2], [9], [11] с периодическим опе-
раторным коэффициентом на оси — в [5], [10]. И там же ставилась задача изучения таких опе-
раторов на полуоси. Методом изучения в работах [1] – [8], как и в настоящей работе, является
метод эквивалентных операторов, окончательно оформившийся в [4]. Метод эквивалентных
операторов позволяет сводить изучение состояний обратимости (см. Определение 3) исследу-
емого дифференциального оператора к состояниям обратимости некоторого ограниченного
разностного оператора D в ассоциированном с F пространством последовательностей.

Приводятся результаты о совпадении состояний обратимости этих операторов, условия
обратимости разностного оператора D в терминах спектрального радиуса оператора моно-
дромии Up1, 0q (период ω предполагается равным единице), оценки нормы оператора D, его
спектральных характеристик, а также формула для левого обратного.

Заметим, что использование разностных операторов в исследовании дифференциальных
используется довольно часто, см., например, [12], [13], [14].
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1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Наряду с введенным пространством Lp “ LppR`,X q будем использовать также и дру-
гие, вводимые ниже, функциональные пространства. Через Cb “ CbpR`,X q, Cb Ă L8, обо-
значается пространство (банахово) непрерывных и ограниченных на R` функций с нормой
}x} “ sup

tPR`

}xptq}. Через C0 “ C0pR`,X q, где C0 Ă Cb обозначено замкнутое подпространство

функций, исчезающих на бесконечности, т. е. lim
tÑ8

}xptq} “ 0.

Все описанные выше пространства являются однородными пространствами функций (см.,
например, [2, Определение 2.1]).

Кроме функциональных пространств F “ FpR`,X q рассматриваются ассоциированные с
ними пространства последовательностей (см. [2]) Fd “ FdpR`,X q. Для LppR`,X q, 1 ď p ă 8,
ассоциированным является пространство последовательностей lppZ`,X q, p P r1,8q, с нормой

}x}p “
´ ÿ

nPZ`

}xpnq}p
¯1{p

.

Для L8, Cb, ассоциированным является пространство ограниченных последовательно-
стей l8 “ l8pZ`,X q. Для пространства C0 ассоциированным является подпространство
c0pZ`,X q Ă l8pZ`,X q стремящихся к нулю на бесконечности последовательностей.

Также далее символом T будет обозначаться единичная окружность. Введем также изо-
метрическую группу сдвигов функций из F , т. е. pSptqxqpsq “ xps ` tq, s, t P R`, x P F .
Аналогично, если x P Fd, то pSpmqxqpnq “ xpn`mq.

2. МЕТОД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Введем понятие состояний обратимости абстрактного линейного замкнутого оператора
B : DpBq Ă X Ñ X , действующего в комплексном банаховом пространстве X .

Определение 3. ([2, Определение 1.1]) Рассмотрим условия:
1) ядро KerB “ tx P DpBq : Bx “ 0u оператора B нулевое;
2) 1 ď n “ dimKerB ă 8;
3) dimKerB “ 8;
4) KerB — дополняемое подпространство либо в X , либо в DpBq с нормой графика опе-

ратора B;
5) ImB “ ImB, что эквивалентно условию

γpBq “ inf
xPDpBqzKerB

}Bx}
dist px,KerBq ą 0,

где dist px,KerBq “ infx0PKerB }x´ x0};
6) KerB “ t0u, γpBq ą 0;
7) ImB — замкнутое дополняемое в X подпространство;
8) ImB — замкнутое дополняемое в X подпространство конечной коразмерности 1 ď

codim ImB “ m ă 8, где codim ImB “ dimX zImB;
9) ImB “ X ;
10) KerB “ t0u, ImB “ X .
Будем говорить, что оператор B находится в состоянии S, если для него выполнены все

условия из совокупности условий S “ tk1, . . . , klu, 1 ď kl ď 10.

Через StinvpBq обозначается множество состояний обратимости оператора B. Множество
состояний обратимости по ядру обозначим через StKerB, а по образу через StImB.
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Определение 4. Линейные операторы C : DpCq Ă X1 Ñ X1 и E : DpEq Ă X2 Ñ X2 называ-
ются эквивалентными, если

StinvpCq “ StinvpEq. (5)

Равенство (5) означает, что каждое из десяти свойств Определения 3 выполняется (или не
выполняется) одновременно для C и E .

Применительно к дифференциальным операторам, в частности к L, метод эквивалентных
операторов заключается в построении по этим операторам ограниченных разностных линей-
ных операторов, называемых сопровождающими операторами (см. [4]), в ассоциированном с
F пространством Fd и дальнейшему исследованию этих операторов.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Сначала покажем, что операторы с периодическим операторным коэффициентом из [15]
будут таковыми и в смысле определения 2.

Пусть A P CbpR`,EndX q и

Apt ` ωq “ Aptq, t P R`, ω ą 0. (6)

В [15] рассматривается дифференциальное уравнение

dx

dt
“ Aptqx. (7)

Операторная функция Коши U : R` Ñ EndX (см. [15]) для (7) удовлетворяет равенствам:
#
dU
dt

“ AptqUptq, t P R`,

Up0q “ I.

В [15] показано, что при выполнении (6) имеет место равенство Upt` ωq “ UptqUpωq. Посто-
янный оператор Upωq называется оператором монодромии.

Лемма 1. Если выполнено (6) и есть корректная разрешимость задачи Коши, то Upt `
ω, s` ωq “ Upt, sq.

Доказательство вытекает из представления эволюционного семейства Upt, sq, pt, sq P ∆, в
виде Upt, sq “ UptqU´1psq.

Так как для Upω, 0q имеет место формула Upω, 0q “ UpωqU´1p0q “ Upωq, то оператор
Upω, 0q также назовем оператором монодромии.

Приведем еще один (тривиальный) пример оператора, определяемого периодическим эво-
люционным семейством. Пусть Aptq “ A, t P R`, где оператор A : DpAq Ă X Ñ X является
генератором сильно непрерывной полугруппы T : R` Ñ EndX . Тогда соответствующее опе-
ратору L : DpLq Ă F Ñ F , L “ ´d{dt ` A, семейство эволюционных операторов имеет вид
Upt, sq “ T pt ´ sq, pt, sq P ∆. Поэтому семейство U является периодическим семейством с
любым периодом ω ą 0.

Отметим два очевидных свойства (см. [10, Леммы 1, 2]). В следующей лемме не предпо-
лагается периодичности семейства U .

Лемма 2. Для любого τ P R` оператор SpτqLSp´τq совпадает с оператором L rU , где

семейство эволюционных операторов rU : ∆ Ñ EndX определяется формулой rUpt, sq “
Upt ` τ, s ` τq, pt, sq P ∆. Для того, чтобы оператор L : DpLq Ă F Ñ F обладал свой-
ством LSpωqx “ SpωqLx, x P DpLq, необходимо и достаточно, чтобы семейство U было
периодическим.
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Вернемся к оператору L, определенному во введении. Введем в рассмотрение используе-
мые далее операторы. Пусть F “ tLp, C,C0u. Введем полугруппу Хоуленда tTU ptq, t P R`u
линейных операторов из банаховой алгебры EndF формулой

pTU ptqxqpsq “
#
Ups, s´ tqxps´ tq, s ě t,

0, 0 ď s ă t,
(8)

а также разностные операторы K, D P EndFd формулами

pKyqpnq “
#
Upn, n´ 1qypn ´ 1q, n ě 1,

0, n “ 0,

и D “ I ´K.
Далее везде предполагается, что семейство U является периодическим периода 1. Следо-

вательно,

pKyqpnq “
#
Up1, 0qypn ´ 1q, n ě 1,

0, n “ 0,

для y P Fd.
Применим к операторам L и D результаты из [8], [9]. Основным результатом является

следующая теорема о совпадении состояний обратимости операторов L и D.

Теорема 1. [9, Теоремы 2, 3] StinvpLq “ StinvpDq.

Заметим, что из формулы (3) вытекает (см. [9, Замечание 2]), что если в пункте 4 Опре-
деления 1 оператор L : DpLq Ă Lp Ñ Lp обратим, то

pL´1
0 fqptq “ ´

ż t

0

Upt, sqfpsq ds, f P Lp.

Теорема 2. [9, Теорема 1] Оператор L является производящим оператором полугруппы
операторов tT ptq, t ě 0u, задаваемой формулой (8), и эта полугруппа сильно непрерывна в
Lp, 1 ď p ă 8.

Из результатов работ [8], [9] вытекает

Теорема 3. Спектр оператора L : DpLq Ă Lp Ñ Lp не зависит от p P r1,8s. Спектр
оператора D P End lp не зависит от p P r1,8s.

Введем в рассмотрение еще два оператора. Пусть λ P C. Рассмотрим оператор Lλ “ L´λI :

DpLq Ă X Ñ X , который определяется семейством эволюционных операторов Upλqpt, sq “
eλps´tqUpt, sq, pt, sq P ∆ (см. [9]). Также отметим, что так как семейство Upt, sq периодическое,
то семейство Upλqpt, sq тоже будет периодическим с тем же периодом. Соответствующий этому
семейству разностный оператор Dλ имеет вид (напомним, что период ω считается равным 1):

pDλyqpnq “
#
ypnq ´ e´λUp1, 0qypn ´ 1q, n ě 1,

yp0q, n “ 0.

Лемма 3. StinvpLλq “ StinvpDλq.

Из [9, Теоремы 5, 6] вытекает
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Теорема 4. Спектры σpT p1qq, где

T p1q “
#
Up1, 0qxps ´ 1q, s ě 1,

0, 0 ď s ă 1,

и σpKq совпадают, не зависят от p P r1,8s и

σpT p1qqzt0u “ σpKqzt0u “ exppσpLqq “ teλ, λ P σpLqu.

Лемма 4. Пусть F “ tLp, p P r1,8s, Cu и tV pλq, λ P Ru — изометрическая группа из EndF ,
V pλqxpsq “ eiλsxpsq, s ě 0, x P F . Тогда имеют место равенства

V p´λqLV pλq “ L ´ iλI, V p´λqT ptqV pλq “ e´iλtT ptq, λ P R, t ě 0,

т. е. операторы L и L ´ iλI, а также T ptq и e´iλtT ptq подобны.

Теорема 5. [7, Следствие 5] Оператор L обратим тогда и только тогда, когда rpUp1, 0qq ă
1 и σpLq представим в виде

σpLq “ tλ P C : eλ ď rpUp1, 0qqu,

где rpUp1, 0qq — спектральный радиус оператора монодромии Up1, 0q.
Отметим также очевидное свойство

σpKq “ tλ P C : |λ| ď rpUp1, 0qqu.

Важно подчеркнуть, что если рассматривать оператор L, порожденный периодическим
семейством на оси, а не на полуоси, то условием обратимости соответствующего оператора
D (и L) будет условие σpUp1, 0qq X T “ ∅, вместо условий теоремы 5.

Приведем еще результаты из [8], касающиеся оценок норм оператора D´1.

Теорема 6. [8, Лемма 1] Если оператор D обратим в одном из пространств lp, p P r1,8q,
то он обратим во всех пространствах lq, q P r1,8q, и имеет место оценка

}D´1}q ď 2
`
2}D´1}p ´ 1

˘
}D´1}p.

Теорема 7. [8, Теорема 2] Пусть оператор L : DpLq Ă Lp Ñ Lp обратим в некотором
пространстве Lp, p P r1,8q, и M “ sup

0ďt´sď1
}Upt, sq}. Тогда оператор D обратим в соответ-

ствующем пространстве lp и имеет место оценка

}D´1} ď 9M2

2
}L}´1 ` 3M ` 1.

Если же условие теоремы 5 не выполняется, но выполнено другое, более слабое, условие,
то оператор обратим слева. Из результатов работы [7] можно получить следующую теорему.

Теорема 8. Пусть выполнено условие σpUp1, 0qq X T “ ∅. Тогда оператор D обратим слева
и для некоторого левого обратного pDq´1

l имеет место представление

pDq´1
l “

8ÿ

m“0

Gpn,mqypmq, y P F ,

где

Gpn,mq “
#

pUp1, 0qqn´mP, n ě m ě 0,

´Bm´nQ, m ą n ě 0,

и σint “ tz P σpUp1, 0qq : |z| ă 1u, P “ P pσint,Up1, 0qq, Q “ I ´ P , оператор B P EndX

совпадает на ImQ с обратным к сужению Up1, 0q на ImQ.
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Следствие 1. Оператор D равномерно инъективен и его образ ImD замкнут, т. е. t5, 6u Ă
StinvpDq и t5, 6u Ă StinvpLq.
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