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Аннотация. В многомерном единичном шаре рассматривается задача Дирихле для
нелинейного уравнения. Получены достаточные условия существования единственного
положительного радиально-симметричного решения и предложен численный метод его
нахождения. Приведен соответствующий пример, иллюстрирующий полученные резуль-
таты.
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ON THE EXISTENCE AND UNIQUENESS OF A POSITIVE
SOLUTION TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR ONE

NONLINEAR EQUATION
G. E. Abduragimov

Abstract. In a multidimensional unit ball, the Dirichlet problem for a nonlinear equation
is considered. Sufficient conditions for the existence of a unique positive radially symmetric
solution are obtained and a numerical method for finding it is proposed. An appropriate
example is given to illustrate the results obtained.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим в шаре S “ tx P Rn : |x| ă 1u краевую задачу

△u`
l1ź

k“1

˜
l2ÿ

i“1

l3ÿ

j“1

aijk|x|mikumjk

¸pk

“ 0, x P S, (1)

u|Γ “ 0, (2)

где Γ — граница S, ls P N (s “ 1,3), aijk ě 0 и
ř
i,j a

2
ijk ‰ 0 @k P t1, . . . l1u. Далее, пред-

полагается что все числа mij неотрицательны, причем хотя бы один показателей степени u

положителен и mik `mjk “ mk. Наконец, будем считать, что
řl1
k“1 pk “ 1 и

řl1
k“1mkpk “ ´1.

В настоящее время положительным решениям краевых задач для уравнения вида (1) по-
священо большое количество работ [1–5]. Вопросы существования радиально-симметричных
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решений задачи Неймана для широкого класса уравнений вида (1) были достаточно хоро-
шо изучены А. С. Терсеновым, среди его последних публикаций можно выделить [6, 7]. В
данном ракурсе задача Дирихле подробно рассматривалась Э. И. Абдурагимовым [8–10],
где основным инструментом исследования послужило преобразование Ц. На [11], с помощью
которого было доказано не только существование единственного положительного радиально-
симметричного решения, но и предложен эффективный численный алгоритм построения та-
кого решения. В настоящей статье предпринята попытка дополнить и в какой-то мере обоб-
щить полученные ранее результаты.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определение 1. Под положительным решением задачи (1)–(2) будем подразумевать
функцию u P C2pS̄q положительную в S и удовлетворяющую граничному условию (2).

Нас интересует существование положительных радиально-симметричных решений задачи
(1)–(2). Хорошо известно, что радиально-симметричное решение задачи (1)–(2) удовлетворяет
краевой задаче

u2 ` n´ 1

r
u1 `

l1ź

k“1

˜
l2ÿ

i“1

l3ÿ

j“1

aijkr
mikumjk

¸pk

“ 0, 0 ă r ă 1, (3)

u1p0q “ 0, (4)

up1q “ 0, (5)

где r “ |x|.
Для доказательства существования положительного радиально-симметричного решения

исходной краевой задачи воспользуемся группой линейных преобразований Ц. На [11]

#
r “ Aαrr,
u “ Aαru,

(6)

где α – произвольная постоянная, A – положительный параметр. Применив это преобразова-
ние к уравнению (3), получим

A´αru2 ` n´ 1

rr A´αru1 `Aαpm1p1`...`ml1
pl1q

l1ź

k“1

˜
l2ÿ

i“1

l3ÿ

j“1

aijkrrmikrumjk

¸pk

“ 0,

откуда следует

ru2 ` n´ 1

rr ru1 `
l1ź

k“1

˜
l2ÿ

i“1

l3ÿ

j“1

aijkrrmikrumjk

¸pk

“ 0.

Параметр преобразования A возьмем равным значению решения задачи (1)–(2) в началь-
ной точке отрезка r0,1s

up0q “ A.

В новых координатах это условие запишется так

Aαrup0q “ A

и исключим зависимость от A, выбрав

α “ 1.
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Итак, заменой (6) краевая задача (1)–(2) сведена к задаче Коши

ru2 ` n´ 1

rr ru1 `
l1ź

k“1

˜
l2ÿ

i“1

l3ÿ

j“1

aijkrrmikrumjk

¸pk

“ 0, (7)

rup0q “ 1, (8)

ru1p0q “ 0. (9)

Лемма 1. Существует число rr˚ ą 0 такое что задача Коши (7)–(9) имеет единственное
решение ruprrq P C2

r0,rr˚s, причем ruprrq ą 0 при rr P r0,rr˚q и ruprr˚q “ 0.

Доказательство. Перепишем уравнение (7) в виде

prrn´1ru1q1 “ ´
l1ź

k“1

˜
l2ÿ

i“1

l3ÿ

j“1

aijkrrmik`n´1rumjk

¸pk

.

Проинтегрировав это уравнение от 0 до rr, получим

ru1prrq “ ´ 1

rrn´1

ż rr

0

l1ź

k“1

˜
l2ÿ

i“1

l3ÿ

j“1

aijks
mik`n´1rumjk

¸pk

ds ă 0.

Отсюда следует, что функция ruprrq убывающая. Следовательно с учетом (8) существует един-
ственная точка rr˚ в которой ruprr˚q “ 0, причем ruprrq ą 0 при rr P r0,rr˚q и ruprrq ă 0 при rr P prr˚,8q.
Лемма доказана.

На основании леммы 1 заключаем, что задача Коши для уравнения (3) с начальными
условиями

up0q “ A, u1p0q “ 0

имеет единственное решение u P C2
r0,r˚s, где r˚ “ Arr˚ — единственная точка, в которой это

решение обращаетcя в нуль. В силу условия (5) очевидно

Arr˚ “ 1, (10)

откуда параметр A определяется однозначно.
Итак, нами доказана теорема
Теорема 2. Существует единственное положительное радиально-симметричное реше-

ние задачи Дирихле (1)–(2).
В качестве примера рассмотрим следующую задачу при n “ 3

△u` pruq3
p?
r ` ?

uq2 “ 0, x P S, (11)

u|r“1
“ 0. (12)

Численными методами установлено, что rr˚ « 3.95. С учетом (10) методом Рунге–Кутты
4-го порядка точности по формулам (5) найдено положительное решение задачи (11)–(12).

Таблица 1

Положительное решение
r 0,00 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
u 1,0000 1,0000 0,9982 0,9826 0,9257 0,8085 0,6321 0,4419 0,2636 0,1195 0,0000
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе с помощью метода преобразований Ц. На доказано существование единственного
положительного радиально-симметричного решения задачи Дирихле в многомерном единич-
ном шаре для одного нелинейного дифференциального уравнения и предложен численный
алгоритм нахождения такого решения. Полученные результаты позволяет охватить довольно
широкий класс нелинейных конструкций таких как, например, |x|αuβ , |x|α ` uβ и их всевоз-
можные сочетания. Приведенные в статье результаты дополняют и расширяют исследования
автора по данной тематике и могут представлять определенный теоретический интерес для
специалистов, занимающихся вопросами существования положительных решений краевых
задач для нелинейных дифференциальных уравнений с частными производными.
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