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Аннотация. В статье доказывается управляемость обобщенного реле. Обобщенное

реле, как и другие гистерезисные элементы, используется для моделирование разрывных

процессов. Обобщенное реле представляет собой некоторую модификацию неидеального

реле. Управляемость является важной характеристикой систем гистерезисного типа, так

как гарантирует возможность перехода из одного допустимого состояния в другое. Что

по сути указывает на возможность его использования.
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CONTROLLABILITY OF A GENERALIZED RELAY AND ITS
COMPUTER IMPLEMENTATION

A. N. Kuznetsov, E. V. Panasenko, I. N. Pryadko

Abstract. The controllability of the generalized relay is proved in the paper. Like other

hysteresis elements, the generalized relay is used for modeling discontinuous processes. It is

a certain modification of a non-ideal relay. Controllability is an important characteristic of

hysteresis systems because it guarantees the possibility of transitioning from one permissible

state to another. This essentially confirms its applicability.
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1. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ЛОКАЛЬНО ЯВНЫХ УРАВНЕНИЯХ

Уравнение вида:
upt ` dtq ´ uptq “ Dpt,u,dtq ` opdtq p1q

называется уравнением с нелинейным дифференциалом [1].
Считается, что Dpt, u, dtq определена по pt, uq на некотором множестве U Ă R ˆ R

n, а
по dt - на промежутке r0,∆pt,uqq и принимает значения в R

n. Кроме того, предполагается,
что Dpt, u, 0q “ 0. Пусть I - некоторый промежуток числовой оси. Введем обозначение rI “
Iztsup Iu.

Определение 1. Непрерывная слева функция u “ ϕptq, определенная на некотором проме-

жутке I числовой оси, называется решением уравнения p1q, если для любого t P rI справед-

ливо соотношение:

lim
dtÑ`0

1

dt
rϕpt ` dtq ´ ϕptq ´ Dpt,ϕptq,dtqs “ 0

Среди решений уравнения (1) выделяют класс сильных решений.

Определение 2. Решение ϕ уравнения p1q называется сильным если для каждого t P rI

найдётся такое δ ą 0, что при всех dt P r0, δq справедливо равенство:

ϕpt ` dtq ´ ϕptq ´ Dpt,ϕptq,dtq “ 0 p2q
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Определение 3. Уравнение p1q называется локально явным r2s, если для всякой точки

pt0, u0q P U существует сильное решение уравнения p1q, удовлетворяющее начальному усло-

вию

upt0q “ u0 p3q

2. ОБОЩЕННОЕ РЕЛЕ

В [2] построена локально явная модель обобщенного реле с пороговыми значениями
α, β pβ ă αq.

Пусть существуют непрерывные функции fpxq : p´8;αs Ñ R и gpxq : rβ,`8q Ñ R, причем
fpxq ‰ gpxq при x P pβ,αq.

Обобщенное реле — это преобразователь с произвольным непрерывным входом σptq и выхо-
дом, имеющим два возможных значения: f rσptqs и g rσ ptqs, причем при σptq P rβ, αs, возможны
оба выходных значения, при σptq ă β – только f rσptqs, при σptq ą α – только grσptqs.

Выход f rσptqs скачком меняется на grσptqs при достижении входным сигналом значения
α, а выход grσptqs на f rσptqs - при достижении β.

Обобщенное реле может быть описано уравнением (1), где нелинейный дифференциал
Dpt,u,dtq при dt ą 0 имеет вид:

Dpt,u,dtq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

f rσpt ` dtqs ´ f rσptqs если σptq ă α, u “ f rσptqs,

grσpt ` dtqs ´ f rσptqs если σptq “ α, u “ f rσptqs,

grσpt ` dtqs ´ grσptqs если σptq ą β, u “ grσptqs,

f rσpt ` dtqs ´ grσptqs если σptq “ β, u “ grσptqs.

p4q

Предполагается, что множество U допустимых пар pt,uq определяется как объединение гра-
фиков функций u “ f rσptqs и u “ grσptqs.

В [2] показано, что уравнение обощенного реле является локально явным, что гаранти-
рует существование сильного решения задачи (1), (4), (3) с любым допустимым начальным
условием. Кроме того в [2] показано, что любое сильное решение может быть продолжено на
rt0,T q, где rt0,T q - область определения входной функции σ и установлены условия отсутсвия
решений, которые не являются сильными.

В [3] установлены монотонность обощенного реле по входам и пороговым значениям. В [4]
дано более детальное определение монотонности.

3. УПРАВЛЯЕМОСТЬ ОБОБЩЕННОГО РЕЛЕ

Определение 4. Пусть область возможных состояний преобразователя W не зависит от

t, причем из допустимого входа σptq pt ě t0q при состоянии tσ0.u0u вытекает допустимость

при том же состоянии входа rσptq “ σpt ` t0 ´ t1q pt ě t1q и справедливость равенства

W rt1,σ0,u0srσptq “ W rt0,σ0,u0sσpt ` t0 ´ t1q

Тогда преобразователь W называется автономным (см. [5]).

Предложение 1. Преобразователь обобщенного реле автономен.

Доказательство. Обозначим c “ t0 ´ t1, тогда rσptq “ σpt ` cq. Для формулы (4) будем
через D обозначать функцию, соответствующую σ, через rD´ функцию, соответствующую rσ.

Докажем, что ruptq “ upt ` cq.
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Предположим противное. Пусть t1 “ inftt ě t0 : ruptq ‰ upt ` cqu. Из непрерывности слева
uptq,ruptq следует, что rupt1q “ upt1 ` cq.

Так как ruptq´ сильное решение уравнения обобщенного реле, то

Dpδ1 ą 0q@pdt P p0,δ1qqrrupt1 ` dtq ´ rupt1q ´ rDpt1,rupt1q,dtq “ 0s.

Откуда ruptq “ rupt1q ` rDpt1,rupt1q,t ´ t1q при t P rt1,t1 ` δq.
По определению обобщенного реле rupt1q “ f rrσpt1qs или rupt1q “ grrσpt1qs. Пусть для опре-

деленности rupt1q “ f rrσpt1qs, тогда rσpt1q ď α.
Пусть τ “ t ` c (в часности, τ1 “ t1 ` c). Так как upτq - сильное решение уравнения

обобщенного реле, то

Dpδ2 ą 0q@pdt P p0,δ2qq@pτ “ τ1 ` dtqrupτq “ upτ1q ` Dpτ1, upτ1q,τ ´ τ1qs.

Положим δ “ mintδ1,δ2u, тогда для @pt P pt1,t1 ` δsq верно upt ` cq “ upt1 ` cq ` Dpt1 `
c, upt1 ` cq,t ´ t1q и ruptq “ rupt1q ` rDpt1,rupt1q, t ´ t1q.

Кроме того, upt1 ` cq “ rupt1q “ f rrσpt1qs “ f rσpt1 ` cqs.
Рассмотрим два случая:

1) Пусть σpt1 ` cq “ rσpt1q “ α, тогда из формулы (4)

Dpt1 ` c,upt1 ` cq,t ´ t1q “ grσpt1 ` c ` t ´ t1qs ´ f rσpt1 ` cqs “ grσpt ` cqs´

´ f rσpt1 ` cqs “ grrσptqs ´ f rrσpt1qs “ rDpt1,rupt1q,t ´ t1q.

Следовательно, ruptq “ upt ` cq при t P rt1,t1 ` δq, что противоречит определению t1 .
2) Пусть σpt1 ` cq ă α, следовательно, rσpt1q ă α, тогда из формулы (4)

Dpt1 ` c,upt1 ` cq,t ´ t1q “ f rσpt1 ` c ` t ´ t1qs ´ f rσpt1 ` cqs “ grσpt ` cqs´

´ f rσpt1 ` cqs “ f rrσptqs ´ f rrσpt1qs “ rDpt1,rupt1q,t ´ t1q.

Следовательно, ruptq “ upt ` cq при t P rt1,t1 ` δq. Получили противоречие.
Если rupt1q “ grrσpt1qs, то доказательнство аналогично.

Определение 5. Преобразователь называетс статическим, если он автономен и при пере-

ходе от входного сигнала σptq pt ě t0q к входному сигналу rσptq “ σrθt` p1´ θqt0s pt ě t0q, где

θ ą 0, выходной сигнал uptq pt ě t0q переходит в выходной сигнал ruptq “ urθt` p1´ θqt0s pt ě
t0q (см. [5]).

Предложение 2. Преобразователь обобщенного реле статичен.

Доказательство. Пусть водной сигнал rσptq “ σrθt ` p1 ´ θqt0s. Докажем, что в таком
случае выходной сигнал ruptq “ urθt ` p1 ´ θqt0s.

Предположим противное: пусть t1 “ inftt ě t0 : ruptq ‰ urθt`p1´θqt0su. Из непрерывности
слева функций uptq, ruptq, следует, rupt1q “ urθt1 ` p1 ´ θqt0s.

Так как ruptq — сильное решение уравнения обобщенного реле, то

Dpδ1 ą 0q@pdt P p0,δ1qqrrupt1 ` dtq ´ rupt1q ´ rDpt1,rupt1q,dtq “ 0s

Откуда ruptq “ rupt1q ` rDpt1,rupt1q,t ´ t1q при t P rt1, t1 ` δq.
По определению обобщенного реле rupt1q “ f rrσpt1qs или rupt1q “ grrσpt1qs. Пусть для опре-

делённости rupt1q “ f rrσpt1qs, тогда rσpt1q ď α.
Обозначим τ “ θt ` p1 ´ θqt0 (в частности, τ1 “ θt1 ` p1 ´ θqt0). Так как upτq - сильное

решение уравнения обобщенного реле, то

Dpδ2 ą 0q@pdt P p0,δ2qq@pτ “ τ1 ` dtqrupτq “ upτ1q ` Dpτ1,upτ1q,τ ´ τ1qs
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Положим δ “ mintδ1,δ2{θu, тогда для @pt P pt1,t1 ` δsq верно urθt` p1 ´ θqt0s “ urθt1 ` p1 ´
θqt0s ` Dpθt1 ` p1 ´ θqt0, urθt1 ` p1 ´ θqt0s,θpt ´ t1qq и ruptq “ rupt1q ` rDpt1,rupt1q, t ´ t1q.

Кроме того, urθt1 ` p1 ´ θqt0s “ rupt1q “ f rrσpt1qs “ f rσrθt1 ` p1 ´ θqt0ss.

Рассмотрим два случая:
1) Пусть σrθt1 ` p1 ´ θqt0s “ rσpt1q “ α, тогда из формулы (4)

Dpθt1 ` p1 ´ θqt0, urθt1 ` p1 ´ θqt0s, θpt ´ t1qq “ grσrθt1 ` p1 ´ θqt0 ` θpt ´ t1qss´

´ f rσrθt1 ` p1 ´ θqt0ss “ grσrθt ` p1 ´ θqt0ss ´ f rσrθt1 ` p1 ´ θqt0ss “ grrσptqs´

´ f rrσpt1qs “ rDpt1,rupt1q,t ´ t1q

Следовательно, ruptq “ urθt ` p1 ´ θqt0s при t P rt1,t1 ` δq. Получили противоречие.
2) Пусть σrθt1 ` p1 ´ θqt1s “ rσpt1q ă α, тогда из формулы (4)

Dpθt1 ` p1 ´ θqt0, urθt1 ` p1 ´ θqt0s,θpt ´ t1qq “ f rσrθt1 ` p1 ´ θqt0 ` θpt ´ t1qss´

´ f rσrθt1 ` p1 ´ θqt0ss “ f rσrθt ` p1 ´ θqt0ss ´ f rσrθt1 ` p1 ´ θqt0ss “ f rrσptqs´

´ f rrσpt1qs “ rDpt1, rupt1q, t ´ t1q

Следовательно, ruptq “ urθt ` p1 ´ θqt0s при t P rt1,t1 ` δq. Получили противоречие.
Если rupt1q “ grrσpt1qs, то доказательство аналогично.

Определение 6. Статичный преобразователь управляем (см. [5]), если для любых двух

возможных состояний tσ0,u0u, tσ1,u1u можно указать такой допустимый при состоянии

tσ0,u0u вход σptq pt0 ď t ď t1q, что σpt0q “ σ0, σpt1q “ σ1 и

W rt0, σ0,u0sσpt1q “ u1.

Предложение 3. Преобразователь обобщенного реле управляем.

Доказательство. Будем доказывать это свойство в двух случаях. Первый случай, когда
u1 “ gpσpt1qq, следовательно, σ1 ě β. Тогда в качестве σptq возьмём функцию, график которой
является выпуклой вверх параболой; он проходит через pt0, σ0q, pt1, σ1q и имеет вершину в
точке pτ P rt0, t1s,maxtσ0,σ1u`α´βq. Нетрудно проверить, что построенная входная функция
будет удовлетворять всем условиям в определении 6, так как в момент τ значения входа не
меньше верхнего значения α значит, после этого момента u “ gpσptqq до момента, в который
вход достигает нижнего порогвоого значения β, следовательно, u1 “ upt1q “ gpσpt1qq.

По аналогии с этим, в случае u1 “ fpσpt1qq также можно построить входную функцию,
удовлетворяющую всем условиям в определении 6. Возьмём функцию, график которой яв-
ляется выпуклой вниз параболой; он проходит через pt0, σ0q, pt1, σ1q и имеет вершину в точке
pτ P rt0, t1s,mintσ0,σ1u ` β ´ αq.

4. ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ

Данная модель построена на основе гладкой модели неидеального реле Нгуен – Садовско-
го.

4.1. Гладкая модель неидельного реле Нгуен – Садовского

Гладкая модель неидеального реле Нгуен–Садовского [6] имеет вид:

#

9w “ Krpσ ´ αq
`

p1 ´ wq ´ pβ ´ σq
`
ws,

rx “ intpw ` 1

2
q,

p5q
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где
w “ wptq - промежуточная (гладкая) выходная функция,
K - большой параметр,
σ “ σptq - входная непрерывная функция,
σ

`
- положительная часть числа σ, т.е. max{0,σ},

intpσq - непрерывная слева целая часть числа, т.е. наибольшее целое число, меньшее rσs
(в целочисленных точках значения intpσq на единицу меньше соответствующих значений
традиционной функции rσs).

Если σptq ă β, изменение гладкого выхода описывается уравнением 9w “ ´Kpβ ´ σptqqw,
которое имеет единственное положение равновесия w “ 0. На интервалах, где σptq ą α, глад-
кий выход меняется согласно уравнению 9w “ Kpσptq ´ αqp1 ´ wq с положением равновесия
w “ 1. Большой параметр K обеспечивает быстрое приближение гладкого выхода к соответ-
ствующему положению равновесия. Если β ď σptq ď α гладкий выход сохраняет постоянное
значение, так как 9w “ 0.

Для выхода гладкого описания реле (5), соответствующего входу σ и начальному условию
rxpt0q “ wpt0q “ x0, будем использовать обозначение rRt

t0
pβ,α,σqpx0q.

В [4] доказана следующая теорема о степени несовпадения выходов «гладкого» и локально
явного описания.

Теорема 4. Пусть непрерывная функция σ в точках локального минимума и максимума

не принимает значение, соответственно, β и α. Тогда на любом конечном отрезке rt0,T s
степень несовпадения выходов локально явного и нового гладкого реле, характеризующаяся

мерой множества,

µ “ µtt P rt0,T s : Rt

t0
pβ,α,σqpx0q ‰ rRt

t0
pβ,α,σqpx0qu,

стремится к 0 при K Ñ `8.

(Здесь Rt
t0

pβ,α,σqpx0q выход локально явной модели реле).

4.2. Компьютерная реализация модели обобщенного реле

На основании модели (5) компьютерная реализация обобщенного реле имеет вид:
#

9w “ Krpσ ´ αq
`

p1 ´ wq ´ pβ ´ σq
`
ws,

ru “ p1 ´ roundpwptqqf rσptqs ` roundpwptqqgrσptqs,
p6q

round – округление по банковским правилам.
Пример реализация в Python. Дано: вход σptq “ |t´ 4|, пороговые значения β “ 1,α “

5, непрерывные функции f rxs “ |x ´ 4| ` 6 и grxs “ ´|x ´ 4|. Строится выход: ru.
Код:

import numpy as np

from scipy.integrate import odeint

import matplotlib.pyplot as plt

beta = 5

alpha = 1

y0 = 0

def fsigma(t):

return np.abs(t-4)
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def f(sigma):

return np.abs(sigma-4) + 6

def g(sigma):

return -np.abs(sigma-4)

def model(y, t):

k = 1000000000

dydt = k * np.maximum(fsigma(t) - alpha, 0) * (1 - y) - k*y *\\

np.maximum(beta - fsigma(t), 0)

return dydt

def u(y, t):

um = []

check = True if y0 == 1 else False

for q in range(0, len(t)):

if round(y[q][0]) == 0:

if check:

um.append((1 - np.around(y[q][0])) * f(fsigma(t[q])) +\\

np.around(y[q][0]) * g(fsigma(t[q])))

else:

um.append(None)

check = True

else:

if not check:

um.append((1 - np.around(y[q][0])) * f(fsigma(t[q])) +\\

np.around(y[q][0]) * g(fsigma(t[q])))

else:

um.append(None)

check = False

return um

t_h = 15

t = np.linspace(0, 15, t_h*1000)

y = odeint(model, y0, t)

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(t, fsigma(t), color=’black’, linewidth=2, linestyle=’-’,

label=r"""$sigma(t)$""")

ax.axhline(alpha, color=’black’, linewidth=1.5, linestyle=’--’,

label=r"""$\alpha$""")

ax.axhline(beta, color=’black’, linewidth=1.5, linestyle=’--’,

label=r"""$\beta$""")

ax.plot(t, f(fsigma(t)), color=’black’, linewidth=2,linestyle=’dashed’,

label=r"""$f(sigma(t))$""")

ax.plot(t, g(fsigma(t)), color=’black’, linewidth=2, linestyle=’-.’,

label=r"""$g(sigma(t))$""")

ax.plot(t, u(y, t), color=’black’, linewidth=4,

label=r"""$\tilde{u}(t)$""")
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plt.legend()

plt.tight_layout()

plt.grid()

plt.show()
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