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Аннотация. В работе доказаны теоремы сравнения для однородного дифференци-

ального уравнения второго порядка с «расщепленными» мерами. Показана возможность

факторизации уравнения с разрывными решениями. При этом мы используем поточеч-

ный подход к трактовке уравнения, предложенный Ю. В. Покорным.
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ON ANALOGUES OF COMPARISON THEOREMS FOR
EQUATIONS WITH «SPLIT» MEASURES

E. A. H. Al–Garayholi

Abstract. In this paper, comparison theorems for a homogeneous differential equation

of the second order with "split"measures are proved. The possibility of factorization of an

equation with discontinuous solutions is shown. In this case, we use the pointwise approach to

the interpretation of the equation proposed by Yu. V. Pokorny.
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Работа является продолжением исследований, начатых в работах [1], [2].
При этом исследование осуществляется не с помощью теории обобщенных функций, а по-

зиции поточечного подхода, предложенным Ю. В. Покорным в 1999 году [3], и показавшим
свою эффективность при построении качественной теории краевых задач второго и четвер-
того порядков [4]–[10].

Для удобства читателя приведем определения и понятия, изложенные в работе [2].
Пусть µpxq — строго возрастающая на r0; ℓs функция, определенная в каждой точке отрезка

r0; ℓs. При этом мы предполагаем, что множество Spµq точек разрыва функции µpxq непусто,
т. е. Spµq ‰ ∅, и ∆´µpξq ‰ ∆`µpξq хотя бы для одной точки ξ, принадлежащей множеству
Spµq. Здесь и далее, через ∆´µpξq и ∆`µpξq обозначены левый и правый скачки функции
µpxq в точке ξ, т. е. ∆´µpξq “ µpξq ´µpξ ´ 0q и ∆`µpξq “ µpξ ` 0q ´µpξq. Таким образом, мера
точка ξ P Spµq, в которой ∆´µpξq ‰ ∆`µpξq «расщеплена» на два значения.

Нам удобней считать, что µpxq определена на множестве r0; ℓsµ, в котором каждая точка ξ P
Spµq заменена на тройку собственных элементов (см., напр., [7]). Так как для восстановления
функции (с точностью до постоянной константы) после дифференцирования, необходимо
«помнить» оба скачка функции upxq, которые вообще говоря различны. Поэтому, производная
функции upxq по мере µpxq, которую мы обозначим через du

drµs2
, чтобы подчеркнуть, что она в
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точке ξ принимает два упорядоченных значения, определена на множестве r0; ℓs
p2q

µ в котором
каждая точка ξ P Spµq заменена на пару собственных значений (помимо предельных ξ ˘ 0).

Обозначать мы будем через τ
ξ
1

и τ
ξ
2
, причем

du

drµs2
pτ ξ

1
q “

∆´upξq

∆´µpξq
“

upξq ´ upξ ´ 0q

µpξq ´ µpξ ´ 0q
, (1)

du

drµs2
pτ ξ

2
q “

∆`upξq

∆`µpξq
“

upξ ` 0q ´ upξq

µpξ ` 0q ´ µpξq
. (2)

Пусть на множестве r0; ℓs
p2q

µ определена функция σpxq, которая порождает на нем меру.
При дифференцировании функции vpxq “ u1

rµs2
pxq по мере σ необходимо «помнить» уже три

значения в точке ξ P Spµq. Поэтому производная v1
rσs3

pxq определена на множестве r0; ℓs
p3q

σ

в котором каждая точка разрыва заменена на тройку (помимо предельных ξ ´ 0 и ξ ` 0)

собственных значений pτ
ξ
1
, pτ

ξ
2

и pτ
ξ
2
. При этом rσs3–производная функции vpxq в точках pτ

ξ
j

(j “ 1, 2, 3) определяется следующим образом

dv

drσs3
ppτ

ξ
1

q “
vpτ ξ

1
q ´ vpξ ´ 0q

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
, (3)

dv

drσs3
ppτ

ξ
2

q “
vpτ ξ

2
q ´ vpτ ξ

1
q

σpτ ξ
2

q ´ σpτ ξ
1

q
, (4)

dv

drσs3
ppτ

ξ
3

q “
vpξ ` 0q ´ vpτ ξ

2
q

σpξ ` 0q ´ σpτ ξ
2

q
. (5)

Естественно считать, что ξ ´ 0 ă τ
ξ
1

ă ξ ă τ
ξ
2

ă ξ ` 0 для всех точек разрыва функции
µpxq.

1. ОБ АНАЛОГАХ ТЕОРЕМ СРАВНЕНИЯ

Здесь устанавливаются аналоги теорем о перемежаемости нулевых мест решений однород-
ных уравнений. Рассмотрим вначале одно однородное уравнение

´
d

drσs3

ˆ

p
du

drµs2

˙

` u
dQ

drσs3
“ 0, (6)

Точку s, принадлежащую множеству r0; ℓsµ, мы назовем нулевой точкой решения upxq
однородного уравнения, если upsq “ 0.

Точку τ
ξ
1

назовем нулевым местом решения ϕpxq однородного уравнения (6), если

ϕpξ ´ 0q ¨ ϕpξq ă 0; точку τ
ξ
2

назовем нулевым местом решения ϕpxq однородного уравнения
(6), если ϕpξq ¨ ϕpξ ` 0q ă 0.

Нулевые точки и нулевые места мы будем называть нуля решения.

Определение 1. Будем говорить, что нулевая точка ξ1 функции u1pxq лежит левее ну-

левой точки ξ2 функции u2pxq, если либо ξ1 ă ξ2 в обычном смысле, либо ξ1 “ ξ2 “ ξ P Spµq
и

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u1pξ ´ 0q u1pξq
u2pξ ´ 0q u2pξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pu1pξq ´ u1pξ ´ 0qq ¨ pu2pξq ´ u2pξ ´ 0qq
ą 0, (7)
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если точка τ
ξ
1

является нулевой, или

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u1pξq u1pξ ` 0q
u2pξq u2pξ ` 0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pu1pξ ` 0q ´ u1pξqq ¨ pu2pξ ` 0q ´ u2pξqq
ą 0, (8)

если нулевой является точка τ
ξ
2
.

Неравенство (7) имеет простую геометрическую интерпретацию: если точку ξ «растянуть»
в отрезок rα,βs, т. е. сделать замену переменной ηp¨q так, чтобы ηpξ ´ 0q “ α, ηpξq “ β и
доопределить на rα,βs функции u1p¨q и u2p¨q линейными, то нуль доопределенной функции
u˚
1
pηq будет лежать на rα,βs левее (уже в обычном смысле) нуля функции u˚

2
pηq. Аналогично

в случае ξ, ξ ` 0.
Очевидно, любое нетривиальное решение уравнения может иметь лишь конечное число

нулей.

Теорема 1. Пусть ϕ1pxq и ϕ2pxq — линейно независимые решения однородного уравнения

(6). И пусть ξ1< ξ2 — соседние нулевые точки решения ϕ1pxq. Тогда между ними, т. е.

правее ξ1 и левее ξ2 в смысле определения 1, найдется нулевая точка функции ϕ2pxq.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда ϕ1pξ1 ´ 0q ă 0, ϕ1pξ1q ą 0, ϕ1pξ2q ą 0,
ϕ1pξ2 ` 0q ă 0. Предположим, что для всех x P rξ1 ´ 0, ξ2 ` 0s справедливо неравенство

ϕ2pxq ą 0. Так как функция
ϕ1pxq

ϕ2pxq
является µ-непрерывной на компакте rξ1 ´ 0, ξ2 ` 0s, то

найдется ξ P rξ1 ´ 0, ξ2 ` 0s такая, что
ϕ1pxq

ϕ2pxq
ď

ϕ1pξq

ϕ2pξq
для всех x P rξ1 ´ 0, ξ2 ` 0s. Обозначив

λ “
ϕ1pξq

ϕ2pξq
, введем функцию hpxq “ λϕ2pxq´ϕ1pxq. Заметим, что hpxq ě 0 в некоторой окрест-

ности точки ξ, и hpξq “ 0. Пусть ξ R Spµq. Если в точке ξ функции ppxq, Qpxq непрерывны, то
в точке ξ существует производная h1

rµs2
pξq, причем h1

rµs2
pξq “ 0, поскольку ξ — точка локаль-

ного минимума hpxq. Если же в точке ξ хотя бы одна из функций ppxq, Qpxq терпит разрыв,
то

´ppξqh1
rµs2

pξq ´ ppξ ´ 0qh1
rµs2

pξ ´ 0q “ 0. (9)

Так как hpxq ě 0 в окрестности точки ξ, и hpξq “ 0, то h1
rµs2

pξ ´ 0q ď 0, h1
rµs2

pξ ` 0q ě 0.

Последнее возможно, в силу (9), лишь когда h1
rµs2

pξ ´ 0q “ h1
rµs2

pξ ` 0q “ 0. Оба этих случая в

силу теоремы существования и единственности ведут к равенству hpxq ” 0, что противоречит
линейной независимости ϕ1pxq и ϕ2pxq.

Пусть ξ P Spµq, и например, ξ “ ξ1 ´ 0. Тогда h1
rµs2

pξ1 ´ 0q ď 0. С другой стороны, так как

ϕ1pxq и ϕ2pxq — решения уравнения (6), то ppξ1qh1
rµs2

pξ1q “ ppξ1´0qh1
rµs2

pξ1 ´0q и h1
rµs2

pξ1q ě 0,

значит, h1
rµs2

pξ1 ´ 0q ě 0, и следовательно, hpxq ” 0. Остальные случаи рассматриваются
аналогично.

Рассмотрим теперь два уравнения

´
d

drσs3

ˆ

p
du

drµs2

˙

` u
dQ1

drσs3
“ 0, (10)

´
d

drσs3

ˆ

p
dv

drµs2

˙

` v
dQ2

drσs3
“ 0. (11)

16 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2025. № 1



Об аналогах теорем сравнения для уравнений с «расщепленными» мерами

Теорема 2. Пусть
dQ1

drσs3
ě

dQ2

drσs3
в естественном смысле, т. е. функция Q1pxq ´ Q2pxq не

убывает. Пусть upxq — нетривиальное решение (10) и ξ1 ă ξ2 — его нулевые точки в r0; ℓsµ.
Тогда любое нетривиальное решение vpxq уравнения (11) меняет в pξ1,ξ2q знак.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда для решения upxq однородного уравнения (10)
точки τ

x1

1
и τ

x2

2
являются нулевыми местами, а решение vpxq уравнения (11) — сохраняет

знак на интервале px1;x2q, и точки τ
xj

i (i “ 1, 2; j “ 1, 2) не являются нулевыми местами.
Подставим функцию upxq в уравнение (10), полученное тождество умножим на функцию

vpxq, а в уравнение (11) подставим vpxq, и умножим на upxq, полученные тождества вычтем
почленно, получим

´
d

drσs3

ˆ

p
du

drµs2

˙

v `
d

drσs3

ˆ

p
dv

drµs2

˙

u ` uv
dQ1

drσs3
´ uv

dQ2

drσs3
” 0, (12)

или
d

drσs3

ˆ

p
dv

drµs2

˙

u ´
d

drσs3

ˆ

p
du

drµs2

˙

v ” uv

ˆ

dQ2

drσs3
´

dQ1

drσs3

˙

. (13)

При этом умножение в каждой точке ξ P Spσq производится следующим образом: в точках

pτ
ξ
1
: вторая производная, взятая в этой точке, умножается на предельное слева значение функ-

ции; в точках pτ
ξ
2
: вторая производная, взятая в этой точке, умножается на значение функции

в точке ξ; в точках pτ
ξ
3
: вторая производная, взятая в этой точке, умножается на предельное

справа значение функции.
Проинтегрируем равенство (13) по rσs–мере по множеству rpτx1

2
; pτ

x2

2
s
σ

d

drσs3

´

pv1
rµs2

¯

ppτ
x1

2
qupx1q ¨ pσpτx1

2
q ´ σpτx1

1
qq ´

´
d

drσs3

´

pu1
rµs2

¯

ppτ
x1

2
qvpx1q ¨ pσpτx1

2
q ´ σpτx1

1
qq `

`
d

drσs3

´

pv1
rµs2

¯

ppτ
x1

3
qupx1 ` 0q ¨ pσpx1 ` 0q ´ σpτx1

2
qq ´

´
d

drσs3

´

pu1
rµs2

¯

ppτ
x1

3
qvpx1 ` 0q ¨ pσpx1 ` 0q ´ σpτx1

2
qq `

`

x2´0
ż

x1`0

ˆ

d

drσs3

ˆ

p
dv

drµs2

˙

u ´
d

drσs3

ˆ

p
du

drµs2

˙

v

˙

drσs `

`
d

drσs3

´

pv1
rµs2

¯

ppτ
x2

1
qupx2 ´ 0q ¨ pσpτx2

1
q ´ σpx2 ´ 0qq ´

´
d

drσs3

´

pu1
rµs2

¯

ppτ
x2

1
qvpx2 ´ 0q ¨ pσpτx2

1
q ´ σpx2 ´ 0qq `

`
d

drσs3

´

pv1
rµs2

¯

ppτ
x2

2
qupx2q ¨ pσpτx2

2
q ´ σpτx2

1
qq ´

´
d

drσs3

´

pu1
rµs2

¯

ppτ
x2

2
qvpx2q ¨ pσpτx2

2
q ´ σpτx2

1
qq “

“

pτ
x2

2
ż

pτ
x1

2

uv

ˆ

dQ2

drσs3
´

dQ1

drσs3

˙

drσs. (14)
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Проинтегрируем интеграл в левой части равенства (14) по частям, и вспоминая определение
rσs–производной, будем иметь

upx1q
´

pv1
rµs2

pτx1

2
q ´ pv1

rµs2
pτx1

1
q
¯

´ vpx1q
´

pu1
rµs2

pτx1

2
q ´ pu1

rµs2
pτx1

1
q
¯

`

` upx1 ` 0q
´

pv1
rµs2

px1 ` 0q ´ pv1
rµs2

pτx1

2
q
¯

´

´ vpx1 ` 0q
´

pu1
rµs2

px1 ` 0q ´ pu1
rµs2

pτx1

2
q
¯

` pv1
rµs2

u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2´0

x1`0

´ pu1
rµs2

v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2´0

x1`0

`

` upx2 ´ 0q
´

pv1
rµs2

pτx2

1
q ´ pv1

rµs2
px2 ´ 0q

¯

´

´ vpx2 ´ 0q
´

pu1
rµs2

pτx2

1
q ´ pu1

rµs2
px2 ´ 0q

¯

`

` upx2q
´

pv1
rµs2

pτx2

2
q ´ pv1

rµs2
pτx2

1
q
¯

´ vpx2q
´

pu1
rµs2

pτx2

2
q ´ pu1

rµs2
pτx2

1
q
¯

“

“

pτ
x2

2
ż

pτ
x1

2

uv

ˆ

dQ2

drσs3
´

dQ1

drσs3

˙

drσs, (15)

в силу взаимной ликвидации интегралов. После приведения подобных, вспоминая определе-
ние rµs2–производной, равенство (15) допускает упрощение

upx1q

ˆ

ppτx1

2
q ¨

vpx1 ` 0q ´ vpx1q

µpx1 ` 0q ´ µpx1q
´ ppτx1

1
q ¨

vpx1q ´ vpx1 ´ 0q

µpx1q ´ µpx1 ´ 0q

˙

´

´ vpx1q

ˆ

ppτx1

2
q ¨

upx1 ` 0q ´ upx1q

µpx1 ` 0q ´ µpx1q
´ ppτx1

1
q ¨

upx1q ´ upx1 ´ 0q

µpx1q ´ µpx1 ´ 0q

˙

´

´ upx1 ` 0q ¨ ppτx1

2
q ¨

vpx1 ` 0q ´ vpx1q

µpx1 ` 0q ´ µpx1q
` vpx1 ` 0q ¨ ppτx1

2
q ¨

upx1 ` 0q ´ upx1q

µpx1 ` 0q ´ µpx1q
`

` upx2 ´ 0q ¨ ppτx2

1
q ¨

vpx2q ´ vpx2 ´ 0q

µpx2q ´ µpx2 ´ 0q
´ vpx2 ´ 0q ¨ ppτx2

1
q ¨

upx2q ´ upx2 ´ 0q

µpx2q ´ µpx2 ´ 0q
`

` upx2q

ˆ

ppτx2

2
q ¨

vpx2 ` 0q ´ vpx2q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q
´ ppτx2

1
q ¨

vpx2q ´ vpx2 ´ 0q

µpx2q ´ µpx2 ´ 0q

˙

´

´ vpx2q

ˆ

ppτx2

2
q ¨

upx2 ` 0q ´ upx2q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q
´ ppτx2

1
q ¨

upx2q ´ upx2 ´ 0q

µpx2q ´ µpx2 ´ 0q

˙

“

“

pτ
x2

2
ż

pτ
x1

2

uv

ˆ

dQ2

drσs3
´

dQ1

drσs3

˙

drσs, (16)

или, после перегруппировки слагаемых и приведения подобных,

ppτx1

1
q
upx1qvpx1 ´ 0q ´ vpx1qupx1 ´ 0q

µpx1q ´ µpx1 ´ 0q
`

` ppτx2

2
q
upx2qvpx2 ` 0q ´ vpx2qupx2 ` 0q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q
“

“

pτ
x2

2
ż

pτ
x1

2

uv

ˆ

dQ2

drσs3
´

dQ1

drσs3

˙

drσs. (17)
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Так как upxiq ą 0 (i “ 1, 2), upx1 ´ 0q ă 0, upx2 ` 0q ă 0, vpx1 ´ 0q ą 0, vpx2 ` 0q ą 0,

то правая часть равенства (17) положительна, а левая, в силу условия
dQ1

drσs3
ě

dQ2

drσs3
, —

неположительна, и приходим к противоречию.

Остальные случаи рассматриваются аналогично.

Теорема 3. Пусть p1pxq ě p2pxq ą 0 и
dQ1

drσs3
ě

dQ2

drσs3
в естественном смысле, т. е. функция

Q1pxq ´ Q2pxq не убывает. Пусть upxq — нетривиальное решение

´
d

drσs3

ˆ

p1
du

drµs2

˙

` u
dQ1

drσs3
“ 0, (18)

и ξ1 ă ξ2 — его нулевые точки в r0; ℓsµ. Тогда любое нетривиальное решение vpxq уравнения

´
d

drσs3

ˆ

p2
du

drµs2

˙

` u
dQ2

drσs3
“ 0. (19)

меняет в pξ1,ξ2q знак.

Доказательство. Предположим, что теорема неверна. Рассмотрим случай, когда для реше-
ния upxq однородного уравнения (18) точки τ

x1

1
и τ

x2

2
являются нулевыми местами, а решение

vpxq уравнения (19) — сохраняет знак на интервале px1;x2q, и точки τ
xj

i (i “ 1, 2; j “ 1, 2) не
являются нулевыми местами.

На множестве rx1;x2s
p2q

µ рассмотрим следующую функцию

Ipxq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

p1pxqu1
rµs2

pxqupxq ´ p2pxqv1
rµs2

pxq
u2pxq

vpxq
, x R Spµq;

p1pτ ξ
1

qu1
rµs2

pτ ξ
1

qupξq ´ p2pτ ξ
1

qv1
rµs2

pτ ξ
1

q
u2pξq

vpξq
, x “ τ

ξ
1

при неко-

тором ξ P Spµq;

p1pτ ξ
2

qu1
rµs2

pτ ξ
2

qupξq ´ p2pτ ξ
2

qv1
rµs2

pτ ξ
2

q
u2pξq

vpξq
, x “ τ

ξ
2

при неко-

тором ξ P Spµq.

(20)

Найдем ее производную по мере rσs3, которая будет определена на множестве rx1;x2s
p3q

σ .
Для точек x R Spσq мы, очевидно, будем иметь

I 1
rσs3

pxq “
´

p1u
1
rµs2

¯1

rσs3
pxqupxq`

` p1pxqu12

rµs2
pxq ¨ µ1

rσs3
pxq ´

´

p2v
1
rµs2

¯1

rσs3
pxq

u2pxq

vpxq
´

´ p2pxqv1
rµs2

pxq
2upxqu1

rµs2
pxqµ1

rσs3
pxqvpxq ´ u2pxqv1

rµs2
pxqµ1

rσs3
pxq

v2pxq
, (21)
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а так как upxq — решение уравнения (18), а vpxq — (19), то (21) допускает перезапись

I 1
rσs3

pxq “ q1pxqu2pxq ` p1pxqu12

rµs2
pxq ¨ µ1

rσs3
pxq ´ q2pxqu2pxq`

` p2pxq

˜
upxqv1

rµs2
pxq

vpxq
´ u1

rµs2
pxq

¸
2

¨ µ1
rσs3

´ p2pxqu12

rµs2
pxq “

“ pq1pxq ´ q2pxqqu2pxq ` pp1pxq ´ p2pxqqu12

rµs2
pxq ¨ µ1

rσs3
pxq `

` p2pxq

˜
upxqv1

rµs2
pxq

vpxq
´ u1

rµs2
pxq

¸
2

¨ µ1
rσs3

, (22)

где qipxq “ dQi

drσs3
(i “ 1, 2).

Для точек pτ ξ
1

мы последовательно находим

I 1
rσs3

ppτ ξ
1

q “
1

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
¨
´
p1pτ ξ

1
qu1

rµs2
pτ ξ

1
qupξq ´

´ p1pξ ´ 0qu1
rµs2

pξ ´ 0qupξ ´ 0q ´ p2pτ ξ
1

qv1
rµs2

pτ ξ
1

q
u2pξq

vpξq
`

` p2pξ ´ 0qv1
rµs2

pξ ´ 0q
u2pξ ´ 0q

vpξ ´ 0q

˙
, (23)

или, так как upxq — решение уравнения (18), а vpxq — (19),

I 1
rσs3

ppτ ξ
1

q “ upξ ´ 0q ¨
p1pτ ξ

1
qu1

rµs2
pτ ξ

1
q ´ p1pξ ´ 0qu1

rµs2
pξ ´ 0q

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
`

` p1pτ ξ
1

qu1
rµs2

pτ ξ
1

q ¨
upξq ´ upξ ´ 0q

µpξq ´ µpξ ´ 0q
¨
µpξq ´ µpξ ´ 0q

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
´

´
u2pξ ´ 0q

vpξ ´ 0q
¨
p2pτ ξ

1
qv1

rµs2
pτ ξ

1
q ´ p2pξ ´ 0qv1

rµs2
pξ ´ 0q

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
´

´ p2pτ ξ
1

qv1
rµs2

pτ ξ
1

q

„
u2pξq

vpξq
´

u2pξ ´ 0q

vpξ ´ 0q


¨

1

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
“

“ q1ppτ ξ
1

qu2pξ ´ 0q ` p1pτ ξ
1

qu12

rµs2
pτ ξ

1
q ¨

µpξq ´ µpξ ´ 0q

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
´ q2ppτ ξ

1
qu2pξ ´ 0q ´

´ p2pτ ξ
1

qu12

rµs2
pτ ξ

1
q ¨

µpξq ´ µpξ ´ 0q

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
` p2pτ ξ

1
qu12

rµs2
pτ ξ

1
q ¨

µpξq ´ µpξ ´ 0q

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
´

´ p2pτ ξ
1

qv1
rµs2

pτ ξ
1

q

„
u2pξq

vpξq
´

u2pξ ´ 0q

vpξ ´ 0q


¨

1

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
. (24)

Преобразовав последние два слагаемых в правой части (24) к виду

p2pτ ξ
1

q ¨
pupξ ´ 0qvpξq ´ upξqvpξ ´ 0qq2

pµpξq ´ µpξ ´ 0qqpσpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0qqvpξ ´ 0qvpξq
,

равенство (24) мы можем записать следующим образом

I 1
rσs3

ppτ ξ
1

q “ u2pξ ´ 0q
´
q1ppτ ξ

1
q ´ q2ppτ ξ

1
q
¯

`
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` u12

rµs2
pτ ξ

1
q ¨

µpξq ´ µpξ ´ 0q

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
¨

´

p1pτ ξ
1

q ´ p2pτ ξ
1

q
¯

`

` p2pτ ξ
1

q ¨
pupξ ´ 0qvpξq ´ upξqvpξ ´ 0qq2

pµpξq ´ µpξ ´ 0qqpσpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0qqvpξ ´ 0qvpξq
. (25)

Для точек pτ
ξ
2

последовательно находим

I 1
rσs3

ppτ
ξ
2

q “
1

σpτ ξ
2

q ´ σpτ ξ
1

q
¨

ˆ

p1pτ ξ
2

qu1
rµs2

pτ ξ
2

qupξq ´ p2pτ ξ
2

qv1
rµs2

pτ ξ
2

q
u2pξq

vpξq
´

´

ˆ

p1pτ ξ
1

qu1
rµs2

pτ ξ
1

qupξq ´ p2pτ ξ
1

qv1
rµs2

pτ ξ
1

q
u2pξq

vpξq

˙˙

“

“ upξq ¨
p1pτ ξ

2
qu1

rµs2
pτ ξ

2
q ´ p1pτ ξ

1
qu1

rµs2
pτ ξ

1
q

σpτ ξ
2

q ´ σpτ ξ
1

q
´

´
u2pξq

vpξq
¨
p2pτ ξ

2
qv1

rµs2
pτ ξ

2
q ´ p2pτ ξ

1
qv1

rµs2
pτ ξ

1
q

σpτ ξ
2

q ´ σpτ ξ
1

q
“ q1ppτ

ξ
2

qu2pξq ´ q2ppτ
ξ
2

qu2pξq, (26)

так как upxq и vpxq — решения уравнений (18) и (19) соответственно.
Аналогично мы получим

I 1
rσs3

ppτ
ξ
3

q “ u2pξ ` 0q
´

q1ppτ
ξ
3

q ´ q2ppτ
ξ
3

q
¯

`

` u12

rµs2
pτ ξ

3
q ¨

µpξ ` 0q ´ µpξq

σpξ ` 0q ´ σpτ ξ
2

q
¨

´

p1pτ ξ
2

q ´ p2pτ ξ
2

q
¯

`

` p2pτ ξ
2

q ¨
pupξ ` 0qvpξq ´ upξqvpξ ` 0qq2

pµpξ ` 0q ´ µpξqqpσpξ ` 0q ´ σpτ ξ
2

qqvpξ ` 0qvpξq
. (27)

Интегрируя производную I 1
rσs3

pxq от точки τx1

1
до τx2

2
, получим

Ipτx2

2
q ´ Ipτx1

1
q “

τ
x2

2
ż

τ
x1

1

I 1
rσs drσs, (28)

но из равенств (22), (25), (26), (27), мы делаем вывод, что производная I 1
rσs неотрицательна

на этом множестве. С другой стороны, вспоминая определение rµs–производной, —

p1pτx2

2
qu1

rµs2
pτx2

2
qupx2q ´ p2pτx2

2
qv1

rµs2
pτx2

2
q
u2px2q

vpx2q
´

´ p1pτx1

1
qu1

rµs2
pτx1

1
qupx1q ` p2pτx1

1
qv1

rµs2
pτx1

1
q
u2px1q

vpx1q
“

“ p1pτx2

2
q ¨

upx2 ` 0q ´ upx2q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q
¨ upx2q ´ p2pτx2

2
q ¨

vpx2 ` 0q ´ vpx2q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q
¨
u2px2q

vpx2q
´

´ p1pτx1

1
q ¨

upx1q ´ upx1 ´ 0q

µpx1q ´ µpx1 ´ 0q
¨ upx1q ` p2pτx1

1
q ¨

vpx1q ´ vpx1 ´ 0q

µpx1q ´ µpx1 ´ 0q
¨
u2px1q

vpx1q
“

“ ´ pp1pτx2

2
q ´ p2pτx2

2
qq

u2px2q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q
´

´ pp1pτx1

1
q ´ p2pτx1

1
qq

u2px1q

µpx1q ´ µpx1 ´ 0q
`

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2025. № 1 21



И. А. Х. Ал-Гарайхоли

` pp1pτx2

2
q ´ p2pτx2

2
qq

upx2 ` 0qupx2q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q
`

` pp1pτx1

1
q ´ p2pτx1

1
qq

upx1qupx1 ´ 0q

µpx1q ´ µpx1 ´ 0q
`

`
p2pτx2

2
q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q

„
upx2 ` 0qupx2q ´

vpx2 ` 0qu2px2q

vpx2q


`

`
p2pτx1

1
q

µpx1 ´ 0q ´ µpx1q

„
upx1 ´ 0qupx1q ´

vpx1 ´ 0qu2px1q

vpx1q


, (29)

каждое слагаемое в правой части последнего равенства, как нетрудно видеть, отрицательно,
и мы приходим к противоречию.

Рассмотрим случай, когда для решения upxq однородного уравнения (18) точки τx1

2
и τx2

2

являются нулевыми местами, а решение vpxq уравнения (19) — сохраняет знак на интервале
px1;x2q, и точки τ

xj

2
(j “ 1, 2) не являются нулевыми местами.

На множестве rx1;x2s
p2q

µ рассмотрим следующую функцию

I1pxq “

$
’’&
’’%

Ipxq, x “ τx1

2
;

p1pτx1

2
qu1

rµs2
pτx1

2
qupx1 ` 0q ´

´ p2pτx1

2
qv1

rµs2
pτx1

2
q
u2px1 ` 0q

vpx1 ` 0q
, x “ τx1

2
.

(30)

Найдем ее производную по мере rσs3, которая будет определена на множестве rx1;x2s
p3q

σ .

Так как функция I1pxq совпадает с Ipxq во всех точках множества rx1;x2s
p2q

µ , за исключе-
нием точки τx1

2
, то достаточно пересчитать ее значение в точке pτx1

3
:

I1
1
rσs3

ppτx1

3
q “

1

σpx1 ` 0q ´ σpτx1

2
q

ˆ
p1px1 ` 0qu1

rµs2
px1 ` 0qupx1 ` 0q ´

´ p2px1 ` 0qv1
rµs2

px1 ` 0q
u2px1 ` 0q

vpx1 ` 0q
´ p1pτx1

2
qu1

rµs2
pτx1

2
qupx1 ` 0q `

` p2pτx1

2
qv1

rµs2
pτx1

2
q
u2px1 ` 0q

vpx1 ` 0q

˙
. (31)

Отсюда, после несложных преобразований, вспоминая, что upxq и vpxq — решения соответ-
ствующих однородных уравнений,

I1
1
rσs3

ppτx1

3
q “ u2px1 ` 0q pq1ppτx1

3
q ´ q2ppτx1

3
qq . (32)

Интегрируя производную I1
1
rσs3

pxq от точки τx1

2
до τx2

2
, получим

I1pτx2

2
q ´ I1pτx1

2
q “

τ
x2

2ż

τ
x1

2

I1
1
rσs drσs, (33)

но из равенств (22), (25), (26), (27), (32) мы делаем вывод, что производная I1
1
rσs неотрица-

тельна на этом множестве.
С другой стороны, вспоминая определение rµs–производной, —

p1pτx2

2
qu1

rµs2
pτx2

2
qupx2q ´ p2pτx2

2
qv1

rµs2
pτx2

2
q
u2px2q

vpx2q
´
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´ p1pτx1

2
qu1

rµs2
pτx1

2
qupx1 ` 0q ` p2pτx1

2
qv1

rµs2
pτx1

2
q
u2px1 ` 0q

vpx1 ` 0q
“

“
´
p1pτx2

2
q ´ p2pτx2

2
q
¯
u1

rµs2
pτx2

2
qupx2q `

` p2pτx2

2
q

„
upx2 ` 0q ´ upx2q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q
¨ upx2q ´

vpx2 ` 0q ´ vpx2q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q
¨
u2px2q

vpx2q


´

´
´
p1pτx1

2
q ´ p2pτx1

2
q
¯
u1

rµs2
pτx1

2
qupx1 ` 0q `

` p2pτx1

2
q

„
vpx1 ` 0q ´ vpx1q

µpx1 ` 0q ´ µpx1q
¨
u2px1 ` 0q

vpx1 ` 0q
´

´
upx1 ` 0q ´ upx1q

µpx1 ` 0q ´ µpx2q
¨ upx1 ` 0q


“

“
´
p1pτx2

2
q ´ p2pτx2

2
q
¯
u1

rµs2
pτx2

2
qupx2q ´

´
´
p1pτx1

2
q ´ p2pτx1

2
q
¯
u1

rµs2
pτx1

2
qupx1 ` 0q `

`
p2pτx2

2
q

µpx2 ` 0q ´ µpx2q

„
upx2 ` 0q ¨ upx2q ´

vpx2 ` 0qu2px2q

vpx2q


`

`
p2pτx1

2
q

µpx1 ` 0q ´ µpx1q

„
upx1 ` 0q ¨ upx1q ´

vpx1 ` 0qu2px1q

vpx1q


, (34)

и мы снова приходим к противоречию, так как левая часть последнего равенства отрица-
тельна ввиду справедливости неравенств: upx2 ` 0q ă 0, upx2q ą 0, upx1 ` 0q ă 0, upx1q ą 0,
vpx2 ` 0q ą 0, vpx2q ą 0, vpx1 ` 0q ą 0 и vpx1q ą 0.

Рассмотрим случай, когда на интервале px1;x2q оба решения upxq и vpxq положительны,
значениях их в точках xi (i “ 1, 2) отрицательны, и функция vpxq на множестве px1;x2q не
имеет нулевых точек. Тогда, на основании определения 1 справедливы неравенства

∣

∣

∣

∣

upx2 ´ 0q upx2q
vpx2 ´ 0q vpx2q

∣

∣

∣

∣

pupx2q ´ upx2 ´ 0qq pvpx2q ´ vpx2 ´ 0qq
ą 0 (35)

и
∣

∣

∣

∣

vpx1q vpx1 ` 0q
upx1q upx1 ` 0q

∣

∣

∣

∣

pupx1 ` 0q ´ upx1qq pvpx1 ` 0q ´ vpx1qq
ą 0. (36)

Рассмотрим на множестве rx1;x2s
p2q

µ функцию

I2pxq “

$
’’&
’’%

I1pxq, x “ τx2

1
;

p1pτx2

1
qu1

rµs2
pτx2

1
qupx2 ´ 0q ´

´ p2pτx2

1
qv1

rµs2
pτx2

1
q
u2px2 ´ 0q

vpx2 ´ 0q
, x “ τx2

1
.

(37)

Как и ранее, находим ее производную по мере rσs, которая определена на множестве rx1;x2s
p3q

σ .

Так как функция I2pxq совпадает с I1pxq во всех точках множества rx1;x2s
p2q

µ , за исключе-
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нием точки τx2

1
, то нам требуется пересчитать производную в точке pτ

x2

1
:

I2
1
rσs3

ppτ
x2

1
q “

1

σpτx2

1
q ´ σpx2 ´ 0q

ˆ

p1pτx2

1
qu1

rµs2
pτx2

1
qupx2 ´ 0q ´

´ p2pτx2

1
qv1

rµs2
pτx2

1
q
u2px2 ´ 0q

vpx2 ´ 0q
´ p1px2 ´ 0qu1

rµs2
px2 ´ 0qupx2 ´ 0q `

` p2px2 ´ 0qv1
rµs2

px2 ´ 0q
u2px2 ´ 0q

vpx2 ´ 0q

˙

“ u2px2 ´ 0q pq1ppτ
x2

1
q ´ q2ppτ

x2

1
qq , (38)

так как upxq и vpxq — решения уравнений (18) и (19) соответственно.
Интегрируя производную I2

1
rσspxq от точки τx1

2
до τx2

1
, получим

I2pτx2

1
q ´ I2pτx1

2
q “

τ
x2

1
ż

τ
x1

2

I2
1
rσs drσs, (39)

но из равенств (22), (25), (26), (27) и (38) мы делаем вывод, что производная I2
1
rσspxq неотри-

цательна на этом множестве.
С другой стороны, вспоминая определение I2pxq и rµs–производной

I2pτx2

1
q ´ I2pτx1

2
q “ p1pτx2

1
qu1

rµs2
pτx2

1
qupx2 ´ 0q ´

´ p2pτx2

1
qv1

rµs2
pτx2

1
q
u2px2 ´ 0q

vpx2 ´ 0q
´ p1pτx1

2
qu1

rµs2
pτx1

2
qupx1 ` 0q ´

´ p2pτx1

2
qv1

rµs2
pτx1

2
q
u2px1 ` 0q

vpx1 ` 0q
“

“ pp1pτx2

1
q ´ p2pτx2

1
qq u1

rµs2
pτx2

1
qupx2 ´ 0q ´

´ pp1pτx1

2
q ´ p2pτx1

2
qq u1

rµs2
pτx1

2
qupx1 ` 0q `

`
p2pτx2

1
q

µpx2q ´ µpx2 ´ 0q
¨
upx2 ´ 0q

vpx2 ´ 0q
¨

∣

∣

∣

∣

upx2q upx2 ´ 0q
vpx2q vpx2 ´ 0q

∣

∣

∣

∣

`

`
p2pτx1

2
q

µpx1 ´ 0q ´ µpx1q
¨
upx1q

vpx1q
¨

∣

∣

∣

∣

upx1q upx1 ` 0q
vpx1q vpx1 ` 0q

∣

∣

∣

∣

, (40)

и мы снова приходим к противоречию, так как правая часть последнего равенства отрица-
тельна.

Остальные возможные случаи рассматриваются аналогично.

2. АНАЛОГ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПОЙА–МАММАНА

Здесь доказывается аналог представления Пойа–Маммана, т. е. возможность представле-
ния дифференциального оператора в виде ψ2pψ1pψ0uq1

rµs2
q1

rσs3
“ F 1

rσs3
.

Лемма 1. Пусть inf
r0;ℓs

p2q

µ

ppxq ą 0, Qpxq не убывает, ppxq и Qpxq — rσs–абсолютно непрерывны

на r0; ℓs
p2q

µ . Тогда, существует положительное на r0; ℓsµ решение однородного уравнения

´
d

drσs3

ˆ

p
du

drµs2

˙

` u
dQ

drσs3
“ 0. (41)
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Доказательство. Пусть ϕ1pxq — решение уравнения (41), удовлетворяющее начальным усло-
виям up0q “ 0, pu1

rµs2
p0q “ 1. Существование и единственность такого решения доказано в

работе [1]. Покажем, что оно положительно для всех x P r0; ℓsµzt0u.

Так как pϕ1
1
rµs2

pxq — rσs3–абсолютно непрерывна на r0; ℓs
p2q

µ , σpxq непрерывна в точке x “ 0

и pϕ1
1
rµs2

p0q “ 1, то pϕ1
1
rµs2

pxq положительна в некоторой окрестности Uδp0q точки x “ 0. Так

как ppxq ą 0, то этим свойством обладает и rµs2–производная ϕ1
1
rµs2

pxq, т. е. pϕ1
1
rµs2

pxq ą 0

для всех x P Uδp0q. Отсюда следует, что ϕ1pxq возрастает на этой окрестности, а так как
ϕ1p0q “ 0, то ϕ1pxq ą 0 для всех x P Uδp0qzt0u.

Пусть I Ă r0; ℓsµ — множество точек x, удовлетворяющих следующему требованию:

ϕ1ptq ą 0 для всех t, принадлежащих множеству r0; ℓsµ, таких, что 0 ă t ă x. Покажем,

что I совпадает со всем r0; ℓsµ. Предположим, что это не так, т. е. β “ sup I ă ℓ. Рассмотрим
случай, когда β R Spµq. Это означает, что ϕ1pβq “ 0. На множестве Izt0u функция ϕ1pxq поло-
жительна, следовательно, pϕ1

1
rµs2

pxq возрастает на этом множестве. А так как pϕ1
1
rµs2

p0q “ 1,

то pϕ1
1
rµs2

pxq ą 0 для всех x P I, и, ввиду положительности ppxq, функция ϕ1pxq возрастает

на I. Последнее вместе с условием нам дает ϕpβq ą ϕp0q “ 0. И в этом случае мы приходим
к противоречию.

Пусть β P Spµq. Здесь возможны подслучаи: а) ϕ1pβq ď 0 и б) ϕ1pβ ` 0q ď 0.
В первом случаем мы получаем

´

pϕ1
1
rµs2

¯

pτβ
1

q ´
´

pϕ1
1
rµs2

¯

pβ ´ 0q “ ϕ1pβ ´ 0q
”

Qpτβ
1

q ´ Qpβ ´ 0q
ı

ą 0, (42)

т. е.
´

pϕ1
1
rµs2

¯

pτβ
1

q ą
´

pϕ1
1
rµs2

¯

pβ ´ 0q ą 0, (43)

или, вспоминая определение rµs2–производной в точке τ
β
1
,

ppτβ
1

q
∆´ϕ1pβq

∆´µpβq
ą 0. (44)

Так как ppτβ
1

q ą 0 и ∆´µpβq ą 0, то

∆´ϕ1pβq ą 0, (45)

или
ϕ1pβq ´ ϕ1pβ ´ 0q ą 0, (46)

и мы приходим к противоречию.
Во втором случае аналогично находим

´

pϕ1
1
rµs2

¯

pτ ξ
2

q ´
´

pϕ1
1
rµs2

¯

pτ ξ
1

q “ ϕ1pξq
”

Qpτ ξ
2

q ´ Qpτ ξ
1

q
ı

ě 0, (47)

т. е.
´

pϕ1
1
rµs2

¯

pτβ
2

q ą
´

pϕ1
1
rµs2

¯

pτβ
1

q ą 0, (48)

или, вспоминая определение rµs2–производной в точке τ
β
2
,

ppτβ
2

q
∆`ϕ1pβq

∆`µpβq
ą 0. (49)

Так как ppτβ
2

q ą 0 и ∆`µpβq ą 0, то

∆`ϕ1pβq ą 0, (50)
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или
ϕ1pβ ` 0q ´ ϕ1pβq ą 0, (51)

и мы приходим к противоречию.
Таким образом, β совпадает с ℓ, т. е. ϕ1pxq положительна на r0; ℓsµzt0u.
Аналогично мы получим, что решение ϕ2pxq — решение однородного уравнения (41), удо-

влетворяющее начальным условиям upℓq “ 0, pu1
rµs2

pℓq “ ´1, положительна на множестве

r0; ℓsµztℓu.
Тогда, функция ϕpxq “ ϕ1pxq `ϕ2pxq удовлетворяет условию леммы. Лемма доказана.

Теорема 4. Пусть inf
r0;ℓs

p2q

µ

ppxq ą 0, Qpxq не убывает, ppxq и Qpxq — rσs–абсолютно непрерыв-

ны на r0; ℓs
p2q

µ . Тогда, существуют положительные функции ψ0pxq, ψ1pxq и отрицательная

функция ψ2pxq такие, что

ψ2

´

ψ1 pψ0uq1
rµs2

¯1

rσs3
“ F 1

rσs3
. (52)

Доказательство. Пусть ϕpxq — положительное решение однородного уравнения (41). Поло-
жим ψ0pxq “ 1

ϕpxq . Имеем

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

pτ ξ
1

q “
1

∆´µpξq
¨

ˆ

upξq

ϕpξq
´
upξ ´ 0q

ϕpξ ´ 0q

˙

“
u1

rµs2
pτ ξ

1
q

ϕpξ ´ 0q
´ upξq ¨

ϕ1
rµs2

pτ ξ
1

q

ϕpξqϕpξ ´ 0q
. (53)

Заметим, что значение производной
´

u
ϕ

¯1

rµs2
pτ ξ

1
q допускает запись

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

pτ ξ
1

q “
u1

rµs2
pτ ξ

1
q

ϕpξq
´ upξ ´ 0q ¨

ϕ1
rµs2

pτ ξ
1

q

ϕpξqϕpξ ´ 0q
. (54)

Аналогично мы получаем

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

pτ ξ
2

q “
1

∆`µpξq
¨

ˆ

upξ ` 0q

ϕpξ ` 0q
´
upξq

ϕpξq

˙

“
u1

rµs2
pτ ξ

2
q

ϕpξ ` 0q
´ upξq ¨

ϕ1
rµs2

pτ ξ
2

q

ϕpξqϕpξ ` 0q
. (55)

Заметим, что значение производной
´

u
ϕ

¯1

rµs2
pτ ξ

2
q допускает запись

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

pτ ξ
2

q “
u1

rµs2
pτ ξ

2
q

ϕpξq
´ upξ ´ 0q ¨

ϕ1
rµs2

pτ ξ
1

q

ϕpξqϕpξ ` 0q
. (56)

Таким образом,

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

pxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

u1
rµs2

pxqϕpxq´upxqϕ1
rµs2

pxq

ϕ2pxq
, x R Spµq;

u1
rµs2

pτξ
1

q

ϕpξ´0q ´ upξq ¨
ϕ1

rµs2
pτξ

1
q

ϕpξqϕpξ´0q , x “ τ
ξ
1
;

u1
rµs2

pτξ
2

q

ϕpξ`0q ´ upξq ¨
ϕ1

rµs2
pτξ

2
q

ϕpξqϕpξ`0q , x “ τ
ξ
2
.

(57)

Отметим, что равенство (57), с учетом (54) и (56), допускает запись

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

pxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

u1
rµs2

pxqϕpxq´upxqϕ1
rµs2

pxq

ϕ2pxq , x R Spµq;

u1
rµs2

pτξ
1

q

ϕpξq ´ upξ ´ 0q ¨
ϕ1

rµs2
pτξ

1
q

ϕpξqϕpξ´0q , x “ τ
ξ
1
;

u1
rµs2

pτξ
2

q

ϕpξq ´ upξ ` 0q ¨
ϕ1

rµs2
pτξ

2
q

ϕpξqϕpξ`0q , x “ τ
ξ
2
.

(58)
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Положим

ψ1pxq “

$

&

%

pϕ2pxq, x R Spµq;

ppτ ξ
1

qϕpξ ´ 0qϕpξq, x “ τ
ξ
1
;

ppτ ξ
2

qϕpξ ` 0qϕpξq, x “ τ
ξ
2
.

Тогда

ψ1pxq

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

pxq “

$

’

&

’

%

pu1
rµs2

pxqϕpxq ´ upxqpϕ1
rµs2

pxq, x R Spµq;

ϕpξq ¨ pu1
rµs2

pτ ξ
1

q ´ upξq ¨ pϕ1
rµs2

pτ ξ
1

q, x “ τ
ξ
1
;

ϕpξq ¨ pu1
rµs2

pτ ξ
2

q ´ upξq ¨ pϕ1
rµs2

pτ ξ
2

q, x “ τ
ξ
2
,

(59)

или, с учетом (58),

ψ1pxq

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

pxq “

$

’

&

’

%

pu1
rµs2

pxqϕpxq ´ upxqpϕ1
rµs2

pxq, x R Spµq;

ϕpξ ´ 0q ¨ pu1
rµs2

pτ ξ
1

q ´ upξ ´ 0q ¨ pϕ1
rµs2

pτ ξ
1

q, x “ τ
ξ
1
;

ϕpξ ` 0q ¨ pu1
rµs2

pτ ξ
2

q ´ upξ ` 0q ¨ pϕ1
rµs2

pτ ξ
2

q, x “ τ
ξ
2
,

(60)

Найдем rσs3–производную

ˆ

ψ1

´

u
ϕ

¯1

rµs2

˙1

rσs3

pxq. В точках x R Spσq, в которых производные

ppu1
rµs2

q1
rσs3

pxq, ppϕ1
rµs2

q1
rσs3

pxq существуют, очевидно имеем

˜

ψ1

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

¸1

rσs3

pxq “
´

pu1
rµs2

pxqϕpxq ´ upxqpϕ1
rµs2

pxq
¯1

rσs3
“

“
´

pu1
rµs2

¯1

rσs3
pxqϕpxq ´ upxq

´

pϕ1
rµs2

pxq
¯1

rσs3
, (61)

а так как upxq является решением неоднородного уравнения

´
d

drσs3

ˆ

p
du

drµs2

˙

` u
dQ

drσs3
“ F 1

rσs3
, (62)

а ϕpxq — решение однородного уравнения (41), то

˜

ψ1

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

¸1

rσs3

pxq “

“
´

upxqQ1
rσs3

pxq ´ F 1
rσs3

pxq
¯

ϕpxq ´ upxq ¨ ϕpxqQ1
rσs3

pxq “

“ ´F 1
rσs3

pxqϕpxq. (63)

Найдем rσs3–производную в точках ξ P Spσq. Используя равенство (60), будем иметь

˜

ψ1pxq

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

¸1

rσs3

ppτ
ξ
1

q “

“

ψ1pτ ξ
1

q
´

u
ϕ

¯1

rµs2
pτ ξ

1
q ´ ψ1pξ ´ 0q

´

u
ϕ

¯1

rµs2
pξ ´ 0q

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q
“

“
1

σpτ ξ
1

q ´ σpξ ´ 0q

´

ϕpξ ´ 0q ¨ pu1
rµs2

pτ ξ
1

q ´ upξ ´ 0q ¨ pϕ1
rµs2

pτ ξ
1

q´

´
´

ϕpξ ´ 0q ¨ pu1
rµs2

pξ ´ 0q ´ upξ ´ 0q ¨ pϕ1
rµs2

pξ ´ 0q
¯¯

“
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“ ϕpξ ´ 0q
´

pu1
rµs2

¯1

rσs3
ppτ

ξ
1

q ´ upξ ´ 0q
´

pϕ1
rµs2

¯1

rσs3
ppτ

ξ
1

q “

“ ´ϕpξ ´ 0qF 1
rσs3

ppτ
ξ
1

q, (64)

так как upxq — решение неоднородного уравнения и ϕpxq — решение однородного уравнения.
Аналогично доказывается равенство

˜

ψ1pxq

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

¸1

rσs3

ppτ
ξ
3

q “ ´ϕpξ ` 0qF 1
rσs3

ppτ
ξ
3

q, (65)

Для нахождения производной

ˆ

ψ1pxq
´

u
ϕ

¯1

rµs2

˙1

rσs3

ppτ
ξ
2

q, воспользуемся равенством (59):

˜

ψ1pxq

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

¸1

rσs3

ppτ
ξ
2

q “

“

ψ1pτ ξ
2

q
´

u
ϕ

¯1

rµs2
pτ ξ

2
q ´ ψ1pτ ξ

1
q

´

u
ϕ

¯1

rµs2
pτ ξ

1
q

σpτ ξ
2

q ´ σpτ ξ
1

q
“

“
1

σpτ ξ
2

q ´ σpτ ξ
1

q

´

ϕpξq ¨ pu1
rµs2

pτ ξ
2

q ´ upξq ¨ pϕ1
rµs2

pτ ξ
2

q´

´
´

ϕpξq ¨ pu1
rµs2

pτ ξ
1

q ´ upξq ¨ pϕ1
rµs2

pτ ξ
1

q
¯¯

“

“ ϕpξq
´

pu1
rµs2

¯1

rσs3
ppτ

ξ
2

q ´ upξq
´

pϕ1
rµs2

¯1

rσs3
ppτ

ξ
2

q “ ´ϕpξqF 1
rσs3

ppτ
ξ
2

q, (66)

ввиду того, что upxq — решение неоднородного уравнения и ϕpxq — решение однородного
уравнения.

Положим

ψ2pxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

´ 1

ϕpxq , x R Spσq,

´ 1

ϕpξ´0q , x “ pτ
ξ
1
,

´ 1

ϕpξq , x “ pτ
ξ
2
,

´ 1

ϕpξ`0q , x “ pτ
ξ
3
.

(67)

Тогда, с учетом (63), (64), (65) и (66), мы получим требуемое. Теорема доказана.

Определение 2. Функцию ϕ1pxq, определенную на множестве r0; ℓsµ, назовем T0–

системой, если функция положительна на этом множестве.

Определение 3. Систему функций tϕ1pxq, ϕ2pxqu, определенных на множестве r0; ℓsµ, на-

зовем T1–системой, если любая функция α1ϕ1pxq ` α2ϕ2pxq, при этом α2

1
` α2

2
ą 0, имеет

не более одной перемены знака.

Определение 4. Систему tϕipxqui“2

i“1
µ–непрерывных на r0; ℓsµ функций назовём системой

Маркова или M -системой, если для любого n (n “ 1, 2) система tϕipxqui“n
i“1

является Tn´1-

системой.

Определение 5. Назовем однородное уравнение

Lu ” ´
d

drσs3

´

pu1
rµs2

¯

`
dQ

drσs3
u “ 0 (68)

неосциллирующим на r0; ℓsµ, если любое нетривиальное его решение имеет не более одного

нулевого места.
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Теорема 5. Следующие условия эквиваленты:

1) однородное уравнение

´
d

drσs3

´

pu1
rµs2

¯

`
dQ

drσs3
u “ 0

не осциллирует на r0; ℓsµ;

2) справедливо представление Пойа–Маммана

´
d

drσs3

´

pu1
rµs2

¯

`
dQ

drσs3
u “ ´

1

ϕ

˜

pϕ2

ˆ

u

ϕ

˙1

rµs2

¸1

rσs3

; (69)

3) существует фундаментальная система tuipxqu2i“1
решений однородного уравнения та-

кая, что W1pxq “ u1pxq ą 0, W2pxq “ W ru1,u2spxq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u1pxq u2pxq
u1

1
rµs2

pxq u2
1
rµs2

pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą 0;

4) в пространстве решений однородного уравнения Lu “ 0 существует фундаментальная

система решений являющаяся M -системой на r0; ℓsµ;

5) существует фундаментальная система решений однородного уравнения, которая яв-

ляется системой Чебышева порядка 1.

Доказательство. Докажем цепочку импликаций 1q ñ 2q ñ 3q ñ 4q ñ 5q ñ 1q.
1q ñ 2q. Так как однородное уравнение Lu “ 0, по условию, не осциллирует на r0; ℓsµ,

то решения ϕ1pxq и ϕ2pxq уравнения Lu “ 0, удовлетворяющие начальным условиям up0q “
0, pu1

rµs2
p0q “ 1 и upℓq “ 0, pu1

rµs2
pℓq “ ´1 соответственно, положительны на r0; ℓsµzt0u и

r0; ℓsµztℓu соответственно. Тогда их сумма ϕpxq “ ϕ1pxq `ϕ2pxq положительна на всем r0; ℓsµ.
Теперь остается повторить рассуждения теоремы 4.

2q ñ 3q. Пусть ϕpxq — положительное решение Lu “ 0 о котором говорится в представле-
нии Пойа–Маммана, ϕ1pxq — произвольное решение уравнения Lu “ 0, линейно независимое
с ϕpxq. Ранее доказано, что определитель Вронского этой системы постоянен. Если он по-
ложителен, то мы берем u1pxq “ ϕpxq, u2pxq “ ϕ1pxq, и u1pxq “ ϕpxq, u2pxq “ ´ϕ1pxq в
противном случае.

Остальные импликации вытекают из определений.
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