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Аннотация. В гильбертовом пространстве абстрактное линейное параболическое
уравнение с симметричным оператором и нелокальным весовым интегральным условием
решается приближённо проекционно-разностным методом с использованием по времени
неявного метода Эйлера. Аппроксимация задачи по пространственным переменным ори-
ентирована на метод конечных элементов. Для рассматриваемой задачи в условиях слабой
разрешимости установлена среднеквадратичная сходимость проекционно-разностного ме-
тода, а также получены оценки погрешностей и порядки скорости сходимости.
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Abstract. We search for an approximate solution of an abstract linear parabolic equation
in a Hilbert space with a symmetrical operator and a nonlocal weighted integral condition by
the projection-difference method and the implicit Euler method in time. The approximation
of the problem with respect to spatial variables is oriented to the finite element method.
For the problem under consideration, in conditions of weak solvability, the root-mean-square
convergence of the projection-difference method is established, and the error estimates and the
orders of the rate of convergence are obtained.
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ВВЕДЕНИЕ

При приближённом решении параболических уравнений весьма эффективны проекционно-
разностные методы. В приложениях наряду с задачами Коши для параболических уравнений
(см., например, [1] – [5]), большой интерес также представляют параболические задачи с нело-
кальными по времени, в частности, интегральными, условиями на решение. Так, например,
в задаче о распространении радионуклидов в водной среде, в задаче долгосрочного прогноза
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температуры океана возникает необходимость задавать в качестве исходных не начальные, а
средние по времени данные для неизвестных величин [6], [7].

В настоящей работе рассматриваются вопросы сходимости проекционно-разностного мето-
да с неявной схемой Эйлера по времени для параболического уравнения с симметричным опе-
ратором и весовым интегральным условием на решение. Отметим, что так называемая слабая
разрешимость для рассматриваемой задачи с несимметричным оператором была установлена
в [8]. В [9] была получена обобщённая разрешимость этой задачи в случае симметричности
оператора.

Сходимость проекционно-разностного метода для рассматриваемой задачи в случае, когда
оператор, вообще говоря, не является симметричным, установлена в [10] и [11]. Сделанное в
настоящей работе предположение о симметричности оператора позволяет усилить и допол-
нить результаты [10] и [11].

Отметим также, что сходимость проекционно-разностного метода для параболического
уравнения с симметричным оператором и интегральным условием в простейшем случае ве-
совой функции тождественно раной единице исследовалась в [12].

1. ОПИСАНИЕ ТОЧНОЙ И ПРИБЛИЖЁННОЙ ЗАДАЧ

Пусть задана тройка сепарабельных гильбертовых пространств V Ă H Ă V 1, где про-
странство V 1 – двойственное к V , а пространство H отождествляется со своим двойственным
H 1. Оба вложения плотные и непрерывные. На u, v P V определена полуторалинейная форма
apu,vq. Пусть для всех u, v P V выполнены оценки

|apu,vq| ď M}u}V }v}V , Re apu,uq ě α}u}2V , p1q

где α ą 0. Очевидно, что форма apu,vq порождает линейный ограниченный оператор A : V Ñ
V 1, такой что для u, v P V выполняется apu,vq “ pAu,vq. Отсюда следует оценка }A}V ÑV 1 ď M .
Здесь под выражением типа pz,vq понимается значение функционала z P V 1 на элементе
v P V . Для z P H выражение pz,vq, в силу отождествления H ” H 1, совпадает со скалярным
произведением в H [13, с. 58].

В пространстве V 1 на r0,T s рассматривается параболическая задача

u1ptq `Auptq “ fptq,

Tż

0

pptquptq dt “ u. p2q

В (2) заданы функция t Ñ fptq P V 1, элемент u и функция t Ñ pptq P R
1. Производные

функций здесь и далее понимаются в обобщённом смысле.
В [8] доказана теорема о существовании слабого решения задачи (2).
Теорема 1. Пусть в задаче (2) выполнены условия (1), функция

fptq P L1p0,T ;Hq
Ş
L2p0,T ;V 1q. Пусть функция pptq абсолютно непрерывная,

невозрастающая и принимает положительные значения на r0,T s. Пусть также
u P DpAq “ tv P V |Av P Hu. Тогда задача (2) имеет единственное решение uptq,
такое что u P L2p0,T ;V q

Ş
Cpr0,T s,Hq, u1 P L2p0,T ;V 1q. Кроме того, справедлива оценка

max
0ďtďT

}uptq}2H `

Tż

0

´
}uptq}2V ` }u1ptq}2V 1

¯
dt ď

C
!

}Au}2H `

ˆ Tż

0

}fptq}H dt

˙2

`

Tż

0

}fptq}2V 1 dt
)
.
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Опишем некоторые факты, связанные с проекционными подпространствами. Пусть Vh –
конечномерное подпространство пространства V . Здесь параметр h ą 0. Отметим, что на
Vh можно рассматривать нормы пространств V,H, V 1. Определим пространство V 1

h, задав на
uh P Vh двойственную норму }uh}V 1

h
“ sup |puh,vhq|, где точная верхняя граница берётся по

всем vh P Vh, таким что }vh}V “ 1. Очевидно, что }uh}V 1
h

ď }uh}V 1 puh P Vhq. Обозначим через
Ph ортогональный проектор в пространстве H на Vh Ă H. В [3] замечено, что оператор Ph
допускает продолжение по непрерывности до оператора P h : V 1 Ñ V 1

h и справедлива оценка

}Phu}V 1
h

ď }u}V 1 pu P V 1q. p3q

Отметим также для u P V 1 и v P H соотношение pP hu,vq “ pu,Phvq, которое получается
соответствующим предельным переходом [4].

Определим проектор Ритца. Из теоремы Лакса-Мильграмма [14, с. 19] для любого эле-
мента u P V следует существование единственного uh P Vh, такого что для любых vh P Vh
выполняется равенство apuh,vhq “ apu,vhq. Таким образом, определён оператор Rh : V Ñ Vh,
называемый проектором Ритца, такой что Rhu “ uh и для всех u P V и vh P Vh выполне-
но apRhu, vhq “ apu, vhq. Из определения оператора Ритца следует, что для любого u P V

справедливо равенство
P hARhu “ P hAu. p4q

Отметим также оценку, приведённую в [15]:

}pI ´Rhqu}V ď Mα´1}pI ´Qhqu}V pu P V q, p5q

где Qh – ортопроектор в пространстве V на Vh.
В пространстве Vh рассмотрим приближённую задачу:

uhk ´ uhk´1

τ
`Ahu

h
k “ fhk pk “ 1, N q,

Nÿ

k“1

pku
h
kτ “ uh. p6q

В (6) N — натуральное число, τ “ T {N ; pk “ pptkq, где tk — точки разбиения отрезка
0 “ t0 ă t1 ă ... ă tN “ T , такого что tk ´ tk´1 “ τ ; fhk “ τ´1

ştk
tk´1

P hfptq dt; uh “ Rhu, а

Ah “ P hA : Vh Ñ Vh.
В [10] показано, что задача (6) имеет единственное решение. Там же, в [10], получена схо-

димость приближённых решений задачи (2) к точному, а также оценки скорости сходимости
при условии равномерной по h ограниченности }Ph}VÑV .

Далее в работе всюду предполагается, что форма apu,vq является симметричной, то есть
apu,vq “ apv,uq, где черта над комплексным числом означает переход к сопряжённому числу.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Из симметричности формы apu,vq, оценки apu,uq ě α}u}2V и соотношения pAhuh,vhq “
apuh,vhq, где uh, vh P Vh, следует самосопряжённость и положительная определённость опе-
ратора Ah : Vh Ñ Vh. В таком случае существует опрератор A´1

h : Vh Ñ Vh. Заметим также,

что существует самосопряжённый положительно определённый оператор A
1{2
h : Vh Ñ Vh.

Приведём необходимое далее утверждение из [4].
Лемма 1. Для любых uh P Vh выполняются оценки:

α}uh}2V ď }A
1

2

huh}2H ď M}uh}2V , p7q

α}A
´ 1

2

h uh}2H ď }uh}2V 1
h

ď M}A
´ 1

2

h uh}2H . p8q
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Пусть форма apu,vq является сим-
метричной. Обозначим через zhk “ uhk ´ Phuptkq pk “ 1,N q, где uptq – решение задачи (2), а
uhk – решение задачи (6). Тогда справедлива оценка

max
1ďkďN

}zhk }2V 1
h

`
Nÿ

k“1

´
}zhk ´ zhk´1}2V 1

h
` }zhk }2Hτ

¯
ď

C

# Tż

0

}pI ´Rhquptq}2H dt`
Nÿ

k“1

tkż

tk´1

}uptq ´ uptkq}2H dt`

τ

Nÿ

k“1

˜ tkż

tk´1

|p1psq| ds

¸2

¨

Tż

0

}uptq}2V dt

+
. p9q

Доказательство. К уравнению в (2) применим оператор P h, полученное равенство про-
интегрируем от tk´1 до tk, разделим на τ и вычтем его из уравнения в (6)

zhk ´ zhk´1

τ
´

1

τ
P hA

tkż

tk´1

uptq dt `Ahu
h
k “ 0. p10q

С учётом того что P huptkq “ τ´1
ştk
tk´1

P huptkq dt, из (10) следуют равенства

zhk ´ zhk´1

τ
`Ahz

h
k “ ψhk pk “ 1,Nq, p11q

где ψhk “ τ´1
ştk
tk´1

P hAruptq ´ P huptkqs dt.

Отметим, что из (11) следует соотношение, приведённое в [10]

zhk “ pI ` τAhq´kzh0 `
kÿ

i“1

pI ` τAhq´k`1´iψhi τ pk “ 1,Nq. p12q

Так как zhk – решение уравнения (11), то справедлива оценка [12]

max
1ďkďN

}zhk }2V 1
h

`
Nÿ

k“1

´
}zhk ´ zhk´1}2V 1

h
` }zhk }2Hτ

¯
ď

C

#
}zh0 }2V 1

h
`

Tż

0

}pI ´Rhquptq}2H dt`
Nÿ

k“1

tkż

tk´1

}uptq ´ uptkq}2H dt

+
. p13q

Покажем, что }zh0 }2
V 1
h

оценивается равномерно по h.

В [10] показано, что

zh0 “ B´1
h

«
pN

Nÿ

i“1

pI ` τAhq´N`1´iψhi τ ´
N´1ÿ

k“0

ppk`1 ´ pkq
kÿ

i“1

pI ` τAhq´k`1´iψhi τ´

P hA

Nÿ

k“1

tkż

tk´1

ppptq ´ pkquptq dt

ff
,
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где оператор B´1
h : Vh Ñ Vh определён равенством

B´1
h “

1

p0

«
I `

1

p0

´
I ´

pN

p0
pI ` τAhq´N

¯´1
N´1ÿ

k“0

ppk`1 ´ pkqpI ` τAhq´k

ff´1

ˆ

«
I ´

pN

p0
pI ` τAhq´N

ff´1

p14q

и является обратным к оператору

Bh “ p0

”`
I ´

pN

p0
pI ` τAhq´N

˘
`

1

p0

N´1ÿ

k“0

ppk`1 ´ pkqpI ` τAhq´k
ı
. p15q

Также в [10] показано, что оператор B´1
h является равномерно по h ограниченным, то есть

}B´1
h }HÑH ď

eTαβ

TαβppT q
“ M1, p16q

где β ą 0 – константа из условия непрерывности вложения V Ă H, означающего, что имеет
место оценка

β
1

2 }v}H ď }v}V pv P V q. p17q

С учётом (8), (14) и (16) имеем оценку

}zh0 }2V 1
h

ď M
›››A´ 1

2

h B´1
h

”
pN

Nÿ

i“1

pI ` τAhq´N`1´iψhi τ´

N´1ÿ

k“0

ppk`1 ´ pkq
kÿ

i“1

pI ` τAhq´k`1´iψhi τ ´ P hA

Nÿ

k“1

tkż

tk´1

ppptq ´ pkquptq dt
ı›››

2

H
ď

3Mα´1M2
1

«›››pN
Nÿ

i“1

pI ` τAhq´N`1´iψhi τ
›››
2

V 1
h

`

›››
N´1ÿ

k“0

ppk`1 ´ pkq
kÿ

i“1

pI ` τAhq´k`1´iψhi τ
›››
2

V 1
h

`
›››P hA

Nÿ

k“1

tkż

tk´1

ppptq ´ pkquptq dt
›››
2

V 1
h

ff
. p18q

Из (12) следует, что ξhk “
kř
i“1

pI ` τAhq´k`1´iψhi τ является решением задачи

pξhk ´ ξhk´1qτ´1 `Ahξ
h
k “ ψhk pk “ 1, Nq, ξh0 “ 0.

Тогда, используя (13), получаем

›››pN
Nÿ

i“1

pI ` τAhq´N`1´iψhi τ
›››
2

V 1
h

`
›››
N´1ÿ

k“0

ppk`1 ´ pkq
kÿ

i“1

pI ` τAhq´k`1´iψhi τ
›››
2

V 1
h

“

p2N}ξhk }2V 1
h

`
›››
N´1ÿ

k“0

ppk`1 ´ pkqξhk

›››
2

V 1
h

ď
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p2N max
1ďkďN

}ξhk }2V 1
h

`
ˇ̌
ˇ
N´1ÿ

k“0

ppk`1 ´ pkq
ˇ̌
ˇ
2

max
1ďkďN

}ξhk }2V 1
h

ď

C

# Tż

0

}pI ´Rhquptq}2H dt`
Nÿ

k“1

tkż

tk´1

}uptq ´ uptkq}2H dt

+
. p19q

Оценим теперь третье слагаемое в (18). Учитывая неравенство (3) и ограниченность опера-
тора A : V Ñ V 1, имеем

›››P hA
Nÿ

k“1

tkż

tk´1

ppk ´ pptqquptq dt
›››
2

V 1
h

ď M2
›››
Nÿ

k“1

tkż

tk´1

ppk ´ pptqquptq dt
›››
2

V
“

M2
›››
Nÿ

k“1

tkż

tk´1

´ tkż

t

p1psq ds
¯
uptq dt

›››
2

V
ď M2

˜
Nÿ

k“1

tkż

tk´1

|p1psq| ds ¨

tkż

tk´1

}uptq}V dt

¸2

ď

τM2
Nÿ

k“1

˜ tkż

tk´1

|p1psq| ds

¸2

¨

Tż

0

}uptq}2V dt. p20q

Таким образом, оценка (9) получается из оценок (13), (18), (19) и (20). l

3. СРЕДНЕКВАДРАТИЧНАЯ СХОДИМОСТЬ

Для получения сходимости приближённых решений к точному решению предположим, что
в пространстве V задана последовательность tVhu конечномерных подпространств, предельно
плотная в V , то есть }pI ´Qhqv}V Ñ 0 при h Ñ 0 для любого v P V . Заметим, что такая
последовательность tVhu также предельно плотна в пространствах H и V 1.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Пусть tVhu – предельно плотная в
V последовательность конечномерных подпространств. Тогда при h Ñ 0 и τ Ñ 0

Nÿ

k“1

}uptkq ´ uhk}2Hτ Ñ 0. p21q

Доказательство. Отметим, что правая часть неравенства (9) сходится к нулю при h Ñ 0

и τ Ñ 0: сходимость к нулю первого слагаемого следует из (17), (5) и предельной плотности
tVhu в V , второго – из полученной в [4] оценки

Nÿ

k“1

tkż

tk´1

}uptq ´ uptkq}2H dt ď τC

# Tż

0

}fptq}2V 1 dt`

Tż

0

}uptq}2V dt

+
, p22q

а сходимость к нулю третьего слагаемого, с учётом абсолютной непрерывности функции pptq,
очевидна. Заметим теперь, что

uptkq ´ uhk “ pI ´ Phquptkq ´ zhk “ pI ´ Phqpuptkq ´ uptqq ` pI ´ Phquptq ´ zhk . p23q

С учётом ограниченности оператора I ´ Ph и (22) получаем оценку

Nÿ

k“1

}pI ´ Phqpuptkq ´ uptqq}2Hτ ď
Nÿ

k“1

tkż

tk´1

}uptkq ´ uptq}2H dt ď
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τC

# Tż

0

}fptq}2V 1 dt`

Tż

0

}uptq}2V dt

+
. p24q

Теперь сходимость к нулю (21) следует из (9), (22), (23), (24), равенства

Nÿ

k“1

}pI ´ Phquptq}2Hτ “
Nÿ

k“1

tkż

tk´1

}pI ´ Phquptq}2H dt “

Tż

0

}pI ´ Phquptq}2H dt, p25q

предельной плотности tVhu в H и теоремы Лебега о предельном переходе под знаком инте-
грала. l

4. ОЦЕНКИ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ

Предположим, что существует сепарабельное гильбертово пространство E такое, что
DpAq Ă E Ă V и выполняется типичная для эллиптических операторов оценка

}v}E ď d}Av}H pv P Eq, p26q

где d ą 0. Например, если оператор A порождён в области с гладкой границей Ω Ă R
n равно-

мерно эллиптическим дифференциальным выражением второго порядка и краевым условием
Дирихле, то полагаем

H “ L2pΩq, V “
˝

W 1
2 pΩq, E “ W 2

2 pΩqX
˝

W 1
2 pΩq .

Если же на границе Ω задано краевое условие Неймана, то полагаем

H “ L2pΩq, V “ W 1
2 pΩq, E “ W 2

2 pΩq .

Считаем далее, что подпространства Vh Ă V удовлетворяют условию

}pI ´Qhqv}V ď rh}v}E pv P Eq, p27q

которое типично для подпространств типа конечных элементов [14, гл.3], [1, гл. 2]. В [5]
показано, что из (27) при условии (26) для v P V следует оценка

}pI ´Rhqv}H ď Mdrh}pI ´Qhqv}V . p28q

Покажем, как в сделанных предположениях получаются оценки, позволяющие судить о
скорости сходимости приближенных решений к точному как по временной, так и по про-
странственной переменным.

Следствие 2. Пусть выполнены условия следствия 1 и условия (26), (27). Тогда

Nÿ

k“1

}uptkq ´ uhk}2Hτ ď

C

#
h2

Tż

0

}uptq}2V dt` τ
´ Tż

0

}fptq}2V 1 dt`

Tż

0

}uptq}2V dt
¯+

. p29q

Если же решение задачи более гладкое, а именно u P L2p0,T ;Eq,
u1 P L2p0,T ;Hq, а p1 P L2p0,T q, то справедлива следующая оценка

Nÿ

k“1

}uptkq ´ uhk}2Hτ ď
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C

#
h4

Tż

0

}uptq}2E dt ` τ2
´ Tż

0

}u1ptq}2H dt`

Tż

0

}uptq}2V dt
¯+

. p30q

Доказательство. Из (23) с учётом (25) и (9) получаем оценку

Nÿ

k“1

}uptkq ´ uhk}2Hτ ď C

#
Nÿ

k“1

}pI ´ Phqruptkq ´ uptqs}2Hτ`

Tż

0

}pI ´ Phquptq}2H dt`

Tż

0

}pI ´Rhquptq}2H dt`

Nÿ

k“1

tkż

tk´1

}uptq ´ uptkq}2H dt` τ

Nÿ

k“1

˜ tkż

tk´1

|p1psq| ds

¸2

¨

Tż

0

}uptq}2V dt

+
. p31q

Рассмотрим второе и третье слагаемые в правой части (31). Заметим, что для v P H спра-
ведливо соотношение pI ´ Phqv “ pI ´ PhqpI ´ Rhqv. Тогда, используя оценку (28), будем
иметь

Tż

0

}pI ´ Phquptq}2H dt`

Tż

0

}pI ´Rhquptq}2H dt ď

2M2d2r2h2
Tż

0

}pI ´Qhquptq}V dt. p32q

Оценка (29) теперь следует из (31), (22), (24), (32) и абсолютной непрерывности функции
pptq.

Для получения оценки (30) проведём оценку четвёртого слагаемого в правой части нера-
венства (31):

Nÿ

k“1

tkż

tk´1

}uptq ´ uptkq}2H dt “
Nÿ

k“1

tkż

tk´1

›››
tkż

t

u1psq ds
›››
2

H
dt ď

τ

Nÿ

k“1

tkż

tk´1

tkż

tk´1

}u1psq}2H ds dt “ τ2
Tż

0

}u1psq}2H ds. p33q

Аналогично (33), учитывая ограниченность оператора I ´ Ph, получаем оценку первого сла-
гаемого правой части (31)

Nÿ

k“1

}pI ´ Phqpuptkq ´ uptqq}2Hτ ď τ2
Tż

0

}u1psq}2H ds. p34q

Теперь оценка (30) получается из оценок (31), (33), (34), (32) и (27), а также неравенства

Nÿ

k“1

´ tkż

tk´1

|p1psq| ds
¯2

ď τ

Tż

0

|p1psq|2 ds. p35q

l
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