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Аннотация. На основе инверсного подхода при граничных и начальных условиях
для потенциалов скоростей и электрического потенциала построена модель нелинейных
осцилляций капли с поверхностным электрическим зарядом при движении под действи-
ем электростатических сил движение в идеальной несжимаемой диэлектрической среде.
С использованием метода многих масштабов получены аналитические выражения для
нелинейных осцилляций границы капли при аппроксимации рядами по степеням мало-
го параметра амплитуды и рядами полиномов Лежандра. Определены условия взаимо-
действия мод капиллярных осцилляций, обусловливающего неустойчивость равновесной
формы движущейся заряженной капли.
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NONLINEAR OSCILLATIONS OF A DROP WITH ELECTRIC
CHARGE WHEN MOVING IN A DIELECTRIC MEDIUM

М. V. Knysh, V. V. Morozov, S. N. Razin’kоv

Abstract. On the basis of the inverse approach under boundary and initial conditions for
velocity potentials and electric potential, a model of nonlinear oscillations of a drop with surface
electric charge was built when moving under electrostatic forces in an ideal incompressible
dielectric medium. Using the multi-mas-headquarters method, analytical expressions were
obtained for nonlinear oscillations of the droplet boundary when approximated by series
of degrees of small amplitude parameter and series of Legendre polynomials. Interaction
conditions of capillary oscillation modes which causes instability of equilibrium form of moving
charged drop are determined.

Keywords: drop with electric charge, incompressible dielectric medium, nonlinear
oscillations, velocity potential, electric potential, multiple scale method.

© Кныш М. В., Морозов В. В., Разиньков С. Н., 2024

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2024. № 4 3



М. В. Кныш, В. В. Морозов, С. Н. Разиньков

ВВЕДЕНИЕ

Исследования нелинейных осцилляций капель с электрическими зарядами, совершающих
движение в диэлектрической среде, являются ключевым компонентом научных основ анали-
за закономерностей инициирования атмосферного электричества, спектрометрии термически
нестабильных жидкостей и совершенствования технологий жидкометаллической эпитаксии и
литографии, распыления лакокрасочных материалов, формирования аэрозольных завес для
скрытия объектов от средств оптико-электронного мониторинга [1, 2].

В предлагаемой работе построена модель нелинейных осцилляций заряженной капли иде-
альной несжимаемой электропроводящей жидкости при движении с постоянной скоростью и
установлены условия возникновения взаимодействия мод капиллярных осцилляций [1], обу-
словливающих расширение спектра возбуждающихся мод относительно характеристики ос-
цилляций неподвижной капли.

Цель работы — построение модели и установление закономерностей нелинейных осцилля-
ций заряженной капли при движении в диэлектрической среде.

МОДЕЛЬ НЕЛИНЕЙНЫХ ОСЦИЛЛЯЦИЙ ЗАРЯЖЕННОЙ КАПЛИ
ПРИ ДВИЖЕНИИ В ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СРЕДЕ

При построении модели нелинейных осцилляций капли с поверхностным зарядом Q, со-
вершающей при взаимодействии с внешним электростатическим полем движение в идеальной
несжимаемой диэлектрической среде по аналогии с [2, 3] используем инверсный подход.

Будем полагать, что однородная изотропная среда, заполняющая бесконечно протяжен-
ное пространство, с диэлектрической проницаемостью ε движется с начальной скоростью
~U0 относительно неподвижной капли единичного радиуса идеальной несжимаемой электро-
проводящей жидкости в электростатическом поле. Для постановки задачи возбуждения и
определения пространственно-временных параметров мод капиллярных осцилляций зададим
сферическую систему координат pr, θ, ϕq, начало которой совпадает с центром масс капли.

Базовые уравнения модели возбуждения нелинейных осцилляций находятся при следую-
щих начальных условиях.

1. В начальный момент времени t “ 0 равновесная сферическая форма капли [4] претерпе-
вает центрально-симметричное (без вариаций по угловой координате ϕq возмущение конечной
амплитуды, абсолютное значение которой значительно меньшей радиуса капли.

2. Возмущение поверхности капли, зависящее от величины коэффициента поверхностного
натяжения границы раздела сред, пропорциональное нулевой моде капиллярных осцилляций,
представляет капиллярным волновым движением при изменении радиуса капли на интервале
времени t ą 0 по закону [1, 2]

r pθ, tq “ 1 ` ξ pθ, tq , (1)

где |ξ pθ, tq | ăă 1.
Как показано в [2], движение жидкости имеет потенциальный характер, поэтому поля

скоростей в капле ~V “ ∇ψ p~r, tq и среде ~U “ ∇ϕ p~r, tq определяются функциями потенциалов
скоростей в капле ψ p~r, tq и среде ϕ p~r, tq.

Система уравнений для нахождения нелинейных осцилляций границы раздела сред вклю-
чает в себя уравнения Лапласа [5] для потенциалов скоростей ψ p~r, tq, ϕ p~r, tq и электриче-
ского потенциала Φ p~r, tq:

ψ p~r, tq “ 0, ϕ p~r, tq “ 0, Φ p~r, tq “ 0 (2)

при граничных условиях:
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а) для потенциала скорости ~V в центре капли (r Ñ 0q

ψ p~r, tq Ñ 0; (3)

б) для потенциала скорости ~U в среде и электрического потенциала на бесконечности
(r Ñ 8q

∇ p~r, tq Ñ ~U0, Φ p~r, tq “ 0, (4)

где ~U “ ~U0 в момент времени t “ 0.
Взаимосвязи между потенциалами (2) устанавливаются на границе раздела сред (1) с

применением:
а) кинематического равенства нормальных компонент скоростей жидкости в капле и в

среде (на границе раздела, устанавливаемой выражением (1))

B ξ pθ, tq

B t
“

B ψ p~r, tq

Br
´

1

r2
B ψ p~r, tq

Bθ

B ξ pθ, tq

B θ
, (5)

B ψ p~r, tq

Br
´

1

r2
B ψ p~r, tq

Bθ

B ξ pθ, tq

B θ
“

Bϕ p ~r, tq

Br
´

1

r2
B ϕ p~r, tq

Bθ

B ξ pθ, tq

B θ
; (6)

б) динамического баланса давлений в капле и среде (при t ě 0q

´ Bψp~r, tq
B t ´ 1

2
r∇ψ p~r, tq s2 ` Pin p~r, tq ` PE p~r, tq ´ Pσ “

“ ´ ρ
Bϕ p~r, tq

B t ´ ρ
2

r∇ϕ p~r, tq s2 ` Pout p~r, tq ,

(7)

где Pin p~r, tq и Pout p~r, tq – входное (в капле) и выходное (в среде) давления,

PE p~r, tq “
ε

8π
r∇Φ p~r, tq s 2 (8)

– давление электрического поля заряда капли на границу раздела сред [3],

Pσ “ div ~n, (9)

– давление Лапласа [3], ~n – орт положительной нормали к поверхности капли, ρ – соотношение
плотностей жидкости капли и диэлектрической среды;

в) постоянства электрического потенциала на поверхности капли

Φ p~r, tq “ ΦS ptq . (10)

Калибровка потенциалов (2) и мод капиллярных осцилляций выполняется за счет приме-
нения условий:

а) неизменности собственного электрического заряда капли (при t ě 0q

´
ε

4π

2πż

0

πż

0

r pθ, tqż

0

p~n ¨ ∇Φ p~r, tqq rdr cos θdθdϕ “ Q; (11)

б) постоянства объема капли (при t ě 0q

2πż

0

πż

0

r pθ, tqż

0

r2dr sin θdθdϕ “
4π

3
. (12)
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Условие неподвижности центра масс капли при бесконечной протяженности внешней сре-
ды выполняется автоматически, поэтому расчет амплитуды первой (трансляционной) моды и
мод более высоких порядков следует проводить при граничных гидродинамических условиях
на границе раздела (1).

Начальные условия для поиска нелинейных осцилляций заряженной капли сформулируем,
определяя в момент времени t “ 0 деформацию ее сферической поверхности при начальной
скорости движения границы раздела сред, равной нулю. С учетом требований, заданных
выражениями (11), (12), они имеют вид

ξ pθ, t “ 0q “ ξ0P0 pcos θq ` rεPk pcos θq , k ě 2, (13)

B ξ pθ, tq

B t

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
t “ 0

“ 0, (14)

где

ξ0 “ ´ rε2 1

p2k ` 1q
` O

`
rε3

˘
(15)

– постоянная величина, найденная из условия постоянства объема капли (12), rε – амплиту-
да начального возмущения поверхности заряженной капли, являющаяся малым параметром
задачи возбуждения нелинейных осцилляций, Pk pcos θq – полином Лежандра k-го порядка
(k ě 0q.

АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ ОСЦИЛЛЯЦИЙ ЗАРЯЖЕННОЙ КАПЛИ
ПРИ ДВИЖЕНИИ В ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СРЕДЕ

Для нахождения нелинейных осцилляций границы раздела сред при решении уравнений
(2) при условиях, заданных выражениями (3) – (15), в квадратичном по амплитуде осцилля-
ций приближении используем метод многих масштабов [2].

В соответствии с ним искомые функции ξ pθ, tq, ψ p~r, tq, ϕ p~r, tq и Φ p~r, tq аппроксимируем
рядами по степеням малого параметра rε и рядами полиномов Лежандра при представлении
зависимости от различных масштабов времени Tm “ rεmt, m “ 1, 2, . . .:

ξ pθ, tq “
8ř
m“1

εmξpmq pθ, Tmq, ψ p~r, tq “
8ř
m“0

εm ψpmq p r,θ, Tmq,

ϕ p~r, tq “
8ř
m“0

εmϕpmq p r,θ, Tmq, Φ p~r, tq “
8ř
m“0

εmΦpmq p r,θ, Tmq.
(16)

Производные по времени будем вычислять для полного набора различных масштабов по
правилу B

B t “ B
BT0

` ε B
BT1

`O
`
ε2

˘
.

В результате подстановки рядов (13) в уравнения краевой задачи (2) – (11) и прирав-
нивания в каждом из полученных выражений слагаемых одного порядка малости получим
набор краевых задач для последовательного определения неизвестных функций ξpmq pθ, Tmq,
ψpmq p r,θ, Tmq, ϕpmq p r,θ, Tmq, Φpmq p r,θ, Tmq, m “ 1, 2, . . .

В нулевом порядке малости задача (2)–(11) имеет вид:

∆Φp0q p r,θ, T0q “ 0, ∆ϕp0q p r,θ, T0q “ 0, (17)

где при r Ñ 8

Φp0q p r,θ, T0q Ñ 0, ∇ϕp0q p r,θ, T0q Ñ ~U0, (18)
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при r “ 1

B ϕp0q p r,θ, T0q

B r
“ 0, (19)

Pin p r,θ, T0q `
ε

8π

˜
B Φp0q p r,θ, T0q

B r

¸
´ 2 “ ´

ρ

2

B ϕp0q p r,θ, T0q

B θ
` Pout p r,θ, T0q , (20)

Φp0q p r,θ, T0q “ ΦS pT0q , (21)

´
ε

4π

2πż

0

πż

0

B Φp0q p r,θ, T0q

B r
sin θdθdϕ “ Q. (22)

Решения (17) – (22) для равновесного состояния системы имеют вид:

ϕp 0q p r,θ, T0q “ U

ˆ
r `

1

2r2

˙
cos θ, (23)

Φp0q p r,θ, T0q “
Q

εr
, (24)

В силу линейности уравнений (2) – (4) им должны удовлетворять функции ψpmq p r,θ, Tmq,
ϕpmq p r,θ, Tmq, Φpmq p r,θ, Tmq, m “ 1, 2, . . ., в (16). На этом основании представим указанные
функции для m ě 1 в виде рядов по полиномам Лежандра:

ψpmq p r,θ, Tmq “
8ÿ

n“0

Epmq
n pTmq rnPn pcos θq; (25)

ϕpmq p r,θ, Tmq “
8ÿ

n“0

Gpmq
n pTmq r´ pn`1qPn pcos θq; (26)

Φpmq p r,θ, Tmq “
8ÿ

n“0

F pmq
n pTmq r´ pn`1qPn pcos θq. (27)

В аналогичном виде будем искать последовательные поправки ξpmq pθ, Tmq, m ě 1, к вы-
ражению (1), определяющему форму поверхности капли:

ξpmq pθ, Tmq “
8ÿ

n“0

M pmq
n pTmq Pn pcos θq. (28)

В приближении первого порядка малости по rε для определения коэффи-циентов
E

p1q
n pT0, T1q, Gp1q

n pT0, T1q, F p1q
n pT0, T1q, M p1q

n pT0, T1q, n ě 0, в (25) – (28) система граничных
и начальных условий (5) – (12), с учетом (13) приобретает вид:

при r “ 1:
Bξp1q pθ, T0, T1q

B T0
“

Bψp1q p r,θ, T0, T1q

Br
; (29)

B ψp1q p r,θ, T0, T1q

Br
“

B ϕp1q p r,θ, T0, T1q

Br
`

`ξp1q pθ, T0, T1q
B2ϕp0q p r,θ, T0q

Br2
´

B ϕp0q p r,θ, T0q

Bθ

Bξp1q pθ, T0, T1q

B θ
; (30)
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´
Bψp1q p r,θ, T0, T1q

B T0
`

ε

4π

dΦp0q p r,θ, T0q

dr
ˆ

ˆ

˜
B Φp1q p r,θ, T0, T1q

B r
` ξp1q pθ, T0, T1q

d2Φp0q p r,θ, T0q

dr2

¸
`

` p2 ` ∆Ωq ξp1q p θ, T0, T1q “ ρ

$
&
%´

Bϕp1q

B T0
` ξp1q

˜
Bϕp0q

Bθ

¸2

´
Bϕp0q

Bθ

Bϕp1q

Bθ

,
.
- , (31)

где ∆Ω – угловая часть оператора Лапласа;

Φp1q p r,θ, T0, T1q `
B Φp0q p r,θ, T0q

B r
ξp1q pθ, T0, T1q “ Φ

p1q
S pT0, T1q ; (32)

πż

0

«
B Φp1q p r,θ, T0, T1q

B r
`

˜
B2Φp0q p r,θ, T0q

B r2
` 2

B Φp0q p r,θ, T0q

B r

¸
ˆ ξp1q pθ, T0, T1q

ı
sin θ dθ “ 0 ;

(33)

при t “ 0:
ξp1q pθ, T0, T1q “ P1 pcos θq ; (34)

B ξp1q pθ, T0, T1q

B T0
“ 0; (35)

πż

0

ξp1q pθ, T0, T1q sin θ dθ “ 0. (36)

Заменяя соответствующие функции в (34) – (36) их представлениями из (29) – (33) с учетом
(23), (24), формируем бесконечную систему связанных дифференциальных уравнений, опре-

деляющих неизвестные коэффициенты E
p1q
n pT0, T1q, Gp1q

n pT0, T1q, F p1q
n pT0, T1q,M p1q

n pT0, T1q,
n ě 0:

M
p1q
0 pT0, Tmq “ 0; M

p1q
1 pT0, Tmq “ 0; (37)

при n ě 2:

AnM
p 1q
n´2 pT0, Tmq `Bn

BM
p1q
n´1 pT0, Tmq

B T0
`

B2M
p 1q
n pT0, Tmq

B T 2
0

`

`ω2
nM

p 1q
n pT0, Tmq ` Cn

BM
p1q
n`1 pT0, Tmq

BT0
`DnM

p 1q
n`2 pT0, Tmq “ 0 ; (38)

Ep1q
n pT0, Tmq “

1

n

BM
p1q
n pT0, T1q

B T0
; (39)

Gp 1q
n pT0, Tmq “ ´

1

n` 1

BM
p 1q
n pT0, T1q

BT0
`

`
2

3
U

„
n

p2n ´ 1q
M

p 1q
n´1 pT0, T1q ´

n

p2n ` 3q
M

p 1q
n`1 pT0, Tmq


; (40)
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где

An “
9

4
U2ρχ pnq

n2 pn´ 1q pn´ 2q

p2n´ 3q p2n´ 1q
; (41)

Cn “
3

2
Uρχ pnq

n p2n` 1q

2n` 3
; (42)

Dp1q
n “

9

4
U2ρχ pnq

n2 pn` 1q pn` 2q

p2n` 3q p2n` 5q
; (43)

ω2
n “ χ pnq

˜
n pn´ 1q pn` 2 ´W q ´

9

2
U2ρ

n2
`
p2n` 1q

`
n2 ´ 1

˘
` 3

˘

p2n´ 1q p2n ` 1q p2n` 3q

¸
; (44)

W “
Q2

4πε
; χ pnq “

ˆ
1 ` ρ

n

n` 1

˙´1

; F p 1q
n p T0, Tmq “

Q

ε˚
M p1q
n pT0, Tmq ;

Φ
p1q
S pT0q “ 0; U “

ˇ̌
ˇ~U

ˇ̌
ˇ .

Система, составленная из уравнений (37) – (42) позволяет найти зависимости аппроксими-
рующих коэффициентов от временного масштаба T0; их представление при других временных
масштабах определяются для следующих порядков малости.

В случае неподвижной среды, когда U “ 0, линейное взаимодействие мод, согласно (41) –
(43), отсутствует. Система связанных дифференциальных уравнений (37) – (40) разделяется
на множество несвязанных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными
коэффициентами, определяющих гармонические осцилляции отдельных мод [1, 4].

Таким образом, линейное по малому параметру rε взаимодействие мод возникает вслед-
ствие движения внешней среды. При этом, из (37) – (40) можно установить, что n-ая мода
взаимодействует с pn´ 2q-й, pn´ 1q-й, pn` 1q-й и pn` 2q-й модами по аналогии с вариантом
взаимодействия мод при плоской границе раздела несмешивающихся идеальных несжимае-
мых сред, одна из которых поступательно движется параллельно границе раздела [6].

За счет ламинарного обтекания капли с идеальной жидкостью ее сферическая форма пре-
образуется в сфероид с эксцентриситетом, зависящим от скорости потока и величины заряда
[3, 4]. Осцилляции поверхности капли происходят в окрестности равновесной сфероидальной
формы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, при граничных и начальных условиях для потенциалов скоростей дви-
жения в несмешивающихся средах и электрического потенциала получены уравнения и на
основе их решения методом многих масштабов установлены закономерности нелинейных ос-
цилляций капли с поверхностным электрическим зарядом в идеальной несжимаемой диэлек-
трической среде при воздействии электростатических сил. За счет аппроксимации рядами
по степеням малого параметра амплитуды и рядами полиномов Лежандра выполнено ана-
литическое представление колебаний граница капли, позволяющее исследовать нелинейные
колебания и оценивать условия равновесного состояния в зависимости от скорости ламинар-
ного обтекающего потока и величины поверхностного заряда. Найдены характеристики вза-
имодействия мод капиллярных осцилляций, обусловливающего неустойчивость равновесной
формы движущейся заряженной капли.
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