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Аннотация. В данной работе представлена численная модель распространения удар-
ной волны в газовзвеси. Представлены одномерные и двухмерные математические мо-
дели динамики запыленных сред. Математические модели реализовывали континуаль-
ную методику моделирования динамики неоднородных сред –для каждой из компонент
смеси решалась полная гидродинамическая система уравнений движения. Несущая сре-
да описывалась как вязкий, сжимаемый теплопроводный газ. Математическая модель
учитывала обмен импульсом и теплообмен между компонентами смеси. Уравнения ма-
тематической модели решались явным конечно-разностным методом Мак-Кормака для
получения монотонного решения применялась схема нелинейной коррекции. Было выяв-
лено, что в случае периодического распределение концентрации дисперсной компоненты,
при прохождении ударной волны по газовзвеси происходит формирование физических
полей несущей среды и дисперсной компоненты с периодической структурой.
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SHOCK WAVE WITH A GAS SUSPENSION WITH A

PERIODIC DISTRIBUTION OF THE DISPERSED PHASE
CONCENTRATION
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Abstract. This paper presents a numerical model of shock wave propagation in a gas
suspension. One-dimensional and two-dimensional mathematical models of the dynamics of
dusty media are presented. Mathematical models implemented a continuum technique for
modeling the dynamics of inhomogeneous media—for each component of the mixture, a
complete hydrodynamic system of equations of motion was solved. The carrier medium was
described as a viscous, compressible heat-conducting gas. The mathematical model took
into account the exchange of momentum and heat exchange between the components of the
mixture. The equations of the mathematical model were solved by the explicit finite-difference
McCormack method; a nonlinear correction scheme was used to obtain a monotonic solution.
It was found that in the case of a periodic distribution of the concentration of a dispersed
component, when a shock wave passes through a gas suspension, the formation of physical
fields of the carrier medium and a dispersed component with a periodic structure occurs.
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из приложений математики является моделирование динамики сплошных сред [1–
22]. Так как часто задачи гидродинамики имеют нелинейный характер для интегрирова-
ния уравнений гидродинамики применяются численные методы. Частным случаем сплош-
ных сред являются неоднородные среды. В отличие от классической гидродинамики [1] в
гидродинамике неоднородных сред [2] течения определяются взаимодействием между компо-
нентами смеси. В монографии [2] представлена общая теория динамики многофазных сред. В
монографии [3] исследованы проблемы движения двухфазных сред – газожидкостных сред с
большими скоростями. Изложены теоретические основы, расчетные методы и прикладные за-
дачи. В монографии [4] изложены вопросы математического моделирования ударно-волновых
процессов в многофазных средах. Получены уравнения и найдена структура ударной волны
в смеси газов и двухфазной смеси. В монографии [5] в одномерном приближении, без учета
вязкости среды разработаны математические моделии проведены численные расчеты дина-
мики запыленных, газокапельных и порошковых сред. В монографии [6] разработаны маг-
матические модели, численные алгоритмы моделирования и приведены результаты расчетов
ударно-волновых и детонационных процессов в газовзвесях металлических частиц. Исследо-
вание динамических процессов в неоднородных жидких средах имеет широкое применение
в промышленности, например, в ядерной энергетике, в химической технологии, нефтяных и
газовых хозяйствах [7-9]. В исследовании [10] численно моделируется взаимодействие удар-
ной волны и пузырьков в сжимаемом многофазном потоке. Численная модель позволяла
анализировать структуру потока и массоперенос компонент смеси. Другим видом течений
неоднородных сред являются течения газокапельных и запыленных сред – газовзвесей. В
работе [11] изучались физические механизмы образования областей повышенной концентра-
ции частиц в турбулентных потоках, при обтекании двухфазными течениями тел, а также
в свободных концентрированных вихрях. В исследовании [12] рассматривается турбулентное
течение смеси газа и твердых частиц в канале с проницаемыми стенками, которое отражает
основные особенности течений в камере сгорания ракетного двигателя на твердом топли-
ве. В публикации [13] исследованы особенности распространения пламени в газообразных
химически активных смесях, содержащих химически нейтральные микрочастицы. В случае
равномерного распределения частиц в смеси поглощаемое вблизи фронта пламени излучение,
повышая температуру перед фронтом, увеличивает скорость пламени, не изменяя режим го-
рения. При неравномерном распределении частиц поглощение излучения в области высокой
концентрации частиц может приводить к дистанционному воспламенению смеси и при опре-
деленных условиях — к возникновению детонации.

Анализ работ посвященных динамике газовзвсей демонстрирует, что в связи с проблема-
ми промышленных технологий представляет интерес математическое моделирование течений
газовзвесей с учетом эффектов межфазного взаимодействия. В данной работе моделирова-
лось распространение ударной волны в неоднородной среде, где концентрация частиц имеет
периодическое распределение. Математическая модель учитывала межфазный теплообмен и
межфазный обмен импульсом. Исследовано влияние распределения концентрации дисперс-
ной фазы на параметры динамики несущей среды.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В работе применяется континуальная математическая модель динамики газовзвеси для
двухтемпературной двухскоростной монодисперсной смеси газа и частиц [14–18]. Система
уравнений динамики газовзвеси включает в себя уравнения неразрывности для несущей сре-
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ды (1):
Bρ1
Bt ` B pρ1u1q

Bx ` B pρ1v1q
By “ 0 (1)

Для описания сохранения импульса вязкого сжимаемого газа интегрировалось система
уравнений пространственных компонент импульса газа (4),(5); учитывался обмен импульсом
между несущей средой и дисперсной компонентой – Fx,Fy :

B pρ1u1q
Bt `

`
ρ1 u

2
1

` p´ τxx
˘

Bx ` B pρ1 u1 v1 ´ τxyq
By “ ´Fx ` αBp{Bx (2)

B pρ1v1q
Bt ` B pρ1 u1v1 ´ τxyq

Bx ` B
`
ρ1 v

2
1

` p´ τyy
˘

By “ ´Fy ` αBp{By (3)

В систему уравнений динамики несущей среды входит уравнение сохранения энергии для
динамики вязкого газа (4):

B pe1q
Bt ` B ppe1 ` p´ τxxqu1 ´ τxyv1 ` λBT1{Bxq

Bx ` B ppe1 ` p´ τyyq v1 ´ τxyu` λBT1{Bxq
By “

“ ´Q´ |Fx| pu1 ´ u2q ´ |Fy| pv1 ´ v2q ` αB ppu1q{Bx ` αB ppv1q{By (4)

Тензоры вязких напряжений в двухмерном случае записываются, через составляющие

вектора скорости следующим образом: τxx “ µ
`
2Bu1

Bx ´ 2

3
D

˘
,τyy “ µ

´
2Bv1

By ´ 2

3
D

¯
,τxy “

µ
´

Bu1

By ` Bv1
Bx

¯
,D “ Bu1

Bx ` Bv1
By .

В континуальной методике моделирования динамики неоднородных сред динамика дис-
персной фазы описывается как динамика однородной среды, для чего вводится понятие сред-
ней плотности [2] –ρ2 “ α2ρ20, где ρ2pt,x,yq “ α2pt,x,yq ρ20, ρ20 “ const — физическая
плотность материала дисперсной компоненты смеси. Для средней плотности записывались
уравнения сохранения (5):

Bρ2
Bt ` B pρ2u2q

Bx ` B pρ2v2q
By “ 0 (5)

Также для течения газовзвеси записываются уравнения сохранения импульса дисперсной
фазы (6), (7):

B pρ2u2q
Bt ` B

Bx
`
ρ2u

2
2

˘
` B

By pρ2u2v2q “ Fx ´ α
Bp
Bx (6)

B pρ2v2q
Bt ` B pρ2u2v2q

Bx ` B
`
ρ2v

2
2

˘

By “ Fy ´ αBp{By (7)

Для дисперсной фазы также решаются уравнения сохранения энергии (8):

B pe2q
Bt ` B

Bx pe2u2q ` B
By pe2v2q “ Q (8)

Составляющие вектора межкомпонентного обмена импульсом в двухмерном случае — Fx,
Fy:

Fx “ Fxad ` FxA ` Fxam, Fxad “ 3

4

α

pdqCdρ1

b
pu1 ´ u2q2 ` pv1 ´ v2q2 pu1 ´ u2q ,

FxA “ αρ1

ˆBu1
Bt ` u1

Bu1
Bx ` v1

Bu1
By

˙
,

Fxam “ 0.5αρ1

ˆBu1
Bt ` u1

Bu1
Bx ` v1

Bu1
By ´ Bu2

Bt ´ u2
Bu2
Bx ´ v2

Bu2
By

˙
,
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Fy “ Fyad ` FyA ` Fyam, Fyad “ 3

4

α

pdqCdρ1

b
pu1 ´ u2q2 ` pv1 ´ v2q2 pv1 ´ v2q ,

FyA “ αiρ1

ˆBv1
Bt ` u1

Bv1
Bx ` v1

Bv1
By

˙
,

Fyam “ 0.5αρ1

ˆBv1
Bt ` u1

Bv1
Bx ` v1

Bv1
By ´ Bv2

Bt ´ u2
Bv2
Bx ´ v2

Bv2
By

˙
,

Здесь индексы ad, A, am — обозначают соответственно силы аэродинамического сопротив-
ления, динамическую силу Архимеда и силу присоединенных масс [2]. Здесь p, ρ1, u1, v1 —
давление, плотность, декартовы составляющие скорости несущей среды в направлении осей
x и y соответственно; T1, e1 — температура и полная энергия газа; ρ2, T2, e2, u2, v2 — средняя
плотность, температура, внутренняя энергия, декартовы составляющие скорости дисперсной
фазы в направлении осей x, y;µ, λ – вязкость и теплопроводность газа. Температуры и дав-
ление несущей среды определяются выражениями T1 “ pγ ´ 1qpe1{ρ1 ´ 0.5pu21 ` v21q{R, где
R — газовая постоянная несущей фазы, p “ pγ ´ 1qpe1 ´ 0.5ρ1pu21 ` v21qq. Внутренняя энер-
гия взвешенной в газе дисперсной фазы определяется как e2 “ ρ2Cp2T2, где Cp2 — удельная
теплоемкость единицы массы вещества i-ой фракции дисперсной фазы. Теплообмен между
несущей и дисперсной фазой описывается выражением – Q “ 6αλNu1pT1 ´ T2q{d2. Здесь
Nu1 — относительное число Нуссельта [6], d — диаметр частицы. Число Нуссельта опреде-
ляется с помощью известной аппроксимации в зависимости от относительного числа Маха —
M1, относительного числа Рейнольдса — Re1 и числа Прандтля — Pr [5]:

M1 “ |V1 ´ V2| {c, Vi “ rui,vis ,Pr “ Cpµλ
´1, Nu1 “ 2 exp p´M1q ` 0.459Re0.551 Pr0.33

Полученные системы дифференциальных уравнений в частных производных– (1)–(8) ре-
шалась явным конечно-разностным методом Мак-Кормака [18, 19] с расщеплением по про-
странственным направлениям [18, 20] и схемой нелинейной коррекции [21, 22].

Монотонность решения достигалась с помощью применения алгоритма нелинейной кор-
рекции [21, 22] к вектору искомых функций — U “ pρ1, u1, v1, e1, ρ2, u2, v2, e2qТ системы урав-
нений после перехода на новый временной слой при t “ tn`1. Алгоритм коррекции выпол-
нялся последовательно вдоль координаты x, а затем вдоль координаты y в расчетной об-
ласти [21,22]. Нижний индекс обозначает номер узла сетки соответственно вдоль x или y:

Uj “ rUj ` k
`
δΦj`1{2 ´ δΦj´1{2

˘
, где δΦj`1{2 “ δ rUj`1{2, если

´
δ rUj´1{2 ¨ δ rUj`1{2

¯
ă 0, или

´
δ rUj`1{2 ¨ δ rUj`3{2

¯
ă 0, и δΦj`1{2 “ 0 в любом другом случае. Здесь использованы обозначе-

ния: δ rUj´1{2 “ rUj ´ rUj´1,δ rUj`1{2 “ rUj`1 ´ rUj,δ rU
j`3{2

“ rU j`2´ rU j`1, где rUj-значение функции

после перехода на (n`1)-ый временной слой по схеме Мак-Кормака, коэффициент k “ 0.125.
Сопоставление расчетов ударно-волновой динамики газовзвеси с известными из литера-

туры результатами численных расчетов проведено в работе [14]. Сопоставление физического
эксперимента ударно-волновой динамики газовзвсей с численными расчетами проведенными
описанной в работе численной моделью проведено в работе [15]. Сопоставление результатов
численных расчетов акустических колебаний газовзвеси с результатами физического экспе-
римента проведено в работе [16]. Исследование сеточной сходимости численного алгоритма
проведено в работе [17].

В двухмерной конечно-разностной аппроксимации на границах расчетной области для газа
и дисперсной фазы задавались граничные условия:

u1 pt,1,jq “ 0, u2 pt,1,jq “ 0, v1 pt,1,jq “ 0,v2 pt,1,jq “ 0, u1 pt,Nx,jq “ 0,u2 pt,Nx,jq “ 0,

v1 pt,Nx,jq “ 0,v2 pt,Nx,jq “ 0, u1 pt,i,1q “ u1 pt,i,2q ,u2 pt,i,1q “ u2 pt,i,2q ,
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v1 pt,i,1q “ v1 pt,i,2q , v2 pt,i,1q “ v2 pt,i,2q ,
u1 pt,i,Nyq “ u1 pt,i,Ny ´ 1q ,u2 pt,i,Nyq “ u2 pt,i,Ny ´ 1q ,
v1 pt,i,Nyq “ v1 pt,i,Ny ´ 1q ,v2 pt,i,Nyq “ v2 pt,i,Ny ´ 1q ,

ρ1 pt,1,jq “ ρ1 pt,2,jq ,ρ2 pt,1,jq “ ρ2 pt,2,jq ,
ρ1 pt,Nx,jq “ ρ1 pt,Nx ´ 1,jq ,ρ2 pt,Nx,jq “ ρ2 pt,Nx ´ 1,jq ,

ρ1 pt,i,1q “ ρ1 pt,i,2q ,ρ2 pt,i,1q “ ρ2 pt,i,2q ,
ρ1 pt,i,Nyq “ ρ1 pt,i,Ny ´ 1q , ρ2 pt,i,Nyq “ ρ2 pt,i,Ny ´ 1q ,

e1 pt,1,jq “ e1 pt,2,jq , e2 pt,1,jq “ e2 pt,2,jq ,
e1 pt,Nx,jq “ e1 pt,Nx ´ 1,jq ,e2 pt,Nx,jq “ e2 pt,Nx ´ 1,jq ,

e1 pt,i,1q “ e1 pt,i,2q ,e2 pt,i,1q “ e2 pt,i,2q ,
e1 pt,i,Nyq “ e1 pt,i,Ny ´ 1q ,e2 pt,i,Nyq “ e2 pt,i,Ny ´ 1q ,

p pt,1,jq “ p pt,2,jq , p pt,Nx,jq “ p pt,Nx ´ 1,jq ,
p pt,i,1q “ p pt,i,2q , p pt,i,Nyq “ p pt,i,Ny ´ 1q .

Здесь Nx и Ny количество узлов в x и y направлениях соответственно.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В качестве газовзвеси рассматривался воздух со взвешенными в нем частицами кварце-
вого песка. Физическая плотность кварцевого песка ρ20 “ 2500 кг/м3, диаметр частиц —
d “ 2 мкм, объемное содержание частиц α0 “ 0.001. При моделировании задавались следую-
щие параметры несущей фазы газовзвеси: M “ 29 ¨ 10´3 кг/моль — молярная масса воздуха,
теплопроводность несущей среды предполагалась равной — λ “ 0.02553 Вт/(м¨К), динамиче-
ская вязкость несущей среды — µ “ 1,7210´5 Па¨с, γ “ 1.4, R “ 8.31 Дж/(моль¨K). Область
представляла собой трубу, разделенную на две части диафрагмой. В левой части трубы за-
давалось повышенное давление. Поперечная составляющая скорости газа и дисперсной фазы
приравнивались нулю — v1 “ 0, v2 “ 0, таким образом двухмерная математическая мо-
дель динамики газовзвеси редуцировалась до одномерной. В серии проведенных численных
расчетов предполагалось, что распределение дисперсной фазы в камере низкого давления
отличается от её распределения в камере высокого давления Моделируется следующий про-
цесс: в камере высокого давления — p1 “ 98 кПа, в камере низкого давления — p2 “ 9.8 кПа.
Распределение средней плотности дисперсной фазы вдоль оси x описывается периодическим
законом: ρ2pxq “ ρ20α0p1 ` sinp20πpx ´ L{2qq, x ą L{2, ρ2pxq “ ρ20α0, x ď L{2, на рисунке 1
представлено пространственное распределение средней плотности дисперсной фазы в началь-
ный момент времени — t “ 0. Рассмотрим влияние периодического распределения дисперсной
фазы на параметры динамики газовзвеси при прохождении прямого скачка уплотнения через
область периодически распределенной дисперсной фазы.

На рис. 2 (а, б) представлены распределения параметров динамики несущей и дисперсной
фазы, при распространении ударной волны по газовзвеси с периодическим распределением
средней плотности дисперсной фазы формируется периодическая структура характеристик
динамики компонент газовзвеси – скорости дисперсной фазы и плотности несущей среды.

Явление связано с тем, что при прохождении спутным потоком газа локальных максиму-
мов плотности дисперсной фазы, газ из-за межфазного взаимодействия с дисперсной фазой,
теряет свою скорость. При этом происходит переход кинетической энергии газа в потенциаль-
ную, за счет чего происходит локальный рост давления — рис. 3. Следовательно, чередование
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Рис. 1. Начальное распределение средней плотности дисперсной фазы.

а б

Рис. 2. Распределения плотности и несущей среды — рис. 2 а и скорости дисперсной фазы —
рис. 2 б в различные моменты времени.

Рис. 3. Распределения давления газа в различные моменты времени.
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локальных максимумов и минимумов средней плотности дисперсной фазы приводит к фор-
мированию периодической структуры в возмущении движущемся по неоднородной среде.

Для моделирования ударно-волновых течений двухмерной математической моделью ис-
пользуются параметры несущей среды и дисперсной фазы аналогичные течению в одномер-
ном приближении. На рисунке 3 представлено распределение средней плотности дисперсной
фазы в начальный момент времени, распределение средней плотности дисперсной фазы в
двухмерной области описывается периодическим законом: ρ2px,yq “ ρ20α0p1 ` sinp20πpx ´
L{2qq, x ą L{2, ρ2px,yq “ ρ20α0, x ď L{2 — t “ 0.

Рис. 4. Пространственное распределение давления газа и плотности дисперсной фазы в дву-
мерном случае.

Предполагалось, что в камере высокого давления давление газа составляет – p2 “ 103 кПа,
в камере низкого давления давление газа составляет – p1 “ 94 кПа. — рис. 4,а; в камеру низ-
кого давления распространяется волна сжатия, в камеру высокого давления волна разряже-
ния [1]; по мере прохождения ударной волны по газовзвеси с периодическим распределением
средней плотности дисперсной фазы формируется неравномерная поверхность давления газа
– рис. 4,б–г. На поверхности давления газа между переднем крем волны сжатия и перед-
ним краем волны разряжения, наблюдаются участки с повышением и понижением значений
давления газа.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе численно моделировалось движения ударной волны по газовзвеси с большой мас-
совой долей дисперсной фазы и периодическим распределением концентрации дисперсных
включений. Выявлено, что при движении возмущения давления газа в газовзвеси с пери-
одическим распределением средней плотности дисперсной фазы, за счет межфазного вза-
имодействия, газодинамические функции несущей среды и дисперсной фазы приобретают
периодическую структуру. Выявленные закономерности возможно использовать как при мо-
делировании течений газовзвесей с большим объемным содержанием дисперсной фазы так и
при расчетах аппаратов и технологических процессов связанных с динамикой неоднородных
сред.

Работа выполнялась в рамках государственного задания Федерального исследовательского
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а

б

в

г

Рис. 5. Пространственное распределение давления в ударной трубе в различные моменты
времени: а — t “ 0, б — t “ 0.000731 с; в — t “ 0.00146 с; г — t “ 0.00219 с.
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