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Аннотация. В статье представлены результаты исследования динамики семейства
итерированных рациональных функций. Исследованы орбиты точек при различных зна-
чениях параметра, выявлена структура неподвижных точек данного семейства. Разрабо-
таны алгоритмы построения множеств Жюлиа и заполняющих множеств Жюлиа, пред-
ставлена визуализация этих множеств при определенных значениях параметра. Разра-
ботан алгоритм построения множества Мандельброта, выявлено обрамление множества
Мандельброта и алгоритм его построения.
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STUDYING THE DYNAMICS OF A SOME FAMILY OF
RATIONAL FUNCTIONS OF A COMPLEX VARIABLE

V. S. Sekovanov, L. A. Sekovanova

Abstract. The article presents the results of a study of the dynamics of a family of iterated
rational functions. The orbits of points at different values of the parameter were studied, and
the structure of fixed points of this family was revealed. Algorithms for constructing Julia sets
and filling Julia sets have been developed, and visualization of these sets is presented for certain
parameter values. An algorithm for constructing the Mandelbrot set has been developed, the
framing of the Mandelbrot set and the algorithm for its construction have been identified.

Keywords: Fixed point, structure of fixed points, Julia set, filling Julia set, orbit of a
point, Mandelbrot set, framing of the Mandelbrot set.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время активно развивается новое направление науки — дискретные динами-
ческие системы, одной из составляющих которого является голоморфная динамика. Важней-
шими объектами изучения в голоморфной динамике являются множества Жюлиа, структура
неподвижных точек, множества Мандельброта и их обрамления. Связана голоморфная ди-
намика и с новой дисциплиной современной математики — фрактальной геометрией, так как
множества Жюлиа во многих случаях являются фракталами. Граница множества Мандель-
брота также имеет фрактальную структуру. В настоящее время с помощью множеств Жюлиа
и множеств Мандельброта разрабатываются математические модели в физике, экономике и
других дисциплинах.

Изучению указанных объектов посвящены многочисленные исследования, среди которых
укажем [1–26].
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Отметим, что форма множества Жюлиа зависит от структуры неподвижных точек, по-
рождающей его функции. Доминирующими фигурами множеств Мандельброта у полиномов
являются их обрамления, которые исследовались Р. Кроновером, Д. Милнором, Х.-О. Пайт-
геном и П. Х. Рихтером, а также авторами [21, 22].

Р. Кроновер отметил,что обрамлением множества Мандельброта функции f1pzq “ z2 ` cz

являются области, ограниченные касающимися окружностями [3].
Х.-О. Пайтген и П. Х. Рихтер показали, что точки c “ ´0.1226 ˘ 0.7449i будут центрами

самых больших точек множества Мандельброта функции f1pzq “ z2 ` c. Это такие множе-
ства,где каждая точка с обладает тем свойством, что третья итерация функции f1pzq “ z2 `c

имеет неподвижную притягивающую точку [4].
Основоположник фрактальной геометрии Б. Мандельброт впервые рассмотрел простран-

ство параметров на комплексной плоскости для семейства полиномов µpzq “ z2` [1] и раци-

ональных функций αpzq “ c
p1`z2q2
zpz2´1q [4].

В. С. Секованов выявил обрамления множеств Мандельброта четырех семейств полиномов
второй степени [21].

Различные семейства рациональных функций представляют научный интерес с точки зре-
ния особенностей их динамического поведения.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В данной статье мы продолжим выше указанные исследования в следующих направлени-
ях:

а) выявим структуру неподвижных точек семейства рациональных функций fcpzq “
z3

c´z
, c P C, построим при соответствующих значениях параметра c их множества Жюлиа

и заполняющие множества Жюлиа;
б) исследуем множества Мандельброта и обрамления множеств Мандельброта для данного

семейства функций, а также построим эти множества с помощью компьютерных программ.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим семейство функций

fcpzq “ z3

c ´ z
,c P C. (1)

Данное семейство функций имеет три неподвижные точки:

z1 “ 0 и z2,3 “ ´1˘
?
1`4c

2
. Ненулевые неподвижные точки определяются из уравнения

z2 ` z ´ c “ 0. Критические точки определяются из условия fcpzqq1 “ 0, т. е. 3cz2´2z3

pc´zq2 “ 0, где
c P C.

Таким образом, критическими точками являются ž1,2 “ 0, ž3 “ 3

2
c.

Заметим, что нулевая критическая точка z1 “ 0 является также неподвижной притягива-
ющей точкой при любом c P C.

Докажем несколько утверждений.

Утверждение 1. Если |c| ă 2 и |z| ě 2, то lim
nÑ8

f
pnq
c pzq “ 8.

Доказательство. |fcpzq| “ |z|3
|c´z| ě |z|3

|c|`|z| “ |z| |z|2
|c|`|z|. Положим |c| “ 2 ´ 2δ и |z| “ x. Далее

рассмотрим на промежутке r2;8q функцию вещественной переменной ϕpxq “ x2

|c|`x
. Заметим,

что ϕ1pxq “ x2`2|c|x
p|c|`xq2 ą 0. Следовательно, на промежутке r2;8q вещественная функция ϕpxq

возрастает.
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Таким образом, x2

|c|`x
ě 4

|c|`2
“ 4

2´2δ`2
“ 2

2´δ
ą 1. Следовательно, |fcpzq| ě |z| |z|2

|c|`|z| ě
2

2´δ
|z|. Поскольку |fcpzq| ą 2, то |f p2q

c pzq| “ |fcpfcpzqq| ě 2

2´δ
|fcpzq| ě p 2

2´δ
q2|z|. Продолжая

таким образом рассуждения, получим |f pnq
c pzq| ě

´
2

2´δ

¯n

|z|. Следовательно, lim
nÑ8

f
pnq
c pzq “ 8.

Утверждение 2. Если |c| ą 2 и |z| ě |c|, то lim
nÑ8

f
pnq
c pzq “ 8.

Доказательство. Положим |c| “ 2 ` δ:

|fcpzq| “ |z|3
|c ´ z| ě |z|3

|c| ` |z| “ |z| |z|2
|c| ` |z| ě |z|3

|z| ` |z| “ |z|2
2

“ |z| |c|
2

ě |z|p1 ` δ

2
q.

Заметим, что |fcpzq| ě |z| ě |c|. Следовательно, |f p2q
c pzq| “ |fcpfcpzqq| ě

`
1 ` δ

2

˘
|fcpzq| ě p1 `

δ
2
q2|z|. Продолжая рассуждения, получим |f pnq

c pzq| ě p1` δ
2
qn|z|. Следовательно lim

nÑ8
f

pnq
c pzq “

8.
Отметим, что динамическое поведение комплексной функции fc, определенной в окрестно-

сти бесконечно удаленной точки, исследуют с помощью замены переменной z на 1

z
. Поведение

функции fc в бесконечно удаленной точке эквивалентно поведению функции Fcpzq “ 1

fcp 1

z
q в

окрестности нуля. Причем бесконечно удаленная точка является притягивающей неподвиж-
ной точкой fc, если точка 0 является притягивающей неподвижной точкой Fc. В нашем слу-
чае, Fcp0q “ 0 и pFcpzqq1 “ 0.

Мы будем понимать под множеством Мандельброта M данного семейства множества
функций множество, состоящее из точек c P C, для которых орбита критической точки z̆
= 3

2
c функции fcpzq “ z3

c´z

На рисунке 1 изображено множество Мандельброта семейства функции fcpzq “ z3

c´z
, по-

строенное с помощью компьютерной программы.

Рис. 1. Множество Мандельброта семейства функций fcpzq “ z3

c´z
.

Основной модуль программы:

procedure drawM();

var

z,z0,c: Complex;pers, t:real;

begin

SetBrushColor(clWhite); Rectangle(0,0,count, count);

LockDrawing();

t := Milliseconds();

pers :=0;

for var j := count downto 1 do
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{$omp parallel for private(z,z,k,ii,jj,c)}

for var i:= to count - 1 do

c:=((min_x+i*step)/8),(min_y+(count-j-1)*step/8);

z0:=1.5*c;

ii:=Round((z0.Real-min_x)/step);

jj:=Round(count+(min_y-z0.Imaginary)/step);

z0:=(min_x+ii*step, min_y+(count-jj)*step);

z:=z0;

k:=0;

repeat

z:=f(z,c);

try

ii:=Round((z.Real-min_x)/step);

jj:=Round(count+(min_y-z.Imaginary)/step);

z:=(min_x+ii*step, min_y+(count-jj)*step);

exept

k:=iter;

end;

k+=1;

until(k>=iter) or (ii=i) and (j=jj);

if(iter>=k) then

SetPixel(i,j,cBlack);

if pers<Round(((count-j)*count+i)/count/count*100) then

begin

pers:=Round(((count-j)*count+i)/count/count*100);

SetWindowCaption(pers+ ’%’);

end;

end;

drawXY(8);

SetWindowCaption(WindowCaption()+ ’’+(Round(Milliseconds-t)/1000)+’sek’);

UnlockDrawing();

end;

Определение. Обрамлением множества Мандельборта Mc семейства функиций fcpzq “
z3

c´z
, где c P C, будем называть подмножество множества Мандельборта, для каждой точки c

которого функция fcpzq имеет притягивающую неподвижную точку.
Заметим, что для ненулевых неподвижных точек fcpzq справедливо равенство z2

c´z
“ 1.

Следовательно, pfcpzqq1 “ 3cz2´2z3

pc´zq2 “ z2

c´z
3c´2z
c´z

“ 3c´2z
c´z

“ 2 ` c
c´z

. Поскольку c “ z ` z2, то

pfcpzqq1 “ 3 ` 1

z
.

Для ненулевой неподвижной притягивающей точки необходимо выполнение условия
|pfcpzqq1| ă 1, т. е. |3 ` 1

z
| ă 1.

Граница неподвижных притягивающих точек будет описываться уравнением 3` 1

z
“ eit, t P

r0; 2πs. Преобразуя данное уравнение, получим:

c “ 1

eit ´ 3
` 1

peit ´ 3q2 . (2)

Обрамление множества Мандельброта семейства функции p1q, построенное с помощью ком-
пьютерной программы по уравнению p2q, показано на рисунке 2.

Методами вычислительной математики с помощью компьютерного эксперимента полу-
чены константы c1 “ ´0.1875 и c2 “ ´0.25, которые лежат на границе обрамления Ман-
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Рис. 2. Обрамление множества Мандельброта семейства функций fcpzq “ z3

c´z
.

дельброта вдоль вещественной оси, поскольку при данных значениях c модуль производной
|pfcpzqq1| “ 1, т.е. |3 ` 1

z
| “ 1.

Далее исследуем структуру неподвижных точке семейства рациональных функций fcpzq “
z3

c´z
,c P C.
Введем следующие обозначения:
Если функция fcpzq, при определенном значении параметра c, имеет три неподвижные

притягивающие точки, то будем записывать pP P Pq.
Если же одну неподвижную притягивающую точку и две нейтральные неподвижные точ-

ки, то pP N Nq.
Если три отталкивающие неподвижные точки, то pO O Oq.
Аналогично будем обозначать случаи pP O Oq, pN N Nq, pN O Oq и другие.
Замечание 1. Мы считаем тождественными триады, имеющие равно число одинаковых

неподвижных точек. Например, триады pP O Oq и pO P Oq мы не различаем.
Замечание 2. Если при некотором значении c P C функция fcpzq “ z3

c´z
имеет две непо-

движные нейтральные точки и одну притягивающую, то будем говорить, что имеет место
случай pP N Nq.

Совокупность возможных триад при определенных значениях параметра c будем считать
структурой неподвижных точек рассматриваемого семейства функций.

Поскольку для семейства функций fcpzq “ z3

c´z
,c P C, точка z1 “ 0 является притягива-

ющей при каждом значении параметра c, то случаи pN N Nq, pO O Oq, pN O Oq,pN N Oq
невозможны.

Пусть c “ ´0.25. В данном случае z2,3 “ ´1

2
, |pf´0.25pz2,3qq1| “ |3` 1

z2,3
“ 1. Следовательно,

налицо случай pP N Nq.
Пусть c “ ´0.1875. Из уравнения z2`z´c “ 0 находим неподвижные точки z2 “ ´0.25, z3 “

´0.75. Нетрудно подсчитать, что |pf´0.25pz2qq1| “ 1, |pf´0.75pz3qq1| ą 1. Таким образом, имеет
место случай pP N Oq.

Покажем, что случай (P P N) не имеет места.
Предположим противное. Пусть существуют неподвижные точки z2,z3, причем точка z2

нейтральная, а точка z3 притягивающая. Тогда имеет место
ˇ̌
ˇ3 ` 1

z2

ˇ̌
ˇ “ 1, то есть 3 ` 1

z2
“

eit, t P r0; 2πs.
Из последнего равенства получим z2 “ 1

eit´3
. По формула Виета, применительно к

уравнению z2 ` z ´ c “ 0, получим z3 “ ´1 ´ z2, то есть z3 “ 2´eit

eit´3
. Далее имеем

|pfcpz3qq‘| “
ˇ̌
ˇ3 ` eit´3

2´eit

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ3 ` p´1 ´ 1

2´eit
q
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ2 ´ 1

2´eit

ˇ̌
ˇ ě 2 ´ 1

|2´eit| ě ´1. Действительно:

2 ´ eit ě 2 ´
ˇ̌
eit

ˇ̌
“ 1, 1

|2´eit|ď1,´ 1

|2´eit| ě´1
. Следовательно, |pfcpz3qq1| “ 2 ´ 1

|2´eit| ě 1. Мы при-

шли к противоречию, поскольку точка z3 не может быть притягивающей точкой и случай
(P P N) невозможен.

Так как |pf1pz2qq1| ą 1 и |pf1pz3qq1| ą 1, то имеет место случай (P P O).
Покажем, что случай (P P O) имеет место быть. Положим c “ ´0.2.

Тогда z2 “ ´1`?
0,2

2
, z3 “ ´1´?

0,2
2
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|pf´0,2pz2qq1| «
ˇ̌
ˇ3 ` 2

´1`?
0,2

ˇ̌
ˇ ă 1, |pf´0,2pz2qq1| «

ˇ̌
ˇ3 ` 2

´1´?
0,2

ˇ̌
ˇ ą 1. Следовательно, налицо

случай (P P O).
Покажем, что случай (P P P) невозможен.
Установим сначала, что если точка z является неподвижной притягивающей точкой функ-

ции fcpzq, то Re
´

1

1´pfcpzqq1

¯
ą 1

2
.

Положим fcpzq1 “ c, тогда |c| ă 1 и c P D, где D – единичный открытый круг радиуса
единица с центром в начале координат.

Следовательно, 1 ´ c P 1 ` D. Рассмотрим отображение fpzq “ 1

z
. Заметим, что круг 1 ` D

при отображении hpzq “ 1

z
переходит в полуплоскость Repzq ą 1

2
.

Действительно. Точки 0, 2, 1`i, лежащие на границе круга 1`D перходят в точки fp0q “ 8,
fp2q “ 1

2
, fp1 ` iq “ 1´i

2
, лежащие на прямой линии Rez “ 1

2
. Поскольку fp1q “ 1, то

внутренность круга 1 ` D переходит в полуплоскость Repzq ą 1

2
. Поскольку 1 ´ c P 1 ` D,

то Rep 1

1´c
q ą 1

2
. Вернемся к случаю (P P P) и покажем, что он невозможен. Предположим

противное. То есть пусть z1, z2, z3 ´ неподвижные притягивающие точки функции fcpzq “
z3

c´z
, c P C

Рассмотрим функцию:

ϕcpzq “ 1

z ´ fcpzq “ 1

z ´ z3

c´z

“ c´ z

cz ´ z2 ´ z3
z ´ c

z
´
z ´ ´1`

?
1`4c

2

¯ ´
z ´ ´1´

?
1`4c

2

¯

Следуя [3], найдем вычеты:

ipf,ziq “ 1

2πi

¿
dz

z ´ fpziq
“ 1

1 ´ pfpziqq , i “ 1, 2, 3.

Вычислим сначала

ipf,z1q “ 1

2πi

¿
dz

z ´ fpz1q “ 1

1 ´ pfpz1qq
1

1 ´ pfpz1qq “ 1

2πi

¿
dz

z ´ fpz1q “ lim
zÑ0

z ´ c´
z ´ ´1`

?
1`4c

2

¯ ´
z ´ ´1´

?
1`4c

2

¯ “ ´c
1´

?
1`4c
2

1`
?
1`4c
2

“ 1.

Вычислим

pf,z2q “ 1

2πi

¿
dz

z ´ fpz2q “ lim
zÑ ´1`

?
1`4c

2

z ´ c

z
´
z ´ ´1´

?
1`4c

2

¯ “

“
´1`

?
1`4c

2
´ c

´1`
?
1`4c

2

´
´1`

?
1`4c

2
´ ´1´

?
1`4c

2

¯ “ ´1 `
?
1 ` 4c ´ 2c

1 ` 4c ´
?
1 ` 4c

Далее находим

ipf,z3q “ 1

2πi

¿
dz

z ´ fpz3q “ lim
zÑ ´1´

?
1`4c

2

z ´ c

z
´
z ´ ´1`

?
1`4c

2

¯ “

“
´1´

?
1`4c

2
´ c

´1´
?
1`4c

2

´
´1`

?
1`4c

2
´ ´1´

?
1`4c

2

¯ “ ´1 ´
?
1 ` 4c ´ 2c

1 ` 4c `
?
1 ` 4c

.

Найдем сумму

1

1 ´ pfpz2qq1 ` 1

1 ´ pfpz3qq1 “ ´1 `
?
1 ` 4c ´ 2c

1 ` 4c ´
?
1 ` 4c

` ´1 ´
?
1 ` 4c ´ 2c

1 ` 4c `
?
1 ` 4c

“ ´4c
?
1 ` 4c

4c
?
1 ` 4c

“ ´1.
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Таким образом,
1

1 ´ pfpz1qq1 ` 1

1 ´ pfpz2qq1 ` 1

1 ´ pfpz3qq1 “ 0 (3)

Каждая из точек z1,z2,z3, по предположению, является неподвижной притягивающей точ-
кой. Тогда

Re

ˆ
1

1 ´ pfpz1qq1

˙
`Re

ˆ
1

1 ´ pfpz2qq1

˙
`Re

ˆ
1

1 ´ pfpz3qq1

˙
ą 3

2
.

Это противоречит равенству (3).
Таким образом, наше предположение, что все три неподвижных точки z1,z2,z3 являются

притягивающими, оказалось ошибочным.
Интересен второй способ доказательства от противного невозможности существования

случая psymbolP P P q.
Пусть точки z1,z2,z3 — неподвижные притягивающие точки. Тогда |fcpz1q| “ 0, |fcpz2q| “ˇ̌

ˇ3 ` 1

z2

ˇ̌
ˇ ă 1, |fcpz3q| “

ˇ̌
ˇ3 ` 1

z3

ˇ̌
ˇ ă 1.

Положим 3 ` 1

z2
“ ρ2e

it2 , ρ2 P p0; 1q, t2 P r0; 2πs, 3 ` 1

z3
“ ρ3e

it3 , ρ3 P p0; 1q, t3 P r0; 2πs. Из

последних двух равенств следует, что z2 “ 1

3´ρ2e
it2
, z3 “ 1

3´ρ3e
it3

. Согласно теореме Виета,

применительно к уравнению z2 ` z ´ c “ 0, получим 1

3´ρ2e
it2

` 1

3´ρ3e
it3

“ ´1. Следовательно,ˇ̌
ˇ 1

3´ρ2e
it2

` 1

3´ρ3e
it3

ˇ̌
ˇ “ 1,

ˇ̌
ˇ 1

3´ρ2e
it2

` 1

3´ρ3e
it3

ˇ̌
ˇ ď 1

|3´ρ2e
it2 | ` 1

|3´ρ3e
it3 | ă 1

2
` 1

2
“ 1 и мы приходим

к противоречию.
Отметим, что под заполняющим множеством Жюлиа Kpfcq мы понимаем множество, ко-

торое состоит из таких точек z P C, орбиты которых ограничены. Под множеством Жюлиа
jpfcq мы понимаем границу заполняющего множества Жюлиа.

В таблице 1 представлены: структура неподвижных точек функции fcpzq, соответствую-
щие ей заполняющее множества Жюлиа Kpfcq (черный цвет) и множества Жюлиа (границы
заполняющих множеств Жюлиа) при соответствующих значениях параметра c.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье представлены результаты исследования только некоторых динамических
свойств семейства рациональных функций Эти исследования можно продолжить в направ-
лении исследования других особенностей множеств Мандельброта, Жюлия и заполняющего
множества Жюлиа данного семейства функций:

– рассмотреть и обосновать наличие свойств осевой и центральной симметрий;
– найти уравнение границы обрамления множества Мандельброта;
– провести сравнительный анализ динамических свойств данного семейства функций со

свойствами семейства рациональных функций, рассмотренных Б. Ман6дельбротом в [4].
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Таблица 1.
Структура
неподвижных
точек

Параметр c и
функция fcpzq

Изображения заполняющего множества Жюлиа и
множества Жюлиа

1.
(РОО)

c “ 1,
f1pzq “ z3

1´z

2.
(РРО)

c “ ´0,2

f´0,2 “ z3

´0,2´z

3.
(NNP)

c “ ´ ´ 0,25

f´0,25 “ z3

´0,25´z

4.
(PNO)

c “ ´0,1875

f´0,1875pzq “
z3

´0,1875´z
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