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Аннотация. Исследовано многомерное уравнение в частных производных второго
порядка с переменными коэффициентами. Левая часть уравнения имеет вид однород-
ного полинома второй степени от искомой функции и ее производных первого и второ-
го порядков. Рассматривается линейное мультипликативное преобразование неизвестной
функции, которое преобразует исходное уравнение к уравнению того же вида. Найдены
инварианты этого преобразования и сформулирована теорема об условиях эквивалентно-
го преобразования уравнений указанного вида.
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ON LAPLACE INVARIANTS OF MULTI-DIMENSIONAL
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION OF THE SECOND

ORDER WITH QUADRATIC NONLINEARITIES
I .V. Rakhmelevich

Abstract. We study the multi-dimensional partial differential equation of the second order
with variable coefficients. The left side of the equation is a homogeneous polynomial of the
second degree on unknown function and its derivatives of the first and the second order. We
consider the linear multiplicative transformation of unknown function which transforms the
initial equation to the equation of the same form. The invariants of this transformation are
founded. We have formulated the theorem on the conditions of equivalent transformation of
equations of the considering form.

Keywords: partial differential equation, quadratic nonlinearity, linear multiplicative
transformation, Laplace invariant.

ВВЕДЕНИЕ

Инварианты Лапласа были первоначально введены и применялись при исследовании сим-
метрии и интегрируемости двумерных линейных гиперболических уравнений с переменными
коэффициентами следующего вида [1,2]:

B2u
BxBy ` apx,yqBu

Bx ` bpx,yqBu
By ` cpx,yqu “ 0.

В частности, было показано, что инварианты Лапласа являются инвариантами линейного
мультипликативного преобразования искомой функции, переводящего исходное уравнение в
другое уравнение того же вида (т. е. линейное и однородное). В последующих работах [3–6]
понятие инвариантов Лапласа было обобщено для линейных многомерных уравнений второго
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порядка и для уравнений более высоких порядков с переменными коэффициентами. Также
в ряде работ [7, 8] при исследовании нелинейных уравнений в частных производных исполь-
зовались инварианты Лапласа линеаризованных уравнений. Целью данной работы является
нахождение инвариантов Лапласа для нелинейного многомерного уравнения в частных про-
изводных второго порядка, левая часть которого имеет вид однородного полинома второй
степени от искомой функции и ее первых и вторых производных.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим класс нелинейных многомерных уравнений второго порядка:

u

Nÿ

i“1

ai
B2u
Bx2i

`
Nÿ

i“1

bipxq
ˆ Bu

Bxi

˙2

` u

Nÿ

i“1

cipxq Bu
Bxi

` dpxqu2 “ 0. (1)

Левая часть уравнения (1) представляет собой однородный полином относительно неизвест-
ной функции upxq и ее производных первого и второго порядков. Здесь x “ px1,x2, . . . ,xN q —
вектор независимых переменных. Предполагается, что уравнение приведено к каноническому
виду, так что ai “ ˘1.

Пусть к уравнению (1) применяется линейное преобразование неизвестной функции:

upxq “ λpxqvpxq (2)

Тогда уравнение (1) преобразуется к уравнению того же вида:

v

Nÿ

i“1

rai
B2v
Bx2i

`
Nÿ

i“1

rbipxq
ˆ Bv

Bxi

˙2

` v

Nÿ

i“1

rcipxq Bv
Bxi

` rdpxqv2 “ 0, (3)

Требуется найти, каким условиям должны удовлетворять эти уравнения, чтобы уравнение
(3) могло быть получено из (1) с помощью преобразования (2).

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Нетрудно убедиться, что коэффициенты исходного уравнения (1) и преобразованного урав-
нения (3) связаны соотношениями:

rai “ ai, rbi “ bi, rci “ ci ` 2pai ` biq
λ

Bλ
Bxi

, rd “ d`
Nÿ

i“1

˜
ai

λ

B2λ
Bx2i

` bi

λ2

ˆ Bλ
Bxi

˙2

` ci

λ

Bλ
Bxi

¸
. (4)

Из первых трех соотношений (4) следует:

1

λ

Bλ
Bxi

“ rAi ´Ai, Ai “ ci

2pai ` biq
, rAi “ rci

2prai ` rbiq
. (5)

Используя условие равенства смешанных вторых производных B2λ
BxiBxj

“ B2λ
BxjBxi

, из (5) получа-

ем, что B
Bxj

´
rAi ´Ai

¯
“ B

Bxi

´
rAj ´Aj

¯
при всех i ‰ j, или

B rAi

Bxj
´ B rAj

Bxi
“ BAi

Bxj
´ BAj

Bxi
“ Kij (6)

Из соотношений (6) следует, что величины Kij не меняются при преобразовании (2), т. е.
являются инвариантами этого преобразования.
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Далее, четвертое из соотношений (4), с учетом (5) преобразуем к виду:

rd ´ d “
Nÿ

i“1

ˆ
pai ` biq

´
rAi ´Ai

¯ 2

` ai
B

Bxi

´
rAi ´Ai

¯
` ci

´
rAi ´Ai

¯˙
. (7)

Подставляя в (7) вторую и третью формулы (5), получаем:

rd´ d “
Nÿ

i“1

˜
rc2i

4prai ` rbiq
´ c2i

4pai ` biq
` ai

B
Bxi

´
rAi ´Ai

¯¸
. (8)

Собирая в левой части величины, относящиеся к исходному уравнению (1), а в правой части —
к преобразованному уравнению (3), соотношение (8) можно переписать в виде:

Nÿ

i“1

ˆ
c2i

4pai ` biq
` ai

BAi

Bxi

˙
´ d “

Nÿ

i“1

˜
rc2i

4prai ` rbiq
` rai

B rAi

Bxi

¸
´ rd “ H. (9)

Из (9) следует, что величина H одинакова для исходного и преобразованного уравнений и,
следовательно, также является инвариантом преобразования (2).

Подставляя (5) в (6) и (9), выразим найденные инварианты преобразования (2) через
коэффициенты исходного уравнения:

Kij “ 1

2

ˆ B
Bxj

ˆ
ci

ai ` bi

˙
´ B

Bxi

ˆ
cj

aj ` bj

˙˙
, H “

Nÿ

i“1

ˆ
c2i

4pai ` biq
` ai

2

B
Bxi

ˆ
ci

ai ` bi

˙˙
´ d

(10)
На основании приведенных выше рассуждений доказана следующая теорема:

Теорема. Пусть два нелинейных уравнения второго порядка (1) и (3) таковы, что урав-
нение (3) получается из (1) с помощью линейного преобразования (2). Тогда для обоих урав-
нений (1), (3) :
1) должны быть выполнены первое и второе условия (4);
2) инварианты Лапласа обоих уравнений, определяемые выражением (10), должны быть
одинаковыми.
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