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Аннотация. Абстрактный оператор рассматривается в произвольной области мно-
гомерного пространства. Возмущениями являются некоторые произвольные операторы.
Изучается сходимость кратных собственных значений. Доказаны теоремы сходимости.
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CONVERGENCE OF THE POINT SPECTRUM OF
OPERATORS WITH DISTANT PERTURBATIONS

(MULTIPLE CASE)
A. M. Golovina

Abstract. An abstract operator is considered in an arbitrary domain of a multidimensional
space. Some arbitrary operators are perturbations. We study the convergence of the multiples
of eigenvalues. Convergence theorems are proved.
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ВВЕДЕНИЕ

Изучению вопросов сходимости собственные значения и собственные функций им соответ-
ствующих различного рода дифференциальных операторов посвящено достаточно большое
число работ (см., например, [1]–[13]). Это вполне естественно, так как задачи с разбегающи-
мися возмущениями описывают конкретные физические явления или процессы. В качестве
примера можно привести задачу о свойствах иона гелия H`

2
и других двухатомных молеку-

лярных ионов (см., например, [1], [2]). В качестве разбегающихся возмущений рассматрива-
лись возмущения различного рода. Например, в [3]–[5] ими были финитные потенциалы, в [6],
[7] некоторые убывающие на бесконечности потенциалы, в [8] — δ–потенциал. Возмущениями
в работах [9], [10] были уже произвольные операторы, заданные на некоторых ограниченных
областях. А в статьях [11], [12] в качестве возмущений рассматривались абстрактные опера-
торы уже на произвольных областях. Это удалось сделать благодаря специально выбранным
весовыми функциями, с помощью которых и были введены возмущающие операторы.

В настоящей работе невозмущённый дифференциальный оператор заменён некоторым аб-
страктным оператором. Он рассматривается в произвольной области многомерного простран-
ства и удовлетворяет двум требованиям. Если сравнивать данный оператор с дифференци-
альным оператором, то относительно данных требований можно сделать следующие выводы.
Первое условие обеспечивает периодичность этого абстрактного оператора. Второе – аналог
априорной оценки, гарантирующей эллиптичность дифференциального оператора. Возму-
щениями в настоящей работе являются некоторые произвольные операторы. Аналогичные
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невозмущённый и возмущающие операторы были рассмотрены в работе [12]. Там изучалась
сходимость собственного значения в случае простой кратности. Доказана сходимость воз-
мущённого собственного значения к простому предельному. Другими словами, настоящая
работа — это продолжением статьи [11].

Цель работы — изучение сходимости спектра и собственных значений рассматриваемого
оператора с разбегающимися возмущениями при кратном предельном собственном значении.
Приведено доказательство того, что число собственных значений возмущённого абстракт-
ного оператора строго соответствует кратности собственного значения в пределе. Доказаны
теоремы сходимости возмущённых собственных значений к соответствующему кратному соб-
ственному значению предельного оператора. Кроме того, продемонстрирована сходимость
спектра возмущённого оператора к спектру некоторого предельного оператора.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Введём следующие обозначения: px1, . . . ,xdq — прямоугольные декартовы координаты в
многомерном пространстве Rd, d ě 1; p #»e 1, . . . ,

#»e ℓq — базис векторов в пространстве Rd, ℓ ă d;
Γ — периодическая решётка комбинаций z1

#»e 1 ` . . . zℓ
#»e ℓ, zi P Z, i “ 1, . . . ,ℓ; Ω — некоторая

периодическая относительно сдвигов вдоль решётки Γ область пространства Rd, имеющая
достаточно гладкую границу. Пусть Xi P Γ, i “ 1, . . . ,k, k P N — некоторые параметры,
а τpXq :“ min

i‰j
|Xi ´Xj|, S pXiq — оператор сдвига, который передвигает функцию u вдоль

решётки Γ по правилу pS pXiquq p¨q “ up¨ ´Xiq. Предполагаем, что τpXq Ñ 8.

Рассмотрим в пространстве Lp
2
Ωq некоторый абстрактный оператор H0, DpH0q Ď Wm

2 pΩq,
m P N , для которого справедливы следующие требования:

1. Имеет место равенство

S p´XiqH0S pXiq “ H0, i “ 1, . . . ,k.

2. Верна оценка

}u}Wm
2

pΩq ď c1

´
}H0u}L2pΩq ` }u}L2pΩq

¯
ď c2 }u}Wm

2
pΩq ,@u P DpH0q,

где c1, c2 — произвольные константы, которые не зависят от u.
Прежде чем приступить к описанию возмущающих операторов введём в рассмотрение

функции ξi,ηi P Cm
`
Ω

˘
, i “ 1, . . . ,k, которые в дальнейшем будем называть весовыми. Дан-

ные функции выбираем так, чтоб сами они и их производные до порядка m включительно
стремились к нулю на бесконечности. Выполнение этого свойства обеспечивает следующие
два условия:

A. Для всех весовых функций ξi,ηi, i “ 1, . . . ,k найдётся одна неотрицательная функция
ϕ P C

`
Ω

˘
такая, что справедливы соотношения:

|ξipxq| ď c3ϕpxq, |Bαϕpxq| ď c4ϕpxq, x P Ω, i “ 1, . . . ,k, |α| ď m,

|ϕpxq| ď c5pΠq ą 0, x P Π,

где α — мультииндекс, Π Ď Ω — произвольное компактное множество c3, c4, c5pΠq — констан-
ты, не зависящие от x.

B. Весовые функции ηi, функция ϕ и все производные этих функций до порядка m на
бесконечности стремятся к нулю.

После введённых таким образом весовых функций вернёмся к рассматриваемому невоз-
мущённому оператору H0 и потребуем от него выполнения ещё одного требования.
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3. Пусть для всех функций u из области определения невозмущённого оператора H0 и
некоторого достаточно малого ε Ñ 0 функция ϕεu также принадлежат области определения
невозмущённого оператора H0, а функция ϕ´εH0ϕ

εu “ h принадлежит пространству L2pΩq.
Тогда справедливо неравенство:

››`
ϕ´εH0ϕ

ε ´H0

˘
u

››
L2pΩq ď ς pεq }u}Wm

2
pΩq , @u P DpH0q,

где ς pεq Ñ 0 при ε Ñ 0 и не зависит от u.
Таким образом, сформулированы все три требования на невозмущённый абстрактный опе-

ратор. Вернёмся теперь к описанию разбегающихся операторов. Для описания разбегающих-
ся возмущений нам кроме оператора сдвига и весовых функций понадобятся произвольные
ограниченные операторы. Обозначим их через L0

i : Wm
2

pΩq Ñ L2pΩq, i “ 1, . . . ,k. После вве-
дения всех вспомогательных операторов и функций можем сконструировать разбегающиеся
возмущения по следующему правилу:

kÿ

i“1

Sp´XiqξiL0
i ηiSpXiq.

При увеличении τpXq увеличивается расстояние между областями, в которых сконцентриро-
вано каждое из возмущений, то есть, возмущения разбегаются.

Теперь полностью описан не только абстрактный невозмущённый оператор, но и введены
разбегающиеся операторы. Это означает, что можно в пространстве L2pΩq ввести в рассмот-
рение возмущённый оператор HX следующим равенством:

HX :“ H0 `
kÿ

i“1

Sp´XiqξiL0
i ηiSpXiq, DpHXq “ DpH0q.

В силу абстрактности невозмущённого оператора H0 и довольно произвольного вида возму-
щений будем предполагать, что

‚ возмущённый оператор HX самосопряжён.
Опишем символы, которые используются в дальнейшем. Пусть

Li “ ξiL
0
i ηi, DpLiq “ Wm

2 pΩq,

Hi :“ H0 ` Li, DpHiq “ DpH0q, i “ 1, . . . ,k,

два семейства операторов в пространстве L2pΩq, каждое из которых удовлетворяет опреде-
лённому требованию

‚ операторы Li симметричны, операторы Hi самосопряжёны.
Символом σ — будем обозначать спектр оператора, λ0 — изолированное собственное значе-

нии кратности pi каждого из Hi, i “ 1, . . . ,k, λ0 R σpH0q, Kr — окружность с центром в точке
λ0 и достаточно малым радиусом r, которая кроме точки λ0 не содержит никаких других
точек спектра.

Основные результаты работы сформулированы в виде двух теорем.
Теорема 1. Спектр σ pHXq возмущённого оператора HX сходится к спектру σ0 :“Ťk

i“0
σ pHiq .

Теорема 2. У возмущённого оператора HX существует ровно p “ p1` . . .`pk изолирован-
ных собственных значений λ

pjq
X , j “ 1, . . . ,p, которые сходятся к предельному собственному

значению λ0 при τpXq Ñ 8.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Доказательство теоремы 1. Пусть pH0 ´ λqu “ f . Согласно формуле (3.16) из [13] спра-
ведливо неравенство

}u}L2pΩq ď 1

distpλ,σ0q }f}L2pΩq .

Пользуясь оценкой из условия 2 для оператор H0 и предыдущим неравенство, последователь-
но выводим:

}u}Wm
2

pΩq ď C
´

}λu` f}L2pΩq ` }u}L2pΩq

¯
ď C

´
}f}L2pΩq ` p|λ| ` 1q }u}L2pΩq

¯
ď

ď C
|λ| ` 1

distpλ,σ0q }f}L2pΩq . (1)

Здесь C — это некоторая константа, которая не зависит от u и λ.
Аналогичные оценки верны и для операторов Hj, j “ 1, . . . ,k. Действительно, пусть теперь

pHj ´λqu “ fj, j “ 1, . . . ,k. Так как оператор Hj можно представить в виде Hj “ H0 `Lj , то
имеет место следующее равенство pH0 ´ λqu “ hj, где hj “ fj ´ Lju и неравенство

}hj}L2pRdq ď 1

distpλ,σ0q }fj}L2pRdq .

Выполнение оценки аналогичной (1) для функции u из уравненияpHj ´λqu “ fj доказыва-
ется аналогично лемме 2 в работе [11]. Справедливость двух этих неравенств показывает, что
для любого γ ą 0 найдётся τ0 “ τ0pγq такое, что для любых τpXq ą τ0pγq резольвента возму-
щённого оператора HX существует, то есть, σpHXq Ă tdistpλ,σ0q ă γu. Последнее вложение
доказывает теорему.

Доказательство теоремы 2. Вначале доказательство теоремы полностью повторяет рас-
суждения лемме 2 в работе [12]. Итогом этих рассуждений являются следующие соотношения:
››››››

ż

Kr

pHX ´ λq´1 dλ´
ż

Kr

kÿ

i“1

Sp´Xiq pHi ´ λq´1 SpXiqdλ ´ pk ´ 1q
ż

Kr

pH0 ´ λq´1 dλ

››››››
LpΩqÑWm

2
pΩq

Ñ 0,

(2)ż

Kr

pH0 ´ λq´1 dλ “ 0. (3)

Учитывая кратность p “ p1 ` . . . ` pk предельного собственного значения λ0 и пользуясь
формулой (3.21) из [3], получаем равенство

1

2πi

ż

Kr

pHi ´ λq´1 dλ “
piÿ

j“1

ψ
pjq
o,i p‚,ψpjq

o,i q.

Здесь под функциями ψ
pjq
0,i , i “ 1, . . . ,k, j “ 1, . . . ,pi. будем понимать соответствующие пре-

дельному собственному значению λ0 собственные функции.
С учётом последнего равенство и тождество (3), сходимость (2) примет следующий вид:

››››››

ż

Kr

pHX ´ λq´1 dλ ´
kÿ

i“1

piÿ

j“1

ψ
pjq
o,i p¨ `Xiq

´
‚,ψpjq

o,i p¨ `Xiq
¯

››››››
Ñ 0. (4)

Из доказанной сходимости (4), равенств (4.33), (4.43) из книги [13] и формулы (1.19) из
[13] следует справедливость утверждения теоремы.
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ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Постановка рассматриваемой в работе задачи является довольно общей. Максимально уда-
лось обобщить как невозмущённый оператор, так и возмущающие операторы. Условия, ко-
торым удовлетворяют рассматриваемые операторы: невозмущённый оператор H0, возмуща-
ющие операторы Li, возмущённый оператор HX и вспомогательные операторы Hi, являются
минимальными и необходимы для справедливости основных результатов о равномерной схо-
димости. Так как именно на равномерной резольвентой сходимости базируются основные
идеи доказательства. В то же время такая постановка задачи позволила включить в рас-
смотрение в качестве невозмущённого оператора интегро-дифференциальный оператор, а в
качестве разбегающихся возмущений – интегральный оператор и псевдодифференциальный
операторы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Отметим, что настоящая работа, фактически, является продолжением работ [12] и обоб-
щением результатов изложенных в статье [11]. Обобщение заключается в том, что невоз-
мущённый оператор уже не предполагается дифференциальным. От него требуется лишь
выполнение двух требований. Если сравнивать с дифференциальными операторами, то пер-
вое требование – это аналог условия периодичности, а второе требование – аналог условия
эллиптичности. В качестве возмущений рассматриваются тоже максимально произвольные
операторы. Именно такая достаточно произвольная постановка задачи сильно расшила класс
рассматриваемых операторов. Это позволило в качестве невозмущённого оператора выбрать
уже не просто дифференциальный оператор, а, например, интегрально-дифференциальный
оператор; а в качестве разбегающихся возмущений – не только ограниченные операторы или
потенциалы, а, например, интегральный оператор и псевдодифференциальный операторы.
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