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Аннотация. В работе рассматривается дробно дифференциальный полиномиальный
оператор, обобщающий многочлен с целочисленным дифференцированием. Исследуется
его обратимость в классах функций ограниченных со специальным весом. Устанавлива-
ется существование ограниченного обратного к рассматриваемому оператору в этих про-
странствах. Указывается интегральное представление и оценка решения через правую
часть. Отметим, что полученный результат является важным при установлении так на-
зываемой промежуточной асимптотикой Г. И. Баренблатта и Я. Б. Зельдовича для задач
без начальных условий.
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ные степени операторов, корректные задачи, ортогональные многочлены, задачи без на-
чальных условий.

ABOUT SOME FRACTIONAL POLYNOMIAL OPERATORS
AND THEIR INVERSION

H. Alkadi

Abstract. The paper considers a fractional differential polynomial operator that
generalizes a polynomial with integer differentiation, investigates its invertibility in classes
of bounded functions with special weight, establishes the existence of a bounded inverse to this
operator in these classes, and indicates the integral representation and the evaluation of the
solution through the right-hand side. It is to be noted that, the result obtained is important
in establishing the so-called intermediate asymptotics of G. I. Barenblatt and Ya. B. Zeldovich
for problems without initial conditions.
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ВВЕДЕНИЕ

В [6] для дифференциального уравнения

PnpDν
xqu “ Σn

m“0amp0Dν
xqmupxq “ fpxq, x P p0,8q, (1)

где 0D
ν
x дробная производная по Капуто порядка ν P p0,1q , fpxq-кусочно-непрерывная функ-

ция экспоненциального типа на r0,8q рассматривается однородная задача Коши с условиями

up0q “ . . . “ upn´1qp0q “ 0, (2)
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и показывается, что задача имеет единственное решение и оно представимо в виде

upxq “
ż x

0

qpx´ ξqfpξqdξ “
ż x

0

qpξqfpx´ ξqdξ, (3)

где qpxq — дробная функция Грина, найденная из характеристического полинома Pnppq “
Σn
m“0amp

m с помощью обратного преобразования Лапласа.
Заметим, что при этом не обсуждается устойчивость к погрешности решения upxq в за-

висимости от погрешностей fpxq , что необходимо при численной реализации задачи для
обоснования корректной разрешимости по Адамару, что соответствует существованию и огра-
ниченности в некоторых метрических пространствах f P E.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И НЕОБХОДИМЫЕ ФАКТЫ

В настоящей работе рассматривается обобщенное уравнение

PnpAνqu “
nÿ

m´0

amp0Aνqmupxq “ fpxq (4)

на случай дробно-операторного полинома построенного по дробным степеням некоторых опе-
раторов

Устанавливается сущевствование и ограничность обратных операторов в соответствующих
банаховых пространствах

Для формулировки результата нам понадобется следующие понятия и факты (см. [4]—[8]):
1. C0—полугруппы и дробные степени операторов.
2. C0—полугруппы h-сжатий.
C0—полугруппы. Cемейство Uptq, t ě 0 линейных преобразований называется сильно

непрерывной полугруппой C0—полугруппой действующей в банаховом пространстве E, если
оно удовлетворяет условиям:

1. Up0qϕ “ ϕ, ϕ P E

2. Upt` sqϕ “ UptqUpsqϕ “ UpsqUptqϕ, ϕ P E

3. lim
tÑ0

}Uptqϕ ´ ϕ} “ 0, ϕ P E

существуют M ě 0 и w P R для которых выполняется оценка

}Uptqϕ}E ď Mewt}ϕ}

Дробные степени операторов. Eсли оператор A такой, что ´A является генератором
полугруппы Upt, ´Aq класса C0 с оценкой

}Upt,´Aqϕ} ď me´wt}ϕ}, w ą 0, t ě 0, (5)

то для A определены дробные степени

Aαϕ “ 1

Γp´αq

ż 8

0

t´1´αrUpt, ´Aq ´ Isϕdt, α P p0,1q – формула Балакришнана (6)

Замечание. Согласно [3] формула (6) справедлива и для w “ 0 в (5), так как в этом случае
Upt,´Aq является равностепенной непрерывной полугруппой класса C0 (см. [3] определение
стр. 324 и пример на стр. 325).

Полугруппы класса C0 в h—весовых пространствах. Пусть x P pa,bq Ă R и hpxq—
функция , удовлетворяет условиям:
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1. h1pxq ą 0,

2. hpaq “ ´8,

3. hpbq “ 8,

4. hp0q “ 0.

С помощью норм
}ϕ}µ “ sup

xPpa,bq
e´µhpxq|ϕpxq|

введём пространство Cµpa,bq и определим преобразование

Uptqϕpxq “ ϕrh´1phpxq ´ tqs, t ě 0. (7)

Лемма. Операторное семейство Uptq определенное соотнощением (7) является C0 — по-
лугруппой в пространствах Cµpa,bq с нормой

}ϕ}µ “ sup
xPpa,bq

e´µhpxq|ϕpxq|, µ ą 0 (8)

Докажем что семейство Uptq является сильно непрерывной полугруппой и для него спра-
ведлива оценка

}Uptqϕpxq} ď e´µt}ϕpsq}µ
Делая в (7) замену

h´1phpxq ´ tq “ s Ø hpxq ´ t “ hpsq Ø hpxq “ hpsq ` t

тогда
e´µhpxqUptqϕpxq “ e´µhpxqϕrh´1phpxq ´ tqs “

“ e´µphpsq`tqϕpsq “ e´µhpsqe´µtϕpsq ď e´µt}ϕpsq}µ Ø
}Uptqϕpxq} ď e´µt}ϕpsq}µ (9)

Up0qϕ “ ϕrh´1phpxq ´ 0qs “ ϕpxq
UptqUpsqϕpxq “ Uptqϕrh´1phpxq ´ sqs “

“ ϕrh´1rhph´1phpxq ´ sq ´ tqss “ ϕrh´1phpxq ´ s´ tqs “
“ ϕrh´1phpxq ´ pt ` sqqs “ Upt ` sqϕpxq

Оператор вида

Dh “ ´dϕpxq
dhpxq (10)

с областью определения

DpDhq “ tϕ, ϕ P Cµ, ´dϕ

dh
P Cµu (11)

является производящим оператором полугруппы Uptq “ Upt,Dhq , так как

lim
tÑ0

dUptqϕpxq
dt

“ lim
tÑ0

d

dt
ϕrh´1phpxq ´ tqs “

lim
tÑ0

´ϕ1rh´1phpxq ´ tqs
h1rh´1phpxq ´ tqs “ ´dϕpxq

dhpxq
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Отсюда следует, что оператор (10) с областью определения (11) является производящим
оператором полугруппы Uptq “ Upt,Dhq.

Заметим, что при hpxq “ lnpxq оператор (10) является оператором Адамара-Эйлера D “
xdϕ
dx

.
Используя формулы Балакришнана, получаем следующие представления для полугрупп

дробных степеней оператора Dh

Upt,Dα
hqϕ “

ż 8

0

hs,tpξqUpξ,Dhqϕpxqdξ Ø

Upt, pdϕ
dh

qαqϕ “
ż 8

0

hs,tpξqϕrh´1phpxq ´ ξqsdξ (12)

Дробная степень.

D
α
hϕ “ 1

Γp´αq

ż 8

0

Upt, ´ Dhqϕ ´ ϕ

t1`α
dt

pdϕ
dh

qαϕ “ 1

Γp´αq

ż 8

0

ϕrh´1phpx ´ ξqqs ´ ϕ

ξ1`α
dt (13)

Приведём примеры h–дифференциальных операторов и производящих их полугрупп:
1. Если hpxq “ lnpxq, x P p0,8q , то

Uptqϕpxq “ ϕrh´1phpxq ´ tqs “ ϕrepln x´tqs “ ϕpxe´tq

и, следовательно

´Dhϕpxq “ ´xdϕ
dx
,

D
α
hϕpxq “ 1

Γp´αq

ż 8

0

ϕpxe´tq ´ ϕpxq
t1`α

dt

2. Для x P p´8,8q рассмотрим функцию

hpxq “ lnpx `
a
x2 ` 1q; (14)

hp´8q “ ´8, hp8q “ 8.

Непосредственной проверкой можно показать, что обратная функция имеет вид

h´1pxq “ ex ` e´x

2
“ shpxq (15)

В пространствах, заданных нормой

}ϕ}µ “ sup
xPpa,bq

e´µhpxq|ϕpxq| “ sup
xPpa,bq

px`
a

1 ` x2q´µ|ϕpxq|,

в соответствии с формулой (7), имеем полугруппы

Upt, ´ Dhqϕpxq “ ϕt1
2

relnpx`
?
1`x2q´t ´ e´rlnpx`

?
x2`1q´tssu “

“ ϕr1
2

px `
a
x2 ` 1qe´t ` 1

2
px ´

a
x2 ` 1qets (16)

Для ˘Dhϕ очевидно имеем представление

Dhϕpxq “ ϕ1pxq
rlnpx`

?
x2 ` 1qs1 “

a
1 ` x2ϕ1pxq (17)
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´Dhϕpxq “ ´
a
1 ` x2ϕ1pxq (18)

Наконец формулы (12) и (13) дают выражения для соответствующих дробных для ˘Dh

степеней.

2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТА

С целью продолжения исследования задач без начальных условий для уравнений с дроб-
ными производными, с применением операторных методов функционального анализа в на-
стоящей заметке изучается корректная разрешимость задачи без начальных условий для
дробно–полиномиального уравнения в h—весовых пространствах

Lnϕpxq “
nÿ

m“0

ampDν
hqmϕ “ fpxq, x P pa,bq (19)

где D
ν
h дробная степень порядка ν P p0,1q оператора Dh заданного выражением d

dh
и областью

определения DpDhq “ tϕ P Cµ,
dϕ
dh

P Cµu где Cµ— банахово пространство непрерывных на
pa,bq функций с нормой

}ϕ}µ “ sup
xPpa,bq

e´µhpxq|ϕpxq|

Что эквивалентно, как известно, существованию ограниченного обратного L´1
n в простран-

ствах Cµ .
Показывается, что справедлива следующая
Теорема корректности. Пусть в уравнении (19) f P Cµ и характеристический полином

Lnppq “ Σn
m“0

amp
m является многочленам (в частности ортогональным) с простыми корнями

tpku, k “ 1, . . . , n. , тогда при выполнении условия

ℜppkq ă µν pk “ 1, . . . , nq (20)

уравнение (19) имеет единственное решение ϕ P Cµ, и для него справедлива оценка

}ϕ}µ ď MΣn
k“1

}f}µ
pµν ´ ℜppkqq|P 1

nppkq| . (21)

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ КОРРЕКТНОСТИ

В силу теоремы Балакришнана ([3], с. 358), определена дробная степень pDhqν “ Lν , ν P
p0,1q

Lνϕ “ 1

Γp´νq

ż 8

0

Upt, ´ Lqϕ ´ ϕ

t1`ϕ
dt. (22)

При этом оператор ´Lν является производящим оператором сильно непрерывной полу-
группы

Ups,´Lνqϕ “
ż 8

0

hs,vpξqUpξ,´Lqϕdξ, (23)

где hs,vpξq — функция Иосиды, обладающая свойствами

hs,vpξq ą 0,

ż 8

0

hs,vpξqe´aξdξ “ e´aνs. (24)
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Отсюда следует равенство

Ups,´Lνqxµ “
ż 8

0

hs,vpξqUpξ,´Lqxµdξ “

“
ż 8

0

hs,vpξqe´µξdξxµ “ e´µνsxµ
(25)

Из (23) и (25) получаем оценку для f P Cµ

}Ups,´Lνqf}µ ď
ż 8

0

hs,vpξq}Upξ,´Lq}}ϕ}dξ ď

ď
ż 8

0

hs,vpξqe´µνξdξ}f}µ “ e´µνs}f}µ.
(26)

Теперь для доказательства теоремы можно воспользоваться теоремой Маслова–Хевисайда
[9] для операторного уравнения

PnpAqϕ “
nÿ

m“0

amA
mϕ “ f, (27)

где am P C — комплексная плоскость, p´Aq — генератор сильно непрерывной полугруппы
Upt,´Aq, действующей в банаховом пространстве E с оценкой

}Upt,´Aq} ď Me´wt, w ě 0, t ě 0 (28)

то для любого f P E уравнение (27) имеет единственное решение, если корни скалярного мно-
гочлена Pnpλq, λ P C удовлетворяют условию Reλj ă w, принадлежащее области определения
DpAnq. Это решение имеет вид

ϕ “
ż 8

0

qptqUpt, ´Aqfdt, (29)

где функция qptq является решением задачи Коши

nÿ

m“0

amq
pmqptq “ δptq, (30)

qp0q “ . . . “ qpn´1qp0q “ 0 (31)

δptq — дельта–функция Дирака.
Применение преобразования Лапласа к уравнению (30) с учетом условий (31) дает пред-

ставление функции qptq в образах Лапласа

Lp
nÿ

m“0

amq
pmqptqqppq “

ż 8

0

e´pt
nÿ

m“0

pamqpmqptqqdt “
nÿ

m“0

amp
mqn “ Pnppqrqppq “ 1

Отсюда

rqppq “ 1

Pnppq (32)

и применение обратного преобразования Лапласа, в соответствии ([10] , с. 47) дает решение
задачи (30)-(31).

qptq “ 1

2πi

ż w`i8

w´i8
ept

dp

Pnppq “
nÿ

k“1

1

pnk ´ 1q ´ lim
pÑpk

dnk´1

dpnk´1

pp´ pkqnk

Pnppkq epkt (33)
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где pk корни многочлена Pnppq.
В частности, если все корни многочлена Pnppq простые, то формула (33) имеет вид

qptq “
nÿ

k“1

epkt

P 1
nppkq (34)

Применяя формулу (29) к уравнению (19), полагая A “ Lν , E “ Cµ, а в качестве Pnppq—
ортогональный полином, корни которого pk все действительные и различные, то для решения
уравнения (19) получаем представление

ϕpxq “
nÿ

k“1

ż 8

0

epkxUpx,´Lνqf
P

1
nppkq dx (35)

отсюда, в силу (26), следует оценка

}ϕ}µ ď
nÿ

k“1

ż 8

0

epkx}Upx,´Lνq}µ}f}µ
|P 1

nppkq| dx ď

ď M

nÿ

k“1

ż 8

0

epkxe´µνx

|P 1
nppkq| dx}f}µ “

“ M

nÿ

k“1

ż 8

0

e´pµν´pkqx

|P 1
nppkq| dx}f}µ “

“ M

nÿ

k“1

}f}µ
pµν ´ pkq|P 1

nppkq| . (36)

То есть получено неравенство (21) и доказательство теоремы корректности.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение заметим, что метод преобразования Лапласа применённый в [6] к решению
задачи Коши (1)—(2) для x ě 0 и 0D

ν
x — производная Капуто, не подходит для случая x P

pa, bq.
Аналогичная ситуация имеет место и для уравнения с вырождающимися коэффициен-

тами, рассматриваемого в нашей работе, в связи с решением задачи без начальных усло-
вий, играющий важную роль при изучении, так называемых "промежуточных асимптотик"
Баренблатта–Зельдовича в квантовой механике (см. [1]—[2]). Это приводит к применению
дробно–операторных методов теории сильно непрерывных полугрупп линейных операторов,
применение которых показывает теорема корректности.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Баренблат, Г. И. Промежуточные асимптотики математической физики / Г. И. Барен-
блат, Я. Б. Зельдович // Успехи мат. наук. — 1971. — Т. XXVI, вып. 2(158). — С. 115–129.

2. Зельдович, Я. Б. Фрактали, подобие, промежуточная асимптотика / Я. Б. Зельдович,
Д. Д. Соколов // Успехи физ. наук. — 1985. — Т. 146, вып. 3. — С. 493–505.

3. Иосида, К. Функциональный анализ / К. Иосида. — М. : Мир, 1967. — 624 с.
4. Крейн, С. Г. Линейные дифференциальные уравнения в банаховом пространстве /

С. Г. Крейн. — М. : Наука, 1967. — 464 с.
5. Самко, С. Г. Интегралы и производные дробного порядка и некоторые их приложения /

С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев. — Минск : Наука и техника, 1987. — 687 с.

26 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2024. № 3



О некоторых дробно-полиномиальных операторах и их обращении

6. Учайкин, В. В. Методы дробных производных / В. В. Учайкин. — Ульяновск : Логос,
2002. — 512 с.

7. Костин, В. А. Задача без начальных условий для уравнения с дробной производной и
«промежуточные асимптотики» / В. А. Костин, Д. В. Костин, Х. Алкади // Челябинский
физико–математический журнал. — 2023. — Т. 8, вып. 1. — С. 78–88.

8. Суетин, П. К. Классические ортогональные многочлены / П. К. Суетин. — М. : Наука,
1979. — 416 с.

9. Костин, В. А. Операторный метод Маслова–Хевисайда и C0–операторный интеграл Дю-
амеля / В. А. Костин, А. В. Костин, Д. В. Костин. — 2013. — ДАН. — Т. 452, № 4. — С. 367–370.

10. Диткин, В. А. Интегральные преобразования и операционное исчисление / В. А. Дит-
кин, А. П. Прудников. — М. : Наука, 1974. — 542 с.

REFERENCES

1. Barenblat G.I., Zeldovich Ya.B. Intermediate asymptotics of mathematical physics.
[Barenblat G.I., Zel’dovich YA.B. Promezhutochnye asimptotiki matematicheskoj fiziki]. Uspexi
matematicheskix nauk — Russian Mathematical Surveys, 1971, vol. XXVI, iss. 2(158), pp. 115–
129.

2. Zeldovich Ya.B., Sokolov D.D. Fractals, similarity, intermediate asymptotics.
[Zel’dovich YA.B., Sokolov D.D. Fraktali, podobie, promezhutochnaya asimptotika]. Uspexi
fizicheskix nauk — Physics-Uspekhi, 1985, vol. 146, iss. 3, pp. 493–505.

3. Yoshida K. Functional Analysis. [Iosida K. Funkcional’nyj analiz]. Moscow: Mir, 1967, 624 p.
4. Krein S.G. Linear differential equations in a Banach space. [Krejn S.G. Linejnye

differencial’nye uravneniya v banahovom prostranstve]. Moscow, 1967, 464 p.
5. Samko S.G., Kilbas A.A., Marichev O.I. Integrals and derivatives of fractional order and some

of their applications. [Samko S.G., Kilbas A.A., Marichev O.I. Integraly i proizvodnye drobnogo
poryadka i nekotorye ih prilozheniya]. Minsk, 1987, 687 p.

6. Uchaikin V.V. Methods of fractional derivatives. [Uchajkin V.V. Metody drobnyh
proizvodnyh]. Ulyanovsk, 2002, 512 p.

7. Kostin V.A., Kostin D.V., Alkadi H. A problem without initial conditions for
an equation with a fractional derivative and «intermediate asymptotics». [Kostin V.A.,
Kostin D.V., Alkadi H. Zadacha bez nachal’nyh uslovij dlya uravneniya s drobnoj proizvodnoj
i «promezhutochnye asimptotiki»]. CHelyabinskij fiziko–matematicheskij zhurnal — Chelyabinsk
Physics and Mathematics Journal, 2023, vol. 8, iss. 1, pp. 78–88.

8. Suetin P.K. Classical orthogonal polynomials. [Suetin P.K. Klassicheskie ortogonal’nye
mnogochleny]. Moscow, 1979, 416 p.

9. Kostin V.A., Kostin A.V., Kostin D.V. Maslov-Heaviside operator method and C0–Duhamel
operator integral. [Kostin V.A., Kostin A.V., Kostin D.V. Operatornyj metod Maslova Hevisajda
i C0–operatornyj integral Dyuamelya]. Doklady Akademii nauk — Doklady Mathematics, 2013,
vol. 452, no. 4, pp. 367–370.

10. Ditkin V.A., Prudnikov A.P. Integral transformations and operational calculus. [Ditkin V.A.,
Prudnikov A.P. Integral’nye preobrazovaniya i operacionnoe ischislenie]. Moscow, 1974, 542 p.

Алкади Хамса, аспирант, кафедра мате-
матического моделирования, Воронежский
государственный университет, Воронеж,
Россия
E-mail: hamsaphd.hassan44@gmail.com

Alkadi Hamsa, Postgraduate student,
Department of Mathematical Modeling,
Voronezh State University, Voronezh, Russia
E-mail: hamsaphd.hassan44@gmail.com

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2024. № 3 27


