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Аннотация. С использованием уравнений Лапласа для потенциалов скорости несжи-
маемой идеально проводящей жидкости и электрического поля получены уравнения и
исследованы закономерности возбуждения нелинейных капиллярных колебаний изоли-
рованной капли с поверхностным электрическим зарядом в бесконечно протяженной ди-
электрической среде. На основе решения полученных уравнений методом многих мас-
штабов при аппроксимации отклонения поверхности заряженной капли от сферической
формы рядом полиномов Лежандра найдены аналитические представления колебаний
при многомодовой начальной деформации структуры.

Ключевые слова: нелинейные капиллярные колебания, ламинарный поток, потен-
циал скорости, потенциал электрического поля, уравнение Лапласа.
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Abstract. Using Laplace equations for the velocity potentials of an incompressible ideally
conductive liquid and the electric field of a half-term equation, the laws of excitation of
nonlinear capillary oscillations of an isolated drop with a surface electric charge in an infinitely
extended dielectric medium were investigated. When approximating the deviation of the surface
of a charged drop from a spherical shape by a series of Legendre polynomials in accordance
with the method of many scales, analytical representations of nonlinear capillary vibrations at
multimode initial deformation of the structure were found.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследования нелинейных капиллярных колебаний представляют практический интерес
для оценки устойчивости искусственных аэрозольных завес, применяемых для защиты объ-
ектов от оптико-электронных средств мониторинга, и установления рациональных характе-
ристик ионно-кластерно-капельных пучков при создании устройств формирования и распы-
ления жидко-капельного аэрозоля [1].

Показатели стабильности и тенденции изменения плотности и границ аэрозольных обра-
зований, как показано в [2, 3], определяется свойствами капиллярной электрогидродинами-
ческой неустойчивости [1, 2], которые проявляются в виде коагуляции и распада капель при
величинах собственных или поляризационных зарядов, превышающих критические значения
[1].

В [2, 4] приведены уравнения для поверхности капли, претерпевающей виртуальные иска-
жения, которые в приближении инвариантности осевой симметрии могут быть аппроксими-
рованы рядами полиномов Лежандра.

В предлагаемой работе, направленной на развитие результатов, изложенных в [2, 4], на
основе решения уравнений Лапласа для потенциалов скорости жидкости и электрического
поля [3, 4] исследованы нелинейные капиллярные колебания заряженной капли в несжимае-
мой диэлектрической среде при многомодовой начальной деформации поверхности.

Цель работы — установление закономерностей возникновения и определение характери-
стик нелинейных колебаний капли с электрическим зарядом при воздействии внешнего элек-
тростатического поля.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ВОЗБУЖДЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ
КАПИЛЛЯРНЫХ КОЛЕБАНИЙ ЗАРЯЖЕННОЙ КАПЛИ

В НЕСЖИМАЕМОЙ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СРЕДЕ

Для получения уравнений, составляющих математическую основу задачи возбуждения
нелинейных капиллярных колебаний капли, несущей электрический заряд, в однородной бес-
конечно протяженной несжимаемой диэлектрической среде, введем в рассмотрение сфериче-
скую систему координат (r, ϑ, ϕ), начало которой совмещено с центром масс капли.

Будем полагать, что капля образована несжимаемой идеально проводящей жидкостью с
плотностью ρpiq и коэффициентом поверхностного натяжения σ, в начальный момент време-
ни имеет сферическую форму радиуса R и обладает собственным поверхностным зарядом
Q. Свойства идеальной несжимаемой жидкости, заполняющей окружающее пространство,
характеризуются плотностью ρpeq с диэлектрической проницаемостью εpdq. Движение жид-
кости в капле и внешней среде является потенциальным [1] и определяется потенциалами
скоростей ψpiq и ψpeq соответственно, а также потенциалом электрического поля ϕ.

Не записывая в интересах краткости представления выражений аргументы, устанавлива-
ющие значения функций от пространственного положения капли в текущие моменты времени
t, и переходя к безразмерным переменным, уравнение границы раздела сред запишем в виде

r “ 1 ` ξpϑ,tq, (1)

где ξpϑ,tq — начальная деформация сферической формы поверхности, которая при отсутствии
вариаций распределения жидкости по азимутальной координате ϕ может быть представлена
рядом полиномов Лежандра порядка m ě 0:

ξ “ ξ0P0pcosϑq ` ε
ÿ

mPΩ
hmPmpcosϑq, (2)
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при
Btξ “ 0, (3)

где ε — варьируемый малый параметр амплитуды начального возмущения границы капли,
ξ0 — константа, регламентирующая совпадение объема капли в начальный момент времени с
объемом равновесной сферы [1, 3], Bt — оператор частной производной по переменной t,Ω —
множество индексов изначально возбужденных мод, hm — весовые коэффициенты, опреде-
ляющие вклад m-й моды в формирование капли, удовлетворяющие требованию

ř
mPΩ

hm “ 1.

Математическая постановка задачи о капиллярных колебаниях заряженной капли с гра-
ницей (1) при начальных условиях (2), (3) выполняется с использованием уравнений Лапласа
для потенциалов скорости жидкости и электрического поля:

∆ψpiq “ 0, ∆ψpeq “ 0, ∆ϕ “ 0, (4)

полученных в условии ограниченности их величин:

ψpiq Ñ 0 при r Ñ 0, (5)

ψpeq Ñ 0, ∇ϕ Ñ 0 при r Ñ 8, (6)

с учетом:
а) кинематического и динамического граничных условий на границе (1):

Btξ “ Brψpiq ´ 1

r2
BϑψpiqBϑξ “ Brψpeq ´ 1

r2
BϑψpeqBϑξ, (7)

Btψpiq ` 1

2
p∇ψpiqq2 ´ ρpeq

ˆ
Btψpiq ` 1

2
p∇ψpiqq2

˙
“ p0 ´ p8 ` pq ´ pσ, (8)

где Brrϑs — оператор частной производной по переменным r и ϕ, p0 — давление жидкости в
центре капли, p8 —давление внешней среды на бесконечности, pσ —капиллярное давление на
границе раздела сред;

б) условия неизменности объема капли
ż

V

r2 sinϑdrdϑdϕ “ 4π

3
, (9)

V “ rr, ϑ, ϕ|0 ď r ď 1 ` ξ; 0 ď ϑ ď π; 0 ď ϕ ď 2πs;
в) условия постоянства полного заряда

ż

S

p~n∇ϕqr cos ϑdrdϑdϕ “ ´4πQ, (10)

S “ rr,ϑ,ϕ|0 ď r ď 1 ` ξ; 0 ď π; 0 ď ϕ ď 2πs
где #»n — вектор нормали к поверхности капли;

г) условия постоянства электрического потенциала на границе раздела сред

ϕ “ ϕSptq (11)

где ϕSptq — электрический потенциал поверхности капли при значении r, определяемом в
соответствии с выражением (1).
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МНОГИХ МАСШТАБОВ
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ КАПИЛЛЯРНЫХ

КОЛЕБАНИЙ КАПЛИ С ЗАРЯДОМ ПРИ МНОГОМОДОВОЙ
НАЧАЛЬНОЙ ДЕФОРМАЦИИ ПОВЕРХНОСТИ

Применяя для совместного решения уравнений (1)–(11) метод многих масштабов [1, 4],
потенциалы в (4) и уравнение образующей формы поверхности (1) будем считать функциями
трех переменных Tm “ ε2t, m “ 0, 1, 2 и представим их рядами по малому параметру ε:

ϕpr,ϑ,tq “
3ÿ

m“0

εmϕpmqpr,ϑ,T0,T1,T2q `Opε4q, (12)

ϕSpr,ϑ,tq “
3ÿ

m“0

εmϕ
pmq
S pr,T0,T1,T2q `Opε4q, (13)

ψpiqpr,ϑ,tq “
3ÿ

m“0

εmψ
pmq
piq pr,ϑ,T0,T1,T2q `Opε4q, (14)

ψpeqpr,ϑ,tq “
3ÿ

m“0

εmψ
pmq
peq pr,ϑ,T0,T1,T2q `Opε4q, (15)

ξpeqpϑ,tq “
3ÿ

m“0

εmξpmqpϑ,T0,T1,T2q `Opε4q, (16)

где

ϕp0q “ Q

εdr
, ϕ

p0q
S “ Q

εd

— решение задачи нулевого порядка малости, полученные для равновесной сферической по-
верхности капли [2, 3].

Поскольку уравнение Лапласа (4) является линейным, то потенциалы скорости жидкости
электрического поля для более высоких порядков малости будут удовлетворять уравнениям,
формируемым при подстановке (12)–(16) в (1)–(11). Решения этих уравнений могут быть
представлены в виде:

ψ
pmq
piq pr,ϑ,T0,T1,T2q “

8ÿ

n“1

rnD
pmq
piqnpT0,T1,T2qPnpcos ϑq, m “ 1,2,3; (17)

ψ
pmq
peq pr,ϑ,T0,T1,T2q “

8ÿ

n“0

D
pmq
peqn

rn`1
pT0,T1,T2qPnpcos ϑq, m “ 1,2,3; (18)

ϕpmqpr,ϑ,T0,T1,T2q “
8ÿ

n“0

F
pmq
n pT0,T1,T2q

rn`1
Pnpcos ϑq, m “ 1,2,3. (19)

В выражении (17) суммирование начинается с n “ 1, поскольку потенциал ψ
pmq
piq опреде-

ляется с точностью до произвольной функции времени, что позволяет принять Dpmq
piq0 “ 0.

Функцию, определяющую отклонение формы поверхности капли от сферической, пред-
ставим в виде разложения по полиномам Лежандра

εpmqpϑ,T0,T1,T2q “
8ÿ

n“0

M pmq
n pT0,T1,T2qPnpcos ϑq, m “ 1,2,3. (20)
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Решение поставленной задачи в третьем порядке малости по ε позволяет выявить зави-
симости коэффициентов первого порядка малости (m “ 1) в разложениях (17)–(20) от трех
временных масштабов T0, T1, T2; коэффициентов второго порядка малости (m “ 2) — от двух
временных масштабов T0, T1; коэффициентов третьего порядка малости (m “ 3) — только от
времени T0.

Аналитические зависимости коэффициентов первого порядка малости от временного мас-
штаба T0 имеют вид [4]:

M p1q
n pT0,T1,T2q “ ap1q

n pT1,T2q cos
”
ωnT0 ` τ p1q

n pT1, T2q
ı
; (21)

D
p1q
piq n

pT0,T1,T2q “ BT0
M

p1q
n pT0,T1,T2q

n
; (22)

D
p1q
peq n

pT0,T1,T2q “ ´BT0
M

p1q
n pT0,T1,T2q
n` 1

; (22)

F p1q
n pT0,T1,T2q “ QM p1q

n pT0,T1,T2q, (24)

где a
p1q
n pT1,T2q и τ

p1q
n pT1,T2q — функции временных масштабов T1 и T2, удовлетворяющие

начальным (при t “ 0) условиям [4]:

ap1q
n “ hnδn,m, τ p1q

n “ 0, m P Ω (25)

где δn,m — символ Кронекера.
Подставляя (20) в (1), запишем выражение для образующей капли в виде

rpv,T0,T2q “ 1 ` ε

8ÿ

n“0

M p1q
n pT0,T2qPnpcos vq ` ε2

8ÿ

n“0

M p2q
n pT0qPnpcos vq. (26)

Из (21), (26) следует, что каждая возбуждаемая мода первого порядка малости имеет
сдвиг частоты, пропорциональный квадрату амплитуды начального возмущения поверхности
капли ε2, существенно зависящий от множества изначально возбужденных мод и плотности
окружающей среды ρpeq.

Амплитуды отклонения поверхности, обусловленные возбуждением мод, зависят от плот-
ности окружающей жидкости; их экстремумы приводят к искажению формы поверхности и
как следствие к локальному увеличению напряженности поля собственного заряда капли.

Тенденция к уменьшению степени удлинения капли в среде наблюдается при возбужде-
нии высоких мод капиллярных колебаний [3, 4]. Максимальный продольный и минимальный
поперечный размеры эмиссионных выступов капли уменьшаются при увеличении плотно-
сти окружающей жидкости [1, 3]. Наиболее существенное сокращение выступов поверхности
(1) наблюдается в тех местах, где скорость капли является наиболее высокой, а инерционные
свойства внешней среды преобладающим. В направлениях v ‰ 0 и v ‰ π поверхность деефор-
мируется несущественно, поскольку скорость при этих углах мала. При ϑ “ 0 и ϑ “ π поверх-
ность капли претерпевает изменения вследствие нелинейного резонансного обмена энергией
между модами [5]. При нелинейных осцилляциях капли в диэлектрической среде увеличение
соотношения плотностей ρpeq и ρpiq приводит к смещению области сосредоточения энергии
возбужденных мод к наиболее высокой моде вне зависимости от порядкового номера моды,
устанавливающей начальную деформацию поверхности (1).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, с использованием уравнений Лапласа для потенциалов скорости несжи-
маемой идеально проводящей жидкости и электрического поля при кинематических и дина-
мических условиях на границе раздела двух сред с различными значениями плотности вы-
полнена постановка задачи возбуждения нелинейных капиллярных колебаний изолированной
капли с поверхностным электрическим зарядом в бесконечно протяженной диэлектрической
среде.

На основе решения поставленной задачи методом многих масштабов при аппроксимации
отклонения поверхности заряженной капли от сферической формы рядом полиномов Ле-
жандра найдены аналитические представления и исследованы закономерности колебаний при
многомодовой начальной деформации структуры. Показано, что амплитуды отклонения по-
верхности, обусловленные возбуждением мод, зависят от плотности окружающей жидкости.
При этом каждая возбуждаемая мода первого порядка малости имеет сдвиг частоты, про-
порциональный квадрату амплитуды начального возмущения поверхности капли.
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