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Аннотация. Изучается интегральный оператор свертки в симметрических простран-
ствах измеримых, в смысле Лебега, функций, заданных на полуоси p0, ` 8q Эти про-
странства, независимо друг от друга, были введены Е.М. Семеновым и В. Люксембургом
под названием перестановочно - инвариантные пространства.
В данной статье доказано, что для того, чтобы интегральный оператор свертки на полуоси
ограниченно действовал в симметричном пространстве E, удовлетворяющем определен-
ным условиям, необходимо и достаточно, чтобы ядро оператора Kptq ě 0 было суммиру-
емо на p0, ` 8q.
Отметим, что из теоремы 4 (см.[8]) вытекает, в частности, что для того, чтобы оператор
свертки ограниченно действовал в лебеговом пространстве Lp , необходимо и достаточно,
чтобы его ядро было суммируемо Это утверждение обобщается на произвольные интер-
поляционные между L1 и L8 пространства.

Ключевые слова: ограниченность оператора, интегральный оператор, симметрич-
ные пространства.

ON THE CRITERION FOR THE CONINUITY OF THE
INTEGRAL CONVOLUTION OPERATOR ON THE SEMI-AXIS

E. Pavlov, A. Furmenko

Abstract. The integral convolution operator is studied in symmetric spaces of measurable,
in the Lebesgue sense, functions defined on the half-axis p0,`8q. . These spaces, independently
of each other, were introduced by E.M. Semenov and V. Luxemburg called permutation-
invariant spaces. This article proves that in order for the integral convolution operator on the
half-axis to act boundedly in a symmetric space E satisfying certain conditions, it is necessary
and sufficient that the kernel of the operator Kptq ě 0 be summable on p0,`8).
Note that from Theorem 4 (see [8]) it follows, in particular, that in order for the convolution
operator to act boundedly in the Lebesgue space Lp, it is necessary and sufficient that its
kernel be summable. This statement is generalized to arbitrary interpolation ones between L1

and L8 space.
Keywords: boundedness of the operator,integral covolution operator, symmetric spaces.

ВВЕДЕНИЕ

Интегральные операторы разными учеными изучались в различных пространствах. Одни
из первых теорем о непрерывности интегральных операторов принадлежат одному из осно-
вателей функционального анализа С. Банаху.
Задача получения критерия ограниченности интегрального оператора в различных классах
функциональных пространств является одной из сложных задач функционального анализа.
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Известно множество достаточных условий ограниченности интегрального оператора, дей-
ствующего из одного функционального пространства в другое, доказанных известными уче-
ными (см. [1], [2], [3], [4], [5], [7] и др.). В частности достаточные условия ограниченности
интегрального оператора свертки на оси p´8,8q приведены в монографиях (см.[1], [4], [7]).

Несколько критериев непрерывности общих интегральных операторов в терминах суще-
ствования функций ϕptq и ψptq, удовлетворяющих вместе с ядром Kptq ряду неравенств,
приведены в монографии [1].

Интегральному оператору свертки на полуоси было уделено меньшее внимание. Известны
достаточные условия ограниченности интегрального оператора свертки на полуоси в симмет-
рическом пространстве (см.[9], [10], [11]).

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Определение 1. Функциональное банахово пространство E называется идеальной структу-
рой, если из условия | x |ď| y | , где xptq измеримая функция, а yptq P E следует, что xptq P E
и ‖ x ‖E ď ‖ y ‖E .

Определение 2. Пусть Sp0,8q пространство всех, измеримых по Лебегу, функций, опреде-
ленных на полуоси p0,8q и почти всюду конечных. Функцией распределения для xptq назы-
вается функция заданная равенством

ηxpτq “ mes tt : xptq ą τu, xptq ě 0

Определение 3. Две неотрицательные функции xptq и yptq называются равноизмеримыми,
если выполняется равенство

ηxpτq “ ηypτq
Рассматриваются только такие функции xptq и yptq , для которых

ηxpτq ă 8q, @τ P p0,8q

ηypτq ă 8q, @τ P p0,8q.
Определение 4. Перестановкой неотрицательной функции xptq называется функция, опреде-
ленная равенством

x˚ptq “ inftτ : ηxpτq ă tu.
Определение 5. Функциональное банахово пространство на p0,`8q с мерой Лебега называется
симметричным или перестановочно - инвариантным в другой терминологии (см.[7], [14]), если

1) E является идеальной структурой
2) Из того, что | xptq | и | yptq | равноизмеримы и yptq P E следует, что xptq P E и

‖ x ‖E “ ‖ y ‖E .
Определение 6 (см. [7]). Пусть ψptq положительная всюду конечная функция на полуоси

p0,8q. Функцией растяжения для функции ψptq называется функция Mψpsq определяемая
формулой

Mψpsq “ sup
0ătă8

ψps ¨ tq
ψptq .

Теорема (см.[7], стр. 76). Если функция растяжения конечна в некоторой окрестности едини-
цы, то она конечна в каждой точке S P p0,8q.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть Epp0,`8q, dtq, интерполяционное, а, следовательно симметричное (см.[7],
стр. 129) пространство между L1pp0, `8q, dtq, и Lppp0, `8q, dtq, . Пусть функция растяжения
фундаментальной функции ϕEptq конечна в некоторой окрестности единицы.
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Тогда, для того, чтобы интегральный оператор свертки с неотрицательным ядром Kptq

Tk xptq “
tż

0

Kpt´ sqxpsq ds, p1q

ограниченно действовал в E, необходимо и достаточно, чтобы ядро Kptq было суммируемо
на p0, ` 8q, т.е.Kptq P L1pp0, ` 8q, dtq.

Доказательство.
Необходимость. Пусть оператор Tk ограниченно действует в E. Пусть xptq P E.
Получаем

tż

0

Kpt´ sqx˚psq ds ě x˚ptq
tż

0

Kpt´ sq ds p2q

Делая замену переменной t´ s “ τ в интеграле правой части (2), получим неравенство

tż

0

Kpt´ sqx˚psq ds ě x˚ptq
tż

0

Kpτq dτ p3q

Так как оператор Tk ограниченно действует в E, то справедливо неравенство

‖

tż

0

Kpt´ sqx˚psq ds ‖E ď C¨ ‖ xptq ‖E , p4q

где константа C не зависит от x . Беря норму от обеих частей (3), получим неравенство

‖

tż

0

Kpt ´ sqx˚psq ds ‖E ě ‖ x˚ptq
tż

0

Kpτq dτ ‖E . p5q

Из неравенств (4), (5) получаем неравенство

‖ x˚ptq
tż

0

Kpτq dτ ‖E ď C¨ ‖ xptq ‖E . p6q

Далее, очевидно, неравенство

‖ χrξ,2ξsx
˚ptq

tż

0

Kpτq dτ ‖E ď C ¨ ‖ xptq ‖E . p7q

Учитывая, что интеграл
tş
0

Kpτq dτ является возрастающей функцией аргумента t, получаем

неравенство для ξ ą 0

ξż

0

Kpτq dτ ‖ χrξ,2ξsptqx˚ptq ‖E ď C¨ ‖ xptq ‖E p8q
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Полагая xptq “ χrξ,2ξsptq получим неравенство

ξż

0

Kpτq dτ ¨ ϕEpξq ď C ¨ ϕEp2ξq p9q

Из (9) получаем неравенство

ξż

0

Kpτq dτ ď C ¨ ϕEp2ξq
ϕEpξq ď C ¨ MϕE

p2q, p10q

где MϕE
ptq функция растяжения для функции ϕEptq.

По условию MϕE
ptq конечна в некоторой окрестности единицы тогда в силу полумуль-

типликативности она конечна в каждой точке (см.[7], стр. 76). Следовательно C ¨ MϕE
p2q

конечное число, не зависящее от ξ.
В левой части неравенства (10) записана функция возрастающая по аргументу ξ ограни-

ченная сверху числом C ¨MϕE
p2q .

По известной теореме она имеет предел

lim
ξÑ`8

ξż

0

Kpτq dτ “
`8ż

0

Kpτq dτ ď C ¨MϕE
p2q p11q

Неравенство (11) означает, что
Kptq P L1pp0, ` 8q, dtq p12q

Достаточность. Пусть ядро
Kptq P L1pp0, ` 8q, dtq

Получаем, пользуясь теоремой Фубини-Тонелли

8ż

0

|
tż

0

Kpsqxpt´ sq ds | dt ď
8ż

0

tż

0

Kpsq | xpt´ sq | ds dt “

“
8ż

0

p
8ż

s

Kpsq | xpt´ sq | dtq ds “
8ż

0

Kpsqp
8ż

s

| xpt´ sq | dtq ds. p13q

Делая замену переменной t´ s “ τ , получаем

8ż

s

|
tż

s

Kpsqxpt´ sq ds | dt
8ż

0

| xpτq | dτ p14q

Учитывая неравенства (13 ) и (14), получаем неравенство

‖

tż

0

Kpsqxpt´ sq ds ‖L1
ď

8ż

0

xpsq ds ‖L1
¨ ‖ x ‖L1

p15q

Далее получаем

|
tż

0

Kpsqxpt ´ sq ds |ď
tż

0

Kpsq | xpt´ sq | ds. p16q
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Очевидно неравенство
| xpt´ sq | ď‖ xptq ‖L8 p17q

Из (16) и (17) получаем неравенство

|
tż

0

Kpsqxpt´ sq ds |ď
tż

0

Kpsq ds ‖ x ‖L8 ď
8ż

0

Kpsq ds ¨ ‖ x ‖L8 , p18 ´ 19q

Из (18), очевидно, следует неравенство

‖

tż

0

Kpsqxpt´ sq ds ‖L8ď ‖ K ‖L1
¨ ‖ x ‖L8

, p20q

Из интерполяционности E теперь следует, что оператор Tk ограниченно действует в E.
Теорема доказана.
Теорема 2. Пусть ядро Kptq определено и неотрицательно на p0, ` 8q . Тогда, для того,

чтобы интегральный оператор свертки Tk, заданный равенством (1) ограниченно действовал
в Lppp0, ` 8q, dtq, где p ď 1 , необходимо и достаточно, чтобы ядро Kptq было суммируемо
на p0, ` 8q.

Доказательство. Достаточно проверить выполнение условий теоремы 1 для случая E “ Lp
. Действительно, (см. [7]) пространство Lp и симметрично, и интерполяционно между L1 и

L8. Далее, ϕEptq “ t
1

p ,

MϕE
pτq “ sup

0ătă8

ϕEpτ ¨ tq
ϕEptq “ sup

0ătă8

τ
1

p ¨ t
1

p

t
1

p

“ τ
1

p ă 8 p21q

для всех τ P p0, ` 8q. В частности MϕLp
pτq ă 8 в окрестности точки τ “ 1 .

Теорема доказана.
Замечание. Известно (см.[9 ], [10 ], [11 ]), что для того, чтобы интегральный оператор с ядром
Kptq был регулярным из E в E , необходимо и достаточно, чтобы интегральный оператор с
ядром | Kptq | ограниченно действовал в E. Фактически Теорема 1 и Теорема 2 могли быть
сформулированы так: Для того, чтобы интегральный оператор свертки был регулярным в E
или в Lp , необходимо и достаточно, чтобы Kptq P L1 .
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