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Аннотация. В работе рассмотрен метод весового решета, содержащий решето Сель-
берга в сочетании с последними весами Бухштаба (1985 г.). Приведено полное решение
задачи по приложению этого метода весового решета к вопросу о получении оценки снизу
числа почти простых чисел в конечной последовательности целых чисел.

Проблема выбора оптимальных весов в методе решета Сельберга является очень труд-
ной. Веса Бухштаба (1985 г.) позволяют получить преимущества в выборе параметров в
методе весового решета в сравнении с более ранними весами Бухштаба (1967 г.), их непре-
рывной формой, полученной Лабордэ (1979 г., веса Бухштаба–Лабордэ), частным случаем
которых являются веса Рихерта (1969 г.).
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WEIGHT SIEVE METHOD CONTAINING SELBERG SIEVE
IN COMBINATION WITH BUCHSTAB WEIGHTS

E. V. Vakhitova, S. R. Vakhitova

Abstract. The paper considers the weight sieve method containing the Selberg sieve in
combination with the latest Buchstab weights (1985). A complete solution of the problem of
applying this weight sieve method to the problem of obtaining a lower estimate for the number
of almost prime numbers in a finite sequence of integers is given.

The problem of choosing the optimal weights in the Selberg sieve method is very difficult.
Buchstab’s weights (1985) provide an advantage in the choice of parameters in the weight
sieve method in comparison with earlier Buchstab’s weights (1967), and their continuous form
obtained by Laborde (1979, weights of Buchstab–Laborde), of which Richert’s (1969) weights
are a special case.

Keywords: number, sequence, weights, lower estimation, upper estimation.

ВВЕДЕНИЕ

Метод весового решета можно успешно применять при решении теоретико-числовых за-
дач, в которых простые числа заменяются числами с ограниченным количеством простых
делителей. Такие числа называют почти простыми числами. Выбор оптимальных весов в
методе решета Сельберга является очень трудной проблемой.

В работе рассмотрен метод весового решета, содержащий решето Сельберга в сочетании
с последними весами Бухштаба (1985 г.). Веса Бухштаба, анонсированные им в 1985 г. [1],
исследованы в работе [2]. Сравнение различных весов приведено в работе [3] (глава 1, §5, с.
82 – 91). Веса Бухштаба (1985 г.) позволяют получить преимущества при выборе параметров
в методе весового решета в сравнении с более раними весами Бухштаба (1967 г.), их непре-
рывной формой, полученной Лабордэ (1979 г., веса Бухштаба–Лабордэ), частным случаем
которых являются веса Рихерта (1969 г.)
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Приведено полное решение задачи по приложению метода весового решета, содержащего
решето Сельберга в сочетании с последними весами Бухштаба (1985 г.) к вопросу о получении
оценки снизу числа почти простых чисел в конечной последовательности целых чисел.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим конечную последовательность A целых чисел an, где n P N. Через νpanq
обозначим количество простых чисел в разложении an с учетом их кратности. Поставим
задачу: получить оценку снизу количества элементов из A, имеющих в своем разложении
не более r простых чисел с учетом их кратности pr P N, r ě 2q, то есть оценку снизу
количества r-почти простых чисел в последовательности A. Для решения задачи применим
метод одномерного весового решета, содержащий решето Сельберга в сочетании с весами
Бухштаба (1985 г.). Имеем:

ÿ

an P A
νpanqďr

1 ě
ÿ

an P A
pněX1{a

νpanqďr

1 “
ÿ

an P A
pněX1{a

1 ´
ÿ

an P A
pněX1{a

νpanqąr`1

1,

где pn – наименьший простой делитель числа an, X – достаточно большое положительное
число, a P R, a ą 1, r P R, r ě 2.

Приведем весовую функцию T pXq в общем виде, о котором первому автору стало известно
(1986 г.) из устного сообщения А. А. Бухштаба. А в работе [1] приведена весовая функция
при значении параметра g1 “ 3 :

T pXq :“ 1

2

ÿ

X
1
a ďpăX

a´1

g1a

SkpAp;X
1

a q ` 1

2c ´ b´ 1

"
pc ´ bq

ÿ

X
a´1

g1a ďpăX
a´g1
a

SkpAp;X
1

a q`

`
ÿ

X
a´g1
a ďpăX c

a

ˆ
c ´ a

ln p

lnX

˙
SkpAp;X

1

a q ` a

1`apg1´1q
ag12ż

1
a

ˆ ÿ

X
a´1

g1a ďpăX1´g1z

SkpAp;Xzq
˙
dz`

`
ÿ

X
1
a ďpăX

a´1

g1a

ˆ
b` 1

2
´ a

ln p

lnX

˙
Sk

ˆ
Ap;

ˆ
X

p

˙ 1

g1
˙

`

` 1

g1
ÿ

X
a´1

g1a ďpăX
a´g1

a

ˆ
bg1 ´ a` g1 ´ apg1 ´ 1q ln p

lnX

˙
ˆ Sk

ˆ
Ap;

ˆ
X

p

˙ 1

g1
˙*

, p1q

где k,n,d P N, a,b,c,g1 P R, 1 ď b ď c ď a, 2c ´ b´ 1 ą 0, 1 ď g1 ď a´ 1, z P R,

SkpAd; zq :“ |tan P A|an ” 0 pmod dq,pn ě zu|.

При k “ 1 будем индекс k опускать: S1pAd; zq “ SpAd; zq.

ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Введем обозначения: ωpnq – мультипликативная функция, n P N,

W pzq :“
ź

păz

ˆ
1 ´ ωppq

p

˙
,
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где z P R, z ą 1, p – положительное простое число.
Теорема 1. Пусть A – конечная последовательность целых чисел и выполнены первые

три условия на A, неравенство (4) и T pXq определено равенством (1) при k “ 1. Тогда для
T pXq имеет место следующая оценка сверху:

T pXq ď X ¨ W pX 1

a q
ˆ
Bpα,a,b,c,g1q ` C28L

lnδX

˙
,

где параметр L определен во втором условии на A, C28 ą 0, 0 ă α ď 1, 0 ă δ ă 1, Bpα,a,b,c,g1q
определено равенством:

Bpα,a,b,c,g1q :“ 1

2

αa´1ż

pg1´1qαa`1

g1

F pzqdz
αa ´ z

` 1

2c ´ b´ 1

"
pc ´ bq

pg1´1qαa`1

g1ż

g1

F pzqdz
αa´ z

`

`
g1ż

αa´c

F pzqz ´ pαa ´ cq
αa ´ z

dz `
αaż

g12αa
pg1´1qαa`1

ˆ
pg1´1qαa`1

g1αa
vż

g1

F pzq dz

v ´ z

˙
dv

v
`

` g1

2αa

αa´1ż

pg1´1qαa`1

αa´1

F pg1qpb ` 1qz ´ p2αa ´ b´ 1q
zp1 ` zq dz`

` g1

αa

pg1´1qαa`1

αa´1ż

g1

αa´g1

pb` 1 ´ pαa{g1qqz ´ pαa ´ b´ 1q
zp1 ` zq F pg1qdz

*
. p2q

Теорема 2. Пусть A – конечная последовательность целых чисел, выполнены все условия
на A, неравенства (3), (4), M ą 1, a,b,c,g1 P R, причем 1 ď b ă c ă αa, g1 ` 1 ď αa ď 2g1 ` 2,

αa ´ c ď g1, pr ` 1qc ´Ma “ 2c ´ b´ 1, 2c ´ b´ 1 ą 0, 0 ă α ď 1. Тогда имеет место оценка
снизу:

ÿ

anPA
νpanqďr

1 ě X ¨ W pX 1

a q
ˆ
fpαaq ´Bpα,a,b,c,g1q ´ C31L

lnδX

˙
,

где C31 ą 0, L ě 1, Bpα,a,b,c,g1q определено равенством (2).

Теорема 3. Пусть A – конечная последовательность целых чисел, выполнены все условия
на A, fpαaq :“ 1 ´ ηpαaq, F pzq :“ σ´1pzq, a,b,c,g1 P R, M ą 1, 1 ď b ă c ă αa, g1 ` 1 ď αa ď
2g1 ` 2, αa´ c ď g1, pr ` 1qc´Ma “ 2c´ b´ 1, 2c´ b´ 1 ą 0, 0 ă α ď 1. Тогда имеет место
оценка снизу:

ÿ

anPA
νpanqďr

1 ě X ¨W pX 1

a q
ˆ
fpαaq ´Bpα,a,b,c,g1q ´ C28L

ln1{2X

˙
,

где C28 ą 0, L ě 1, Bpα,a,b,c,g1q определено равенством (2),

УСЛОВИЯ НА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ
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Введем условия на последовательность A.
1. Существует постоянная C 1

1 ě 1, такая, что

1 ď
ˆ
1 ´ ωppq

p

˙´1

ď C 1
1

для любого простого числа p, где ωppq – мультипликативная функция, такая, что ωpdq
d
X

является приближением |Ad|, d P N, X ą 1 и µpdq ‰ 0,

µpdq – функция Мебиуса: µpdq “

$
’&
’%

1, если d “ 1,

p´1qs, если d “ p1p2...ps,

0, если d
...p2,

d,s P N, p1,p2,...,ps – попарно различные положительные простые числа, p – простое число.

Выполнимость первого условия дает возможность рассматривать
ś
p

´
1 ´ ωppq

p

¯
.

2. Существуют постоянная C 1
2 ě 1 и параметр L, такие, что

´L ď
ÿ

uďpăv

ωppq
p

ln p´ ln
v

u
ď C 1

2,

где L ě 1 и не зависит от u и v p2 ď u ď vq.
Второе условие говорит о том, что ωppq, по крайней мере, в среднем по p, равно 1, иначе,
будем рассматривать только те последовательности A, при просеивании которых возникает
задача одномерного решета.

3. Существуют постоянные α p0 ă α ď 1q, C 1
3 ě 1, C0 ě 1, такие, что

ÿ

dă Xα

lnC0 X

µ2pdq3νpdq|RpX,dq| ď C 1
3

X

lnC X
,

где d P N, X ě 2, C ą 0, C 1
3 “ C 1

3pCq, RpX,dq :“ |Ad| ´ ωpdq
d

X.

Третье условие говорит о достаточной малости остаточного члена RpX,dq.
4. Существует постоянная C 1

4 ě 1, такая, что

ÿ

zďpăy

ÿ

anPA
an”0 pmod p2q

1 ď C 1
4

ˆ
X lnX

z
` y

˙
,

если 2 ď z ď y ď X, X ą 1, p – простое число.
Четвертое условие необходимо для того, чтобы можно было нужным образом оценить вели-
чину R, входящую в неравенство теоремы E.

5. Существует некоторая постоянная M, такая, что |an| ď XM для всех элементов an из
последовательности A.

Пусть, кроме этого, выполнены условия: c ă αa, 2 ă αa, где α берется из третьего условия
на последовательность A.

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Приведем утверждения, которые будут необходимы в дальнейшем.
Теорема А. Пусть выполнены условия на последовательность A, C ą 0, L ě 1 и z2 ě
Xα

plnXqA . Тогда имеет место следующая оценка снизу:

SpA; zq ě X ¨W pzq
ˆ
1 ´ ηk

ˆ
α
lnX

ln z

˙
´ C

Lpln ln 3Xq3k`2

lnX

˙
,
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где

W pzq :“
ź

păz

ˆ
1 ´ ωppq

p

˙
.

Обозначим через P pzq произведение положительных простых чисел p ă z, где z ě 2.
Теорема B. Пусть выполнены первые два условия на A и ξ ą z, C ą 0, L ě 1. Тогда

имеет место следующая оценка сверху:

SpAp; zq ď ωppq
p

X ¨ W pzq
ˆ
Fk

ˆ
ln ξ2

lnX

˙
` C

L

ln1{14 ξ

˙
`

ÿ

dăξ2
d|P pzq

3νpdq|RpX,pdq|.

Теорема C. Пусть выполнены первые два условия на A, L ě 1 и τ “ pln ξq{pln zq. Тогда
имеет место следующая оценка сверху:

SpAp; zq ď ωppq
p

X ¨ W pzq
ˆ

1

σkp2τq `O

ˆ
L

lnz

ˆ
τ´k´1 ` τ2k`1

˙˙˙
`

`
ÿ

dăξ2
d|P pzq

3νpdq|RpX,pdq|.

Теоремы A, B, C доказаны методом решета Сельберга в работе [4] (главы 7, 8, 6, теоремы
7.4, 8.3 и 6.3).

Функции ηkpuq, σkpuq, fkpuq, Fkpuq являются функциями метода решета. При k “ 1 индекс
функций будем опускать и записывать, например, F puq, где F puq :“ F1puq.

Из теоремы А при z “ X1{a, fkpuq :“ 1 ´ ηkpuq, k “ 1 получим, что при некоторой
постоянной δ p0 ă δ ď 1q для SpA;X 1

a q имеет место следующая оценка снизу:

SpA;X 1

a q ě X ¨W pX 1

a q
ˆ
fpαaq ´ C1

L

lnδ X

˙
, p3q

где fpαaq :“ f1pαaq ą 0, C1 ą 0,L ě 1.
Для любого действительного числа ξ, ξ ą 1, удовлетворяющего неравенствам 1

C2
ď

a
ln ξ2

lnX
ď αa ´ 1, для всех простых чисел p из интервала rX 1

a ;X
c
a q при z “ X1{a, k “ 1

из теоремы В при k “ 1 и F puq :“ F1puq получим, что для SpAp;X
1

a q имеет место следующая
оценка сверху:

SpAp;X
1

a q ď ωppq
p

X ¨W pX 1

a q
ˆ
F

ˆ
a
ln ξ2

lnX

˙
` C3

L

lnδ ξ

˙
`

`C4

ÿ

dăξ2

d|P pX 1
a q

3νpdq|RpX,pdq|, p4q

где для u ą 0 функция F puq является неотрицательной, убывающей и непрерывной, удовле-
творяющей условию: F pu1q ´ F pu2q ď C0

u2´u1
u1

, 1
C2

ď u1 ă u2, C0 ą 0, C2 ą 0, C3 ą 0, C4 ą 0.

Будем считать, что X ą C6, где C6 – достаточно большое число. Выберем ξ2 с учетом третьего

условия на A: ξ2 “ Xα

lnC0 X
.
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Неравенство (4) можно применять с ξ2{p вместо ξ2. Действительно, при p ă X
c
a верно

неравенство
ξ2

p
ě Xα´ c

a

lnC0 X
. А так как c ă αa, то α´ c

a
ą 0. Тогда получим, что

a
lnpξ2{pq
lnX

ě pα ´ pc{aqq lnX ´ C0 ln lnX

lnX
1

a

“ pαa ´ cq ´ aC0
ln lnX

lnX
ě 1

C2

.

С другой стороны,
ξ2

p
ď Xα´ 1

a

lnC0 X
, поэтому

a
lnpξ2{pq
lnX

ď pα ´ p1{aqq lnX ´ C0 ln lnX

lnX
1

a

ď αa´ 1.

Таким образом, неравенства
1

C2

ď a
ln ξ2

lnX
ď αa´ 1 выполнены, поэтому неравенство (4)

можно применить с pξ2{pq.
Проведем еще замену ξ2 на Xα в аргументе функции F. Учитывая условие для F puq и

неравенство
ξ2

p
ě Xα´c{a

lnC0 X
, получим pC5 ą 0q

∆F “ F

ˆ
lnpξ2{pq
lnX

1

a

˙
´ F

ˆ
lnpXα{pq
lnX

1

a

˙
ď C5

lnpXα{pq ´ lnpξ2{pq
ln pξ2{pq “ C5

lnXα ´ ln ξ2

lnpξ2{pq .

А так как из определения ξ2 следует, что Xα{ξ2 “ lnC0 X, то при C0 ą 0, C7 ą 0

∆F ď C0
C0 ln lnX

lnpξ2{pq ď C7
ln lnX

lnX
.

Теорема D. Пусть ωpnq – мультипликативная функция, удовлетворяющая второму
условию на A, p – простое число, ωppq ă p для всех p, z ě 2. Тогда имеет место оценка:

ÿ

păz

ωppq
p

“ ln ln z `B1 `O

ˆ
L

ln z

˙
,

где B1 – некоторая постоянная, L ě 1.

Следствие 1.

ÿ

zăpďzh

ωppq
p

“ lnh`O

ˆ
L

ln z

˙
,

ź

zăpďzh

ˆ
1 ´ ωppq

p

˙
“ C

h

ˆ
1 `O

ˆ
L

ln z

˙˙
,

где h ą 1, C – постоянная, C ą 0, L ě 1.

Следствие 2.

ÿ

pďz
p ­ |q

ωppq
p

“ ln ln z `B1 `O

ˆ
L

ln z

˙
,

ÿ

zăpďzh
p ­ |q

ωppq
p

“ lnh`O

ˆ
L

ln z

˙
,

ź

zăpďzh
p ­ |q

ˆ
1 ´ ωppq

p

˙
“ C1

h

ˆ
1 `O

ˆ
L

ln z

˙˙
,

где h ą 1, q ă z, B1, C1 – постоянные, B1 ą 0,C1 ą 0, L ě 1.
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Следствие 3. При 2 ď u ď v, C2
2 ą 0

ÿ

uďpăv

ωppq
p

ď ln
ln v

lnu
` C2

2

lnu
.

Доказательство теоремы D и следствий 1–3 приведено в работе [3] (глава 1, лемма 1.2.1).
Теорема E. Пусть A – конечная последовательность целых чисел, T pXq определено ра-

венством (1), выполнено пятое условие на A и a,b,c,g1 P R, pr ` 1qc ´ Ma “ 2c ´ b ´ 1,

2c ´ b ´ 1 ą 0, 1 ď b ď c ď a, g1 ` 1 ď a ď 2g1 ` 2, a ´ c ď g1, k “ 1. Тогда имеет место
неравенство: ÿ

anPA
νpanqďr

1 ě SpA;X 1

a q ´ T pXq ´R,

где R – число элементов из A, делящихся на квадрат простого числа p из интервала X
1

a ď
p ă X

c
a , r P N, r ě 2, M определено в пятом условии на A.

Теорема E доказана в работе [3] (глава 1, теорема 1.1.1)
Лемма A. Пусть для ωppq выполнены первые два условия на A, 2 ď u ď v и W pzq :“

ś
păz

ˆ
1 ´ ωppq

p

˙
. Тогда имеют место следующие оценки:

1q. W puq
W pvq ď

ˆ
ln v

lnu

˙ˆ
1 `O

ˆ
1

lnu

˙˙
“ O

ˆ
ln v

lnu

˙
.

2q. 1

W pvq “ Opln vq.

Доказательство леммы А приведено в работе [4] (глава 2, §3, лемма 2.3, оценки (3.5) и
(3.6) при k “ 1.q

Лемма В. Пусть для ωppq выполнены первые два условия на A и 2 ď u ď v, C2 ą 0,

L ě 1. Тогда имеют место неравенства:

´ L

lnu
ď

ÿ

uďpďv

ωppq
p

´ ln
ln v

lnu
ď C2

lnu
.

Доказательство леммы B приведено в работе [4] (глава 5, §2, лемма 5.2, неравенства (2.1)
при k “ 1.q

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Преобразуем отдельно слагаемые суммы T pXq, определенной равенством (1). При этом
будем применять неравенство (3).

1q J1pXq :“ 1

2

ÿ

X
1
a ďpăX

1

g1 p1´ 1
a q

SpAp;X
1

a q ď

ď 1

2

ÿ

X
1
a ďpăX

a´1

g1a

ˆ
ωppq
p

X ¨W pX 1

a q
ˆ
F pa

ln ξ2

p

lnX
q `C3

L

lnδ ξ?
p

˙
`

`C4

ÿ

dă ξ2

p

d|P pX1{aq

3νpdq|RpX,pdq|
˘

ď
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ď 1

2
X ¨ W pX 1

a q
ˆ ÿ

X
1
a ďpăX

a´1

g1a

ωppq
p

F pa
ln Xα

p

lnX
q ` C15

L

lnδX

˙
,

где C3, C4, C15 – положительные постоянные, L ě 1. Учитывая, что

ÿ

X
1
a ďpăv

ωppq
p

“ ln
ln v

lnX
1

a

`O

ˆ
C16L

lnX

˙
, X

1

a ď v ď X
a´1

g1a ,

получим:
ÿ

X
1
a ďpăX

a´1

g1a

ωppq
p

F

ˆ
a
ln Xα

p

lnX

˙
“

ˆ
ln
a´ 1

g1 `O

ˆ
C16L

lnX

˙˙
ˆ

ˆF
ˆ
a
lnpXα{Xpa´1q{pg1aqq

lnX

˙
´

´
X

a´1

g1aż

X
1
a

ˆ ÿ

X
1
a ďpăv

ωppq
p

˙
d

ˆ
F

ˆ
a
ln pXα{vq

lnX

˙˙
“

“ ln
a ´ 1

g1 F

ˆ
a lnpXα{Xpa´1q{pg1aqq

lnX

˙
`O

ˆ
C17L

lnX

˙
´

´
X

a´1

g1aż

X
1
a

ln
ln v

lnX
1

a

d

ˆ
F

ˆ
a
ln Xα

v

lnX

˙˙
“

X
a´1

g1aż

X
1
a

F

ˆ
a
ln Xα

v

lnX

˙
dv

v ln v
`O

ˆ
C17L

lnX

˙
,

где C16, C17, C18 – положительные постоянные. Следовательно,

J1pXq ď 1

2
X ¨W pX 1

a q
ˆX

a´1

g1aż

X
1
a

F

ˆ
a
ln Xα

v

lnX

˙
dv

v ln v
` C18L

lnδX

˙
.

Сделаем замену: z “ a ln Xα

v
{ lnX, тогда dv “ ´v lnX 1

a dz,

lnX
1

a

ln v
“ lnX

1

a

lnXα ´ ln Xα

v

“ 1

αa ´ z
, X

αa´1

g1a ď X
a´1

g1a ,

X
a´1

g1aż

X
1
a

F

ˆ
a
ln Xα

v

lnX

˙
dv

v ln v
ď

αa´1ż

pg1´1qαa`1

g

F pzq dz

αa ´ z
.

Таким образом,

J1pXq ď X ¨W pX 1

a q
ˆ αa´1ż

pg1´1qαa`1

g1

1

2

F pzqdz
αa ´ z

` C19L

lnδX

˙
, p5q
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где C19 – положительная постоянная, L ě 1.

2q J2pXq :“ pc´ bq
ÿ

X
1

g1 p1´ 1
a q

ďpăX1´
g1
a

SpAp;X
1

a q ď

ď pc ´ bq
ÿ

X
a´1

g1a ďpăX
a´g1

a

ˆ
ωppq
p

X ¨W pX 1

a q
ˆ
F

ˆ
a
ln ξ2

p

lnX

˙
` C3

L

lnδ ξ?
p

˙
`

`C4

ÿ

dăξ2{p
d|P pX 1

a q

3νpdq|RpX,pdq|
˙

ď

ď pc ´ bqX ¨ W pX 1

a q
ˆ ÿ

X
a´1

g1a ďpăX
a´g1

a1

ωppq
p

F

ˆ
a
ln Xα

p

lnX

˙
` C15

L

lnδX

˙
.

Учитывая, что

ÿ

X
1
a ďpăv

ωppq
p

“ ln
ln v

lnX
1

a

`O

ˆ
C16L

lnX

˙
, X

1

a ď v ď X
a´g1

a ,

получим, что

ÿ

X
a´1

g1a ďpăv

ωppq
p

“ ln
ln v

lnX
a´1

g1a

`O

ˆ
C16L

lnX

˙
, X

a´1

g1a ď v ď X
a´g1

a .

Поэтому
ÿ

X
a´1

g1a ďpăX
a´g1

a

ωppq
p

F

ˆ
a
ln Xα

p

lnX

˙
“

“
ˆ
ln
g1pa ´ g1q
a´ 1

`O

ˆ
C16L

lnX

˙˙
F

ˆ
a
ln pXα{Xpa´gq{aq

lnX

˙
´

´

a´g1

aż

X
a´1

g1a

ˆ ÿ

X
a´1

g1a ďpăv

ωppq
p

d

ˆ
F

ˆ
a
ln Xα

v

lnX

˙˙˙
“

“ ln
g1pa ´ g1q
a´ 1

F

ˆ
a
ln pXα{Xpa´gq{aq

lnX

˙
`O

ˆ
C17L

lnX

˙
´

´
X

a´g1

aż

X
a´1

g1a

ln
ln v

lnX
a´1

g1a

d

ˆ
F

ˆ
a
ln Xα

v

lnX

˙˙
“

a´g1

aż

X
a´1

g1a

F

ˆ
a
ln Xα

v

lnX

˙
dv

v ln v
`O

ˆ
C17L

lnX

˙
.

Следовательно,

J2pXq ď X ¨W pX 1

a q
ˆ

pc ´ bq ˆ

a´g1

aż

X
a´1

g1a

F

ˆ
a
ln Xα

v

lnX

˙
dv

v ln v
` C18L

lnδ X

˙
.
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Сделаем замену: z “ a ln Xα

v
{ lnX, тогда dv “ ´v lnX 1

a dz,

lnX
1

a

ln v
“ lnX

1

a

lnXα ´ ln Xα

v

“ 1

αa ´ z
, X

αa´1

g1a ď X
a´1

g1a ,

тогда

X
a´g1

aż

X
a´1

g1a

F

ˆ
a
ln Xα

v

lnX

˙
dv

v ln v
ď

pg1´1qαa`1

g1ż

g1

F pzq dz

αa ´ z
.

Таким образом, pC19 ą 0,L ě 1q

J2pXq ď X ¨W pX 1

a q
ˆ

pc´ bq

pg1´1qαa`1

g1ż

g1

F pzqdz
αa ´ z

` C19L

lnδX

˙
. p6q

3q J3pXq :“
ÿ

X1´
g1
a ďpăX c

a

ˆ
c´ a

ln p

lnX

˙
SpAp;X

1

a q ď

ď
ÿ

X
a´g1

a ďpăX c
a

ˆ
c ´ a

ln p

lnX

˙ˆ
ωppq
p

X ¨W pX 1

a q
ˆ
F

ˆ
a
ln ξ2

p

lnX

˙
`

`C3

L

lnδ ξ?
p

˙
` C4

ÿ

dăξ2{p
d|P pX 1

a q

3νpdq|RpX,pdq|
˙
.

Учитывая, что ∆F ď C7

ln lnX

lnX
, получим:

J3pXq ď
ÿ

X
a´g1

a ďpăX c
a

ˆ
c´ a

ln p

lnX

˙ˆ
ωppq
p

X ¨ W pX 1

a q
ˆ
F

ˆ
a
ln Xα

p

lnX

˙
`

`C7

ln lnX

lnX
` C3

L

lnδ ξ?
p

˙
` C4

ÿ

dăξ2{p
d|P pX 1

a q

3νpdq|RpX,pdq|
˙

ď

ď X ¨W pX 1

a q
ÿ

X
a´g1

a ďpăX c
a

ˆˆ
c ´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

F

ˆ
a
ln Xα

p

lnX

˙
`

`C8

ωppq
p

L

lnδX

˙
` C4

ÿ

X
a´g1

a ďpăX c
a

ÿ

dăξ2{p
d|P pX 1

a q

3νpdq|RpX,pdq|,

C3, C4, C7 – положительные постоянные, L ě 1. Применим неравенство

ÿ

X
a´g1

a ďpăX c
a

ωppq
p

ď ln
c

a´ g1 ` C2

ln 2
,
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которое следует из следствия 3 теоремы D, получим

J3pXq ď X ¨ W pX 1

a q
ˆ ÿ

X
a´g1

a ďpăX c
a

ˆ
c´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

F

ˆ
a
ln Xα

p

lnX

˙
`

`C9
L

lnδX

˙
` C4

ÿ

năξ2
µ2pnq3νpnq|RpX,nq|,

где C4, C9 – положительные постоянные. Применим теперь третье условие на A и второе
равенство леммы А, согласно которому

1

W pvq “ Opln vq,

тогда получим

J3pXq ď X ¨ W pX 1

a q
ˆ ÿ

X
a´g1

a ďpăX c
a

ˆ
c´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

F

ˆ
a
ln Xα

p

lnX

˙
` C10L

lnδX

˙
,

C10 ą 0, L ě 1. При переходе в правой части полученного неравенства от суммы к интегралу
применим неравенства леммы В, согласно которой pC ą 0, L ě 1q

´ L

lnu
ď

ÿ

uďpăv

ωppq
p

´ ln
ln v

lnu
ď C

lnu
.

Из этого неравенства и второго условия на A следует, что

ÿ

X
a´g1
a ďpăv

ˆ
c ´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

“ c ln
ln v

lnX
a´g1

a

´ ln v

lnX
1

a

` pa ´ g1q `O

ˆ
C11L

lnX

˙

для X
a´g1

a ď v ď X
c
a , C11 ą 0.

Введем обозначения. Если X
a´g1

a ď v ď X
c
a , то

Dpvq :“
ÿ

X
a´g1

a ďpăv

ˆ
c ´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

, Epvq :“ F

ˆ
a
ln Xα

v

lnX

˙
.

Применим теперь лемму Абеля о частном суммировании:

ÿ

aďnăb
cnfpnq “ ´

bż

a

Cpxqf 1pxqdx ` Cpbqfpbq,

получим:
ÿ

X
a´g1

a ďpăX c
a

ˆ
c´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

F

ˆ
a
ln Xα

p

lnX

˙
“

“
ÿ

X
a´g1

a ďpăX c
a

ˆ
c ´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

Eppq “
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“
ˆ
c ln

c

a ´ g1 ´ c` a´ g1 `O

ˆ
C12L

lnX

˙˙
EpX c

a q ´
X

c
aż

X
a´g1
a

DpvqdpEpvqq “

“
ˆ
c ln

c

a´ g1 ´ c` a ´ g1
˙
EpX c

a q `O

ˆ
C13L

lnX

˙
´

´
X

c
aż

X
a´g1
a

ˆ
c ln

ln v

lnXpa´g1q{a ´ ln v

lnX1{a ` a´ g1
˙
dEpvq,

где C12 ą 0, C13 ą 0, L ě 1. Учитывая формулу интегрирования по частям, получим

J3pXq ď X ¨W pX 1

a q
ˆ X

c
aż

X
a´g1
a

Epvq
ˆ
c´ a

ln v

lnX

˙
dv

v ln v
`O

ˆ
C13L

lnX

˙
` C10L

lnδX

˙
.

Сделаем замену переменной: z “ ln Xα

v
{ lnX 1

a , тогда Epvq “ F pzq, v lnX 1

a dz “ ´dv,
ˆ
c ´ a

ln v

lnX

˙
1

ln v
“ ln Xc{a

v

lnX1{a
1

ln v
“ ln Xα

v
´ lnXα´ c

a

lnX
1

a plnXα ´ ln Xα

v
q

“

“ z ´ pαa ´ cq
lnX

1

a pαa ´ zq
, X

αa´g1

a ď X
a´g1

a ,

следовательно,

X
c
aż

X
a´g1

a

Epvq
ˆ
c ´ a

ln v

lnX

˙
dv

v ln v
ď

αa´cż

g1

F pzq pz ´ pαa ´ cqq
lnX

1

a pαa ´ zq
ˆ

ˆp´dzqv lnX 1

a

v
“

g1ż

αa´c

F pzqz ´ pαa ´ cq
αa ´ z

dz.

Таким образом,

J3pXq ď X ¨ W pX 1

a q
ˆ g1ż

αa´c

F pzqz ´ pαa ´ cq
αa ´ z

dz ` C14L

lnδX

˙
, p7q

где C14 ą 0, L ě 1.

4q J4pXq :“ a

pg1´1qa`1

ag12ż

1
a

ˆ ÿ

X
1

g1 p1´ 1
a qďpăX1´g1z

SpAp;Xzq
˙
dz ď

ď a

pg1´1qa`1

ag12ż

1
a

ˆ ÿ

X
a´1

g1a ďpăX1´g1z

ˆ
ωppq
p

X ¨W pXzq
ˆ
F

ˆ
ln ξ2

p

lnXz

˙
`
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` C3L

lnδ ξ?
p

˙
` C4

ÿ

dă ξ2

p

d|P pXzq

3νpdq|RpX,pdq|
˙˙

dz ď

ď a

pg1´1qa`1

ag12ż

1
a

X ¨W pXzq ˆ
ˆ ÿ

X
a´1

g1a ďpăX1´g1z

ωppq
p

F

ˆ
ln Xα

p

lnXz

˙
` C20

L

lnδX

˙
dz,

где C20 ą 0, L ě 1. Учитывая, что

ÿ

Xuďpăv

ωppq
p

“ ln
ln v

lnXu
`O

ˆ
C21L

lnX

˙
, Xu ď v ď X1´g1z,

получим (C21 ą 0, L ě 1)

ÿ

X
a´1

g1a ďpăX1´g1z

ωppq
p

F

ˆ
ln pXα{pq
lnXz

˙
“

“
ˆ
ln
g1ap1 ´ g1zq

a´ 1
`O

ˆ
C21L

lnX

˙˙
F

ˆ
ln Xα

X1´g1z

lnX

˙
´

X1´g1zż

X
a´1

g1a

ˆ ÿ

X
a´1

g1a ďpăv

ωppq
p

˙
d

ˆ
F

ˆ
ln Xα

v

lnXz

˙˙
“

“ ln
g1ap1 ´ g1zq

a´ 1
F

ˆ
ln Xα

X1´g1z

lnXz

˙
`O

ˆ
C21L

lnX

˙
´

´
X1´g1zż

X
a´1

g1a

ln
ln v

lnX
a´1

g1a

d

ˆ
F

ˆ
ln Xα

v

lnXz

˙˙
“

X1´g1zż

X
a´1

g1a

F

ˆ
ln Xα

v

lnXz

˙
dv

v ln v
`O

ˆ
C21L

lnX

˙
.

Сделаем замену: t “ ln v

lnX
, тогда dv “ v lnXdt,

ln Xα

v

lnXz
“ lnXα ´ ln v

z lnX
“ α´ t

z
, поэтому

ÿ

X
a´1

g1a ďpăX1´g1z

ωppq
p

F

ˆ
ln Xα

p

lnXz

˙
“

1´g1zż

a´1
g1a

F

ˆ
α´ t

z

˙
dt

t
`O

ˆ
C21L

lnX

˙
,

следовательно, полагая C22 ą 0,

J4pXq ď aX

pg1´1qa`1

ag2ż

1
a

W pXzq
ˆ 1´g1zż

a´1
g1a

F

ˆ
α´ t

z

˙
dt

t
` C22L

lnδX

˙
dz.

Сделаем замену: y “ α ´ t

z
и s “ α

z
, отсюда zdy “ ´dt, p1{αqds “ p´dzq{z2, тогда, учитывая

первое неравенство леммы А, согласно которому

W puq
W psq ď ln s

lnu

ˆ
1 `O

ˆ
1

lnu

˙˙
, 2 ď u ď s,
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получимˆ
αa´ 1

g1a
ď a´ 1

g1a
,

g12αa
pg1 ´ 1qa ` 1

ď g12αa
pg1 ´ 1qαa ` 1

˙
:

J4pXq ď aX

pg1´1qa`1

g12aż

1
a

W pX 1

a q lnX
1

a

lnXz
ˆ

ˆ 1´g1zż

a´1
g1a

F

ˆ
α ´ t

z

˙
dt

t
` C22L

lnδX

˙
dz ď

ď aX ¨W pX 1

a q

g12αa
pg1´1qαa`1ż

αa

s

αa
ˆ

ˆ g1ż

pg1´1qαa`1

g1αa
s

F pyq ´dy
s ´ y

` C22L

lnδX

˙p´αqds
s2

.

Таким образом, если заменить s на v, то получим:

J4pXq ď X ¨W pX 1

a q ˆ
˜ αaż

g12αa
pg1´1qαa`1

ˆ
pg1´1qαa`1

g1αa
vż

g1

F pzq dz

v ´ z

˙
dv

v
` C22L

lnδX

¸
, p8q

где C22 ą 0,L ě 1.

5q J5pXq :“
ÿ

X
1
a ďpăX

1

g1 p1´ 1
a q

ˆ
b` 1

2
´ a

ln p

lnX

˙
Sp

˜
Ap;

ˆ
X

p

˙ 1

g1

¸
ď

ď
ÿ

X
1
a ďpăX

a´1

g1a

ˆ
b` 1

2
´ a

ln p

lnX

˙˜
ωppq
p

X ¨ W
ˆˆ

X

p

˙1{g1 ˙
ˆ

ˆ
ˆ
F

ˆ
g1 ln pXα{pq

ln pX{pq

˙
` C3

L

lnδ ξ?
p

˙
` C4

ÿ

dăξ2{p
d|P pX1{aq

3νpdq|RpX,pdq|
¸

ď

ď X ¨W pX 1

a q
ˆ ÿ

X
1
a ďpăX

a´1

ga1

ˆ
b ` 1

2
´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

lnX1{a

lnpX{pq1{g1 ˆ

ˆF
ˆ
g1 ln Xα

p

ln pX{pq

˙
` C23

L

lnδX

˙
,

где C23 ą 0, L ě 1. Учитывая, что

ÿ

X
1
a ďpăv

ˆ
b` 1

2
´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

“ b ` 1

2
ln

ln v

lnX1{a ´ ln v

lnX1{a ` 1 `O

ˆ
C24L

lnX

˙

при X
1

a ď v ď X
a´1

g1a , C24 ą 0, L ě 1, получим

ÿ

X
1
a ďpăX

a´1

g1a

ˆ
b ` 1

2
´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

1

ln X
p

F

ˆ
g1 ln pXα{pq

ln pX{pq

˙
“
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“
ˆ
b ` 1

2
ln
a´ 1

g1 ´ a ´ 1

g1 ` 1 `O

ˆ
C25L

lnX

˙˙
ˆ

ˆ 1

lnX1´pa´1q{pg1aqF

ˆ
g1 lnpXα{Xpa´1q{pg1aqq

lnX1´pa´1q{pg1aq

˙
´

´
Xpa´1q{pg1aqż

X1{a

˜ ÿ

X1{aďpăv

ˆ
b` 1

2
´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

¸
¨ d

˜
1

ln X
v

F

ˆ
g1 ln

Xα

v

ln X
v

˙¸
“

“
ˆ
b` 1

2
ln
a´ 1

g1 ´ a´ g1 ´ 1

g1

˙
1

lnX
pg1´1qa`1

g1a

¨ F
ˆ
g1

ln Xα

X
a´1

g1a

lnX
g12a`1

g1a

˙
`O

ˆ
C26L

lnX

˙
´

´
X

a´1

g1aż

X
1
a

ˆ
b` 1

2
ln

ln v

lnX1{a ´ ln v

lnX1{a ` 1

˙
¨ d

ˆ
1

ln X
v

F

ˆ
g1 ln

Xα

v

ln X
v

˙˙
“

“
X

a´1

g1aż

X1{a

1

ln X
v

F

ˆ
g1 ln pXα{vq

ln pX{vq

˙ˆ
b` 1

2
´ ln v

lnX1{a

˙
dv

v ln v
`O

ˆ
C26L

lnX

˙
,

где C25 ą 0, C26 ą 0, L ě 1. Сделаем замену: z “ ln pX{vq
ln v

“ lnX

ln v
´ 1, отсюда получим

ln v “ plnXq{pz ` 1q,

dv “ ´v ln2 vdz
lnX

,
b` 1

2
´ ln v

lnX1{a “ pb` 1qz ´ p2a ´ b ´ 1q
2pz ` 1q ,

следовательно,

ÿ

X1{aďpăX
a´1

g1a

ˆ
b` 1

2
´ a

ln p

lnX

˙
ωppq
p

lnX1{a

lnpX{pq1{g1 F

ˆ
g1 lnpXα{pq

lnpX{pq

˙
ď

ď g1

2αa

αa´1ż

pg1´1qαa`1

αa´1

F pg1qpb ` 1qz ´ p2αa ´ b ´ 1q
zp1 ` zq dz `O

ˆ
C26L

lnX

˙
.

Таким образом,
J5pXq ď X ¨W pX 1

a qˆ

ˆ
ˆ
g1

2αa

αa´1ż

pg1´1qαa`1

αa´1

F pg1qpb ` 1qz ´ p2αa ´ b´ 1q
zp1 ` zq dz ` C27L

lnδX

˙
, p9q

где C27 ą 0, L ě 1.

6q J6pXq :“ 1

g1 ˆ

ˆ
ÿ

X
1

g1 p1´ 1
a q

ďpăX1´
g1
a

ˆ
g1b ´ a` g1 ´ pg1 ´ 1qa ln p

lnX

˙
S

˜
Ap;

ˆ
X

p

˙ 1

g1

¸
ď
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ď 1

g1
ÿ

X
a´1

g1a ďpăX
a´g1

a

ˆ
g1b´ a` g1 ´ pg1 ´ 1qa ln p

lnX

˙
ˆ

ˆ
˜
ωppq
p

X ¨W
ˆ

pX{pq1{g1

˙
ˆ

ˆ
˜
F

ˆ
g1 lnpXα{pq

lnpX{pq

˙
` C3

L

lnδ ξ?
p

¸
`C4

ÿ

dăξ2{p
d|P pX1{aq

3νpdq|RpX,pdq|
¸

ď

ď 1

g
X ¨ W pX 1

a q
˜ ÿ

X
a´1

g1a ďpăX
a´g1
a

ˆ
g1b´ a` g1 ´ pg1 ´ 1qa ln p

lnX

˙
ˆ

ˆωppq
p

lnX1{a

lnpX{pq1{g1 F

ˆ
g1 lnpXα{pq

lnpX{pq

˙
` C23

L

lnδX

¸
.

Учитывая, что

ÿ

Xuďpăv

ˆ
g1b ´ a ` g1 ´ pg1 ´ 1qa ln p

lnX

˙
ωppq
p

“ pg1b´ a` g1q ln ln v

lnXu
´

´ ln v

lnX1{pg1´1qa ` pg1 ´ 1qau `O

ˆ
C24L

lnX

˙

при X
a´1

g1a ď p ă X
a´g1

a , получим

ÿ

X
a´1

g1a ďpăX
a´g1

a

ˆ
g1b´ a` g1 ´ pg1 ´ 1qa ln p

lnX

˙
ˆ ωppq

p

1

lnpX{pqF
ˆ
g
lnpXα{pq
lnpX{pq

˙
“

“
ˆ

pg1b ´ a ` g1q ln apa ´ g1q
a´ 1

´ pg1 ´ 1qpa ´ g1q`

`pa ´ 1qpg1 ´ 1q{g `O

ˆ
C25L

lnX

˙˙
ˆ 1

lnX1´pa´g1q{aF

ˆ
g1 lnpXα{Xpa´g1q{aq

lnX1´pa´g1q{a

˙
´

´
X

a´g1

aż

X
a´1

g1a

˜ ÿ

X
a´1

g1a ďpăv

pg1b´ a` g1 ´ pg1 ´ 1qa ln p

lnX
qωppq
p

ˆ

ˆd
ˆ

1

lnpX{vqF
ˆ
g1 lnpXα{vq

lnpX{vq

˙˙¸
“

“
ˆ

pg1b´ a` g1q ln g
1pa´ g1q
a ´ 1

´ pg1 ´ 1q2pa ´ 1q{g1
˙

1

lnX1´pa´g1q{aˆ

ˆF
ˆ
g1 lnpXα{Xpa´g1q{aq

lnXg1{a

˙
`O

ˆ
C26L

lnX

˙
´

´
X

a´g1

aż

X
a´1

g1a

ˆ
pg1b ´ a ` g1q ln ln v

lnX1{a ´ ln v

lnX1{pg1´1qa ` pa ´ 1qpg1 ´ 1q{g1
˙

ˆ
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ˆd
˜

1

lnpX{vqF
ˆ
g1 lnpXα{vq

lnpX{vq

˙¸
“

“
X

a´g1

aż

X
a´1

g1a

1

lnpX{vqF
ˆ
g1 lnpXα{vq

lnpX{vq

˙ˆ
g1b´ a` g1 ´ ln v

lnX1{pg1´1qa

˙
ˆ

ˆ dv

v ln v
`O

ˆ
C26L

lnX

˙
.

Сделаем замену: z “ ln pX{vq
ln v

“ lnX
ln v

´ 1, отсюда

ln v “ lnX

z ` 1
, dv “ ´v ln2 vdz

lnX
,

g1b´ a` g1 ´ ln v

lnX1{pg1´1qa “ g1b´ a ` g1 ´ lnX

pz ` 1q lnX1{pg1´1qa “

“ g1 pb ` 1 ´ pa{g1qqz ´ pa´ b ´ 1q
z ` 1

,

следовательно,

ÿ

X
a´1

g1a ďpăX
a´g1

a

pg1b´ a` g1 ´ pg1 ´ 1qa ln p

lnX
qωppq
p

¨ lnX1{a

lnpX{pq1{g1 F

ˆ
g1 ln pXα{pq

lnpX{pq

˙
ď

ď g12

αa

pg1´1qαa`1

αa´1ż

g1

αa´g1

pb` 1 ´ pαa{g1qqz ´ pαa ´ b´ 1q
zp1 ` zq ˆ F pg1qdz `O

ˆ
C26L

lnX

˙
.

Таким образом,
J6pXq ď X ¨W pX 1

a qˆ

ˆ
ˆ
g1

αa

pg1´1qαa`1

αa´1ż

g1

αa´g1

pb` 1 ´ pαa{g1qqz ´ pαa ´ b´ 1q
zp1 ` zq ˆ F pg1qdz ` C27L

lnδX

˙
. p10q

Учитывая теперь неравенства (5) – (10), получим для T pXq :

T pXq ď X ¨W pX 1

a qpBpα,a,b,c,g1q ` C28L

lnδX
q,

где C28 ą 0, L ě 1, Bpα,a,b,c,g1q определено равенством (2).
Теорема 1 доказана.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

1. Применим оценку (3) и теорему 1, получим:

SpXq :“ SpA;X 1

a q ´ T pXq ě X ¨W pX 1

a q
ˆ
fpαaq ´ C1L

lnδX

˙
´X ¨ W pX 1

a qˆ
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ˆ
ˆ
Bpα,a,b,c,g1q ` C28L

lnδX

˙
“ X ¨ W pX 1

a q
ˆ
fpαaq ´Bpα,a,b,c,g1q´

´ L

lnδX
pC1 ´ C28q

˙
ě X ¨W pX 1

a q
ˆ
fpαaq ´Bpαa,a,b,c,g1q ´ C29L

lnδX

˙
,

где C1 ą 0, C28 ą 0, C29 ą 0, L ě 1. Таким образом,

SpXq :“ SpA;X 1

a q ´ T pXq ě X ¨W pX 1

a q
ˆ
fpαaq ´Bpαa,a,b,c,g1q ´ C29L

lnδX

˙
.

2. Применим теорему E, тогда получим, что
ÿ

anPA
νpanqďr

1 ě SpA;X 1

a q ´ T pXq ´R ě

ě X ¨W pX 1

a q
ˆ
fpαaq ´Bpα,a,b,c,g1q ´ C29L

lnδX

˙
´R,

где R – число элементов последовательности A, делящихся на квадрат простого числа из
интервала rX 1

a ;X
c
a q, C29 ą 0, L ě 1, 0 ă δ ă 1.

3. Оценим R следующим образом:

R ď
ÿ

X1{aďpăXc{a

ÿ

anPA
an” pmod p2q

1 ď C4

ˆ
X lnX

X
1

a

`X
c
a

˙
ď X ¨W pX 1

a qC30L

lnX

(воспользовались четвертым условием на последовательность A, C30 ą 0, L ě 1).
Таким образом, имеет место оценка снизу:

ÿ

anPA
νpanqďr

1 ě X ¨ W pX 1

a q
ˆ
fpαaq ´Bpα,a,b,c,g1q ´ C31L

lnδX

˙
,

где C31 ą 0, L ě 1, Bpα,a,b,c,g1q определено равенством (2).
Теорема 2 доказана.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Выберем функции fpzq и F pzq. Рассмотрим функции ηpuq и σpuq, которые определяются
следующим образом:

σpuq “ ue´γ

2
, 0 ď u ď 2,

где γ – постоянная Эйлера, uσ1puq “ σpuq ´ σpu ´ 2q, u ą 2, причем σpuq непрерывна при
u “ 2,

ηpuq “ 1

u

8ż

u

`
σ´1pt ´ 1q ´ 1

˘
dt, u ą 1.

Свойства функций приведены в работе [4] (главы 6 и 7). Отметим некоторые из них.
1q lim

uÑ8
σpuq “ 1, 2q 0 ď σpuq ď 1, u ě 0, 3q σ1puq ą 0, u ą 0 (при k “ 1

индекс опустили).
Условие fpαaq ą 0 означает условие αa ą 2, следовательно, получим условие на a: a ą 2{α.

Четвертое условие на последовательность A может быть реализовано по теореме C при k “ 1

с
F ptq :“ σ´1ptq, σptq :“ σ1ptq.
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Кроме того, при таком выборе F ptq выполнено условие на F ptq в силу перечисленных выше
свойств функции σpuq. Согласно теоремам A и C, величина δ может быть любой положитель-
ной постоянной, меньшей 1, а теоремы доказаны методом решета Сельберга.

В дальнейшем вместо второго условия на последовательность A будем использовать другое
условие:

´C 1
2 ln ln 3X ď

ÿ

uďpăv

ωppq
p

ln p´ ln
v

u
ď C 1

2,

где 2 ď u ď v,C 1
2 ą 0.

Из теоремы 2, учитывая это условие и выбор функций fpzq и F pzq:

fpαaq :“ 1 ´ ηpαaq, F pzq :“ σ´1pzq,

получим оценку снизу:

ÿ

anPA
νpanqďr

1 ě X ¨W pX 1

a q
ˆ
fpαaq ´Bpα,a,b,c,g1q ´ C28L

ln1{2X

˙
,

где W pzq :“ ś
păz

p1 ´ ωppq
p

q, δ “ 1{2 ` ε, ε ą 0, C28 ą 0, L ě 1, Bpα,a,b,c,g1q определено

равенством(2).
Теорема 3 доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе [5] получена оценка снизу с помощью метода решета Бруна с весами Бухштаба
(1967 г.), где параметры решета α,a,b,c,d, функции решета λpzq и Λpzq.

В работе [4] (теорема 9.1) получена оценка снизу с помощью метода решета Сельберга с
весами Рихерта для случая, когда выполнено условие на параметры: αa ď 4, это существенно
ограничивает возможности в выборе параметров a и c в методе весового решета (α,a,c –
параметры решета и функции решета fpzq и F pzq).

В работе [6] (теорема 2) получена оценка снизу с помощью метода решета Сельберга с
весами Бухштаба (1967 г.) в усовершенствованном виде, а именно, в непрерывной форме,
полученной Лабордэ (1979 г., веса Бухштаба–Лабордэ). Параметры решета α,a,b,c и функции
решета fpzq и F pzq. Функции решета впервые ввел А. А. Бухштаб [7], [8]. Это признано (см.
[4], глава 8, с. 237 и [9], глава 4, с. 167). Учитывая соотношения между функциями Λpzq и
F pzq, получим, что веса Бухштаба–Лабордэ можно получить из весов Бухштаба (1967 г.) при
d “ 1. А веса Рихерта являются частным случаем весов Бухштаба–Лабордэ и получаются из
них при b “ 1.

Выполнив преобразования весов Бухштаба (1967 г.) и весов Бухштаба (1985 г.) получим,
что веса Бухштаба (1967 г.) можно получить из весов Бухштаба (1985 г.) при замене пара-
метра g1 на αa´1

d
. Параметры во вторых весах: α,a,b,c,g1, функции решета fpzq и F pzq. Веса

Рихерта являются частным случаем и весов Бухштаба (1985 г.) и получаются из них при
g1 “ αa ´ 1. Подробное сравнение весов приведено в работе [3].

Отметим что в работах [10] и [11] оценка снизу получена в другом виде.
Таким образом, доказанная авторами теорема 3 позволяет получить преимущества при

выборе параметров в методе весового решета в сравнении с другими весами.
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