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Аннотация. Работа посвящена изучению J-преобразований Бесселя, построенных
для сингулярного дифференциального оператора Бесселя с отрицательным параметром.
Приведены прямое и обратное J-преобразования Бесселя. Доказана инвариантность про-
странства основных функций относительно J-преобразований Бесселя.
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J-BESSEL TRANSFORM OF K-DISTRIBUTIONS
GENERATED BY THE HANKEL INTEGRAL

Yu. N. Bulatov

Abstract. The work is devoted to the study of J-Bessel transformations constructed for
the singular differential Bessel operator with a negative parameter. Direct and inverse J-
Bessel transforms are given. The invariance of the space of basic functions under J-Bessel
transformations is proven.
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ВВЕДЕНИЕ

Интегралом Ханкеля называется следующее равенство:

fpxq “
8ż

0

Jνpxξq ξ dξ
8ż

0

Jνpyξq fpyq y dy ,

где Jν — функции Бесселя первого рода, ν ą ´1{2. Оно справедливо для функций f P
L2p0,8q. Следующие функции

Jµpxq “ 2µΓp1 ` µq xµ Jµpxq “
8ÿ

m“0

p´1qm Γp1 ` µq
m! Γ pm` 1 ` µq

x2m`2µ

22m
,

J´µpxq “ 2´µΓp1 ´ µq xµ J´µpxq “
8ÿ

m“0

p´1qm Γp1 ´ µq
m! Γ pm` 1 ´ µq

´x
2

¯2m

,

являются линейно независимыми решениями сингулярного уравнения Бесселя

B´γ J˘µpλxq ` λ2J˘µpλxq “ 0, B´γ “ d2

dx2
` ´γ

x

d

dx
, ´ 1 ă ´γ ă 0. (1)
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в области x P R
`
1 “ tx : x ą 0u [1].

J-Функции Бесселя удовлетворяют условиям

lim
xÑ0

x´2µ
Jµpxq “ 1, J´µp0q “ 1.

Решение J´µ более востребовано в спектральной теории сингулярных дифференциальных
уравнений, что продемонстрировано в работах [2], [3], [4].

J-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ БЕССЕЛЯ ФУНКЦИЙ НА SevpR
`
1 q

Через Sev “ SevpR`
1 q, R

`
1 “ p0,8q будем обозначать подпространство пространства ос-

новных функций Л. Шварца [5], состоящее из четных функций по Киприянову [6].
Определение 1. Функцию, определенную на полуоси R

`
1 будем называть четной по Ки-

приянову, если она допускает четное продолжение по каждой координате своего аргумента с
сохранением класса функций своей принадлежности.

Пространство Sev есть пространство бесконечно дифференцируемых четных по Киприя-
нову в R

`
1 функций ϕ P C8

ev, для которых

sup
xPR`

1

ˇ̌
ˇxαBβ

´γ ϕpxq
ˇ̌
ˇ ă 8

при любых натуральных α и β.
Замещая в интеграле Ханкеля функцию Бесселя первого рода функцией Jµ, получим ра-

венство

fpxq “ 1

Γ2 p1 ` µq 22µ

8ż

0

Jµpxξq ξ´2µ`1 dξ

8ż

0

Jµpyξqy´2µ`1 fpyq dy . (2)

В работе [1] введены следующие J-преобразования Бесселя (прямое и обратное)

FB´γ rϕspξq “ pϕpξq “
8ż

0

Jµpxξq ϕpxqx´γdx,

F
´1
B´γ

rϕspxq “ 1

Γ2 pµ` 1q 22µ

8ż

0

Jµpxξq pϕpξqξ´γdξ.

На функциях L´γ
2 p0,8q эти преобразования являются взаимно обратными:

F
´1
B´γ

r pϕ spξq “ FB´γ
F

´1
B´γ

rϕ spξq “ ϕpxq , (3)

что вытекает из формулы Фурье–Ханкеля (2).
Пусть C8

ev, 0pR`
1 q Ă Sev множество финитных бесконечно дифференцируемых четных по

Киприянову функций. Ясно, что C8
ev, 0pR`

1 q Ă Sev. Из определения видно, что пространство
Sev инвариантно относительно B-дифференцирования и умножения на многочлены.

Следуя [7], введем систему норм:

|xϕy|N “ sup
|α|`|β|ďN

sup
xPR`

1

ˇ̌
ˇxαBβ

´γϕpxq
ˇ̌
ˇ ,

где верхняя грань берется по всем sup
xPR`

1

ˇ̌
ˇxαBβ

´γ ϕpxq
ˇ̌
ˇ ă 8 и всем α и β, с β, а N пробегает

все целые неотрицательные числа.
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Так как основные функции ϕ из Sev абсолютно интегрируемы на R
`
1 , то

| pϕ| “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

8ż

0

Jµpxξq ϕpxqx´γdx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ C

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

8ż

0

Jµpxξq ϕpxqxdx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď C

8ż

0

| ϕpxq|xdx ă 8.

В связи с этим на функциях пространства Sev J-преобразование Бесселя определено.
Теорема 1. Пусть ϕ P Sev. Тогда pϕ P C8

ev и имеют место следующие формулы

Bα
´γFB´γ rϕspξq “ FB´γ rp´xq2αϕspξq,

FB´γ rBα
´γϕspξq “ p´ξq2α FB´γ rϕspξq. (4)

Доказательство. Так как B´γ,ξ Jµpxξq “ p´x2q Jµpxξq, то первая из формул (4) достаточно
просто вытекает из теоремы Лебега о дифференцировании по параметру под знаком инте-
грала

Bα
´γ FB´γ rϕspξq “ Bα

´γ,ξ

8ż

0

Jµpxξq ϕpxqx´γ dx “
8ż

0

Bα
´γ,ξ Jµpxξq ϕpxqx´γ dx “

“
8ż

0

`
´x2

˘α
Jµpxξq ϕpxqx´γ dx “ FB´γ rp´xq2α ϕspξq .

В результате видно, что в рамках J-преобразования Бесселя дифференцирование равно-
сильно умножению на соответствующий полином. Но, если ϕ P Sev, то x2αϕ P Sev. Следова-
тельно, FB´γ rϕspξq P C8

ev.
Докажем вторую формулу в (4). Так как B´γ,x Jµpxξq “ p´ξ2q Jµpxξq , получим

FB´γ rBα
´γ,xϕspξq “

8ż

0

Jµpxξq Bα
´γ,x ϕpxqx´γ dx “

“
8ż

0

`
´ξ2

˘α
Jµpxξq ϕpxqx´γ dx “ ξ2α

8ż

0

Jµpxξq ϕpxqx´γ dx “ p´ξq2α FB´γ rϕspξq .

Доказательство закончено.
Стоит также отметить, что J-Преобразование Бесселя FB´γ переводит x2αϕpxq

на p´B´γqα pϕ. Докажем теперь инвариантность пространства Sev относительно J-
преобразования Бесселя.

Теорема 2. Пусть ϕ P Sev, тогда pϕ P Sev.
Доказательство. Из формул (4) имеем

ˇ̌
ˇξ2αBk

´γ,x pϕ
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇξ2α FB´γ rx2kϕspξq

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇFB´γ

”`
´Bα

´γ,x
˘ ´

x2kϕ
¯ı

pξq
ˇ̌
ˇ “

“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

8ż

0

JµpxξqBα
´γ,x

´
x2kϕpxq

¯
x´γ dx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď

8ż

0

ˇ̌
ˇ p1 ` x2qBα

´γ,x
´
x2kϕpxq

¯ˇ̌
ˇ x´γ dx
1 ` x2

ď

ď sup
α`kďN , xPR`

1

p1 ` x2q
ˇ̌
ˇBα

´γ,x
´
x2kϕpxq

¯ˇ̌
ˇ

8ż

0

x´γ dx
1 ` x2

.

38 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2024. № 2



J-Преобразования Бесселя К-распределений, порожденные интегралом Ханкеля

Представим интеграл из последнего выражения в следующем виде

8ż

0

x´γ dx
1 ` x2

“ p
1ż

0

`
8ż

1

q x
´γ dx
1 ` x2

“ J1 ` J2 .

Рассмотрим интеграл J1

J1 ď
1ż

0

x´γ

1
dx “ x´γ`1

´γ ` 1

ˇ̌
ˇ̌
1

0

“ 1

1 ´ γ
ă 8 .

Теперь перейдем к J2, имеем

J2 ď
1ż

0

x´γ

x2
dx “

1ż

0

x´γ´2 dx “ x´γ´1

´γ ´ 1

ˇ̌
ˇ̌
8

1

“ 1

´γ ´ 1
ă 8 .

Тогда,

sup
α`kďN , xPR`

1

p1 ` x2q
ˇ̌
ˇBα

´γ,x
´
x2kϕpxq

¯ˇ̌
ˇ ď C |xϕy|N .

Так как ϕ P Sev, то |xϕy|N 1 ă 8 для любого целого неотрицательного числа N 1. Следова-
тельно,

ˇ̌
ˇξ2αBk

´γ,x pϕ
ˇ̌
ˇ ď C |xϕy|N 1

и, таким образом, мы доказали, что
ˇ̌
ξ2αBk

´γ,x pϕ
ˇ̌

ă 8. Из этого вытекает, что pϕ P Sev. Кроме
того,

C |xϕy|N “ sup
α`kďN ,xPR`

1

p1 ` |x|q2α
ˇ̌
ˇBk

´γ pϕ
ˇ̌
ˇ ď C sup

α`kďN ,xPR`
1

|x|2α
ˇ̌
ˇBk

´γ pϕ
ˇ̌
ˇ .

и, по предыдущему неравенству, получаем неравенство между нормами

@ N D N 1 : |x pϕy|N ď CN,N 1 |xϕy|N 1 . (5)

Доказательство закончено.
Отметим, что эта форма справедлива для функций определенных в R`

n . Напомним, что
нормированные пространства Φ и pΦ называются изоморфными, если существуют взаимно
однозначное соответствие ϕ Ø pϕ между их элементами ϕ P Φ и pϕ P pΦ, такое, что

1) ϕ1 Ø xϕ1 и ϕ2 Ø xϕ2 ô λ1ϕ1 ` λ2ϕ2 Ø λ1xϕ1 ` λ2xϕ2 для любых чисел λ1 ,λ2.
2) Если ϕ Ø pϕ, то существуют независимые от этих элементов константы C1 и C2 такие,

что
C1 }ϕ} ď } pϕ} ď C2 }ϕ}

Если вместо 2 выполняется равенство }ϕ} “ } pϕ}, то такие пространства называются изо-
метрическими.

Следствие 1. J-Преобразование Бесселя осуществляет непрерывный в обе стороны изо-
морфизм пространств Sev.

Доказательство. Взаимно однозначное соответствие между элементами пространств Sev и
FB´γ rSevs вытекает из формул обращения (3)

F
´1
B´γ

FB´γ rϕs “ FB´γF
´1
B´γ

rϕs “ ϕ .
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Свойство 1 в определении изоморфизма нормированных пространств вытекает из линейно-
сти операции интегрирования. Непрерывность J-преобразования Бесселя вытекает из нера-
венства (5). И, наконец, непрерывность в обе стороны следует из связи прямого и обратного
J-преобразований Бесселя, см. формулы (2) и (4).

Введем следующую весовую билинейную форму:

pu,ϕq´γ “
ż

R
`
1

upxq ϕpxq x´γdx.

Теорема 3. Пусть ϕ P Sev и u P Sev, тогда

ppu, ϕq´γ “ pu, pϕq´γ

Доказательство. Полагая ϕ P Devr0,aq (основное пространство функций) и интегрируемой,
получим

ppu, ϕq´γ “
`
FB´γ rus, ϕ

˘
´γ “

8ż

0

8ż

0

`
Jµpyξq upyq y´γ dy

˘
ϕpξq ξ´γ dξ .

Воспользуемся теоремой Фубини для изменения порядка интегрирования, тогда

`
FB´γ rus, ϕ

˘
´γ “

8ż

0

8ż

0

Jµpyξq ϕpξq ξ´γ dξ upyq y´γ dy “ pu, pϕq´γ .

Доказательство закончено.

J-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ БЕССЕЛЯ К-РАСПРЕДЕЛЕНИЙ НА R
`
1

Определение 2. K-Распределением называется линейный непрерывный функционал над
пространством Devr0,aq.

Множество всех распределений обозначается D1
evr0,aq.

Определение 3. Пространство линейных непрерывных функционалов, порожденное ве-
совой билинейной формой p¨,¨q´γ , над Sev называется пространством распределений умерен-
ного роста и обозначается S1

ev .
Легко заметить, что линейный функционал над Sev принадлежит S1

ev только в том случае,
если существуют такие индексы α и k и такая постоянная C, что выполнено неравенство

|upϕq| ď C sup
|α|`|k|ďN

sup
xPR`

1

ˇ̌
ˇxαBk

´γϕpxq
ˇ̌
ˇ , ϕ P Sev .

Вначале отметим равенство Парсеваля.
Теорема 4. Пусть ϕ, ψ P Sev.

8ż

0

pϕpxqψpxqx´γ dx “
8ż

0

ϕpxq pψpxqx´γ dx.

Доказательство. Достаточно применить теорему Фубини:

8ż

0

8ż

0

Jµpxyqϕpyq y´γ dy ψpxqx´γ dx “
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“
8ż

0

Jµpxyqψpxqx´γ dx

8ż

0

ϕpyq y´γ dy “
8ż

0

ϕpyq pψpyq y´γ dy .

Определение 4. J-Преобразование Бесселя K-распределений u P S1
ev называется функ-

ционал FB´γ rus, определяемый из равенства

`
FB´γ rus , ϕ

˘
´γ “

`
u ,FB´γ rϕs

˘
´γ . (6)

Так как J-преобразование Бесселя действует из Sev в Sev, то в правой части этого ра-
венства –– функционал, принадлежащий пространству распределений u P S1

ev. Если же, при
этом, этот функционал задан функцией f P Sev, то равенство (6) – формула Парсеваля (см.
теорему 3). Это говорит о корректности введенного определения J-преобразования Бесселя
K-распределений u P S1

ev.
Теорема 5. J-Преобразование Бесселя непрерывно из S1

ev в S1
ev.

Доказательство. Пусть uk P S1
ev и uk Ñ u в смысле пространства К-распределений S1

ev.
Надо доказать, что и FB´γ ruks Ñ FB´γ rus в смысле S1

ev. Согласно определению 3

`
FB´γ ruks , ϕ

˘
´γ “

`
uk ,FB´γ rϕs

˘
´γ ,

а так как функция FB´γ rϕs P Sev, то

lim
kÑ8

`
FB´γ ruks , ϕ

˘
´γ “ lim

kÑ8

`
uk ,FB´γ rϕs

˘
´γ “

`
u ,FB´γ rϕs

˘
´γ “

`
FB´γ rus , ϕ

˘
´γ ,

что и означает, что lim
kÑ8

FB´γ ruks “ u в смысле К-распределений S1
ev.

Доказательство закончено.
Теорема 6. Для u P S1

ev справедливо следующее:

up´xq “ Cµ ppu ô F
´1
B´γ

FB´γ
rϕs “ FB´γ

F
´1
B´γ

rϕs “ ϕ .

Доказательство. Известно, что функционал не зависит от аргумента функции, к которой
он применен. В записи функционала вида upxq аргумент x означает аргумент основной функ-
ции. Поэтому pup´xq , ϕq “ pu , ϕp´xqq. Из формулы обращения J-преобразований Бесселя и
связи прямого и обратного J-преобразований Бесселя для основных функций u вытекает
u “ F

´1
B´γ

FB´γ
rϕs “ Cµ ppϕp´xq, тогда ϕp´xq “ Cµ ppϕpxq и, следовательно

pup´xq , ϕq “ pu , ϕp´xqq “
´
u ,Cµ ppϕpxq

¯
.

Доказательство закончено.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведены линейно независимые решения сингулярного уравнения Бесселя, прямое и об-
ратное J-преобразования Бесселя. Доказана инвариантность пространства относительно J-
преобразования Бесселя. Как следствие приведено, что J-преобразование Бесселя осуществ-
ляет непрерывный в обе стороны изоморфизм пространств Sev. Доказаны равенство Пар-
севаля функций ϕ, ψ P Sev и теорема о непрерывности J-преобразований Бесселя из S1

ev в
S1
ev.
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