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Аннотация. В работе рассматриваются следующие понятия: подобные операторы,
сплетаемые операторы, эквивалентные операторы, состояние обратимости оператора,
сильно эквивалентные операторы. Приведены леммы, касающиеся свойств состояний об-
ратимости и примеры операторов, находящихся в определенных состояниях обратимости.
А также примеры эквивалентных операторов.

Ключевые слова: подобные операторы, состояние обратимости, эквивалентные опе-
раторы, сплетаемые операторы, спектр.

INVERTIBILITY STATES OF SOME CLASSES OF
OPERATORS

A. G. Baskakov, G. V. Garkavenko, L. N. Kostina, N. B. Uskova
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть X — комплексное банахово пространство. Напомним следующее

Определение 1. Два оператора Bi : DpBiq Ă X Ñ X , i “ 1, 2, называются подобными, если
существует такой обратимый оператор U , что UDpB2q “ DpB1q и B1Ux “ UB2x, x P DpB2q.
Оператор U называется оператором преобразования оператора B1 в оператор B2.

Подобные операторы достаточно широко используются в современной математике. Это
связано с совпадением их спектров, а также с тем, что зная спектральные характеристики
одного из подобных операторов, можно получить соответствующие характеристики другого.

Обобщением подобных операторов является понятие сплетаемых операторов. В этом слу-
чае обратный к оператору U не обязан существовать или не обязан быть ограниченным.
Спектры сплетаемых операторов могут не совпадать, а сами операторы преобразования могут
быть неограниченными. Историю и современное состояние теории операторов преобразова-
ния и ее разнообразные применения можно посмотреть в [1]. Подобные операторы являются
частным случаем сплетаемых операторов.

Другим обобщением подобных операторов являются эквивалентные операторы (см. Опре-
деление 3). Эквивалентные операторы, могут иметь не совпадающие спектры, но одинаковые
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состояния обратимости (см. Определение 2). Понятие состояния обратимости было введено
в работе [2] и использовалось, например, в статьях [2] – [5]. В данной работе мы хотим си-
стематизировать метод эквивалентных операторов и привести примеры его применения, а
также примеры состояний обратимости для разных классов операторов. Заметим, что наря-
ду с известными примерами, в частности, из цитируемых выше работ, мы также выписываем
состояния обратимости и для других классов операторов, например, для оператора с ком-
пактной резольвентой.

Работа организована следующим образом. Во втором параграфе вводятся используемые
в статье функциональные пространства. В третьем параграфе приводятся основные опреде-
ления статьи: определение состояния обратимости оператора (Определение 2) и определение
эквивалентных операторов (Определение 3). А также несколько лемм, касающихся свойств
состояния обратимости и примеры операторов, находящихся в определенных состояниях об-
ратимости. В четвертом параграфе приводятся примеры эквивалентных и спектрально (силь-
но) эквивалентных операторов.

1. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Сначала напомним стандартные обозначения. Как обычно, через Z обозначена группа
целых чисел, N — множество натуральных чисел, R — множество вещественных чисел, C —
множество комплексных чисел.

Пусть X и Y — банаховы пространства, Hom pX ,Yq — банахово пространство ограни-
ченных линейных операторов (гомоморфизмов), EndX “ Hom pX ,X q — банахова алгеб-
ра ограниченных линейных операторов (эндоморфизмов) со стандартной нормой }Xx} “
sup}x}ď1 }Xx}, x P X , X P EndX , AutX — группа обратимых операторов (автоморфизмов)
из EndX . Символом I обозначен тождественный оператор, а символом J P EndX — оператор
инволюции. Напомним, что оператор J P EndX называется инволюцией, если J2 “ I.

Далее в примерах используются следующие функциональные пространства. Символом
lp “ lppZ,Yq, 1 ď p ď 8, обозначено банахово пространство суммируемых со степенью p

(ограниченных при p “ 8) последовательностей векторов из банахова пространства Y. Нор-
мы в этих пространствах задаются формулами

}x}p “
´ ÿ

nPZ
}xpnq}p

Y

¯1{p
, 1 ď p ă 8, }x}8 “ sup

nPZ
}xpnq}Y , x P l8.

Пусть Lp “ LppR,Yq, p P r1,8q, — банахово пространство (классов эквивалентности) из-
меримых и суммируемых со степенью p функций с нормой

}x}p “
´ ż

R

}xptq}p
Y
dt

¯1{p
, x P Lp, p P r1,8q,

со значениями в банаховом пространстве Y. Через L8 “ L8pR,Yq — банахово простран-
ство существенно ограниченных (классов эквивалентности) функций с нормой }x}8 “
vrai suptPR }xptq}Y .

2. СОСТОЯНИЯ ОБРАТИМОСТИ. ПРИМЕРЫ

Пусть A : DpAq Ă X Ñ Y — замкнутый линейный оператор, имеющий плотную в X
область определения DpAq. Так как далее мы рассматриваем только замкнутые операторы, то
термин замкнутый будет опускаться. ВDpAq вводится норма графика }x}DpAq “ }x}X `}Ax}Y .

Определение 2 ([2]). Рассмотрим следующие условия:
1) KerA “ t0u (оператор A инъективен);
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2) 1 ď n ď dimKerA ď 8;
3) KerA — дополняемое подпространство либо в DpAq, либо в X ;
4) ImA “ ImA (оператор A нормально разрешим), что эквивалентно положительности

величины (минимального модуля оператора A)

γpAq “ inf
xPDpAqzKerA

}Ax}
dist px,KerAq ,

где dist px,KerAq “ infx0PKerA }x´ x0};
5) оператор A равномерно инъективен (корректен), т. е. KerA “ t0u и γpAq ą 0 (в этом

случае }Ax} ě γ}x});
6) ImA — замкнутое, дополняемое в Y подпространство и, следовательно, γpAq ą 0;
7) ImA — замкнутое подпространство из Y коразмерности 1 ď m “ codim ImA ď 8, где

codim ImA “ dimY{ImA;
8) ImA “ Y, т. е. оператор A сюръективен;
9) оператор A непрерывно обратим.
Если для оператора A выполнены все условия из совокупности условий S0 “ ti1, . . . , iku,

где 1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď 9, то будем говорить, что оператор A находится в состоянии S0. Мно-
жество состояний оператора A обозначим символом StinvpAq. Также через StkerpAq обозначим
множество состояний обратимости по ядру, StImpAq — по образу.

Заметим, что в работе [6] некоторые свойства из определения 2 рассматривались по от-
дельности, и для операторов I ´ ST и I ´ TS, T , S P EndX доказывалось их одновременное
выполнение.

Если оператор A имеет несколько состояний обратимости (по ядру или по образу), то мы
иногда будем указывать только некоторые, наиболее важные, из них.

Пример 1. Очевидно, что StinvpIq “ StinvpJq “ t9u. Для любого A P AutX имеем
StinvpAq “ t9u “ t1, 8u.

Пример 2. Пусть пространство X представимо в виде прямой суммы замкнутых подпро-
странств X “ X1

À
X2 и P1, P2 — два проектора, осуществляющих это разложение.

Лемма 1. Пусть X “ X1 ‘ X2. Тогда X {X1 “ X2, X {X2 “ X1.

Доказательство следует из представления любого вектора x P X в виде x “ x1 ` x2 и
определения фактор-пространства.

Каждому оператору A P EndX поставим в соответствие матрицу

A „
ˆ
A11 A12

A21 A22

˙
,

где Aij “ PiAPj , i, j “ 1, 2, Aii P EndXi, i “ 1, 2, A21 P Hom pX1,X2q, A12 P Hom pX2,X1q.
Оператор A назовем блочно-диагональным, если A12 “ A21 “ 0. Пусть сначала оператор A

блочно-диагональный вида ˆ
λ1I1 0

0 λ2I2

˙
,

где λ1, λ2 ‰ 0. Тогда StinvpAq “ t9u. Пусть теперь λ2 “ 0, т. е. A “ λ1P1. Тогда KerA “ X2,
ImA Ă X1 и StinvpAq “ t2, 4u.

Пример 3. Рассмотрим оператор I ` J в пространстве l2 “ l2pZq, где pJxqpnq “ xp´nq,
n P Z, x P l2. Спектральные свойства как его, так и более общих разностных с инволюцией
операторов описаны в [8], [9]. Очевидно, что σpI`Jq “ t0, 2u, dimKer pI`Jq “ 8, codim Im pI`
Jq “ 8, и пространство l2 есть прямая сумма l2 “ X1‘X2, где X1 — подпространство нечетных
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последовательностей, X2 — четных (см. [8]). Поэтому StkerpI ` Jq “ t2u, StinvpI ` Jq “
t2, 4, 6, 7u, StImpI ` Jq “ t4, 6, 7u.

Пример 4. Пусть теперь только A12 “ 0, т. е. оператор A имеет блочную нижнетреуголь-
ную матрицу. Введем следующие подпространства

X 0
1 “ tx P X1|x P KerA11, A21x P ImA22u,

X 0
2 “ ImA22 `A21pKerA11q.

Тогда для оператора A имеет место (см. [7, p. 23]) следующая лемма, позволяющая вычислить
размерности dimKerA и codim ImA.

Лемма 2. Пусть выполнены условия:
1) ImA11 — замкнутое подпространство и codim ImA11 ă 8;
2) ImA22 — замкнутое подпространство и dimKerA22 ă 8;
3) dimX 0

1 ă 8;
4) codimX 0

2 ă 8.
Тогда dimKerA “ dimKerA22 ` dimX 0

1 , codim ImA “ codim ImA11 ` codimX 0
2 .

Таким образом, в этом случае оператор A находится в состоянии t2, 7u с конечными чис-
лами n и m.

Пример 5. ([4]). Рассмотрим два оператора C,R P End lp, действующих по формулам
pCxqpnq “ xpn` 1q, Rxpnq “ ppnqxpn ´ 1q, pRxqp1q “ 0, где x P lp и

p : N Ñ R, n P N, ppnq “
#
1, n “ 1, 3, 5, . . . ,

0, n “ 2, 4, 6, . . . .

Очевидно, что оператор I ´CR действует следующим образом

ppI ´ CRqxqpnq “
#
xpnq, n “ 1, 3, 5, . . . ,

0, n “ 2, 4, 6, . . . ,

и образ оператора I ´ CR является замкнутым и дополняемым подпространством в lp. По-
этому StinvpI ´ CRq “ t2, 6u.

Пример 6. Пусть A : DpAq Ă X Ñ X — оператор с компактной резольвентой. Есть два
возможных случая: 0 P σpAq и 0 R σpAq. Во втором случае StinvpAq “ t9u.

Пусть теперь 0 P σpAq. В этом случае тождественный оператор представим в виде I “
P0 `P 0, где P0 “ P pt0u, Aq — проектор Рисса, построенный по одноточечному множеству t0u
и P 0 “ I´P0, X “ X0‘X 0, X0 “ ImP0, A|X0

— ограниченный квазинильпотентный оператор,
размерность ядра которого dimKerA совпадает с алгебраической кратностью собственного
значения нуль.

Таким образом, X0 состоит из нильпотентных векторов и является замкнутым и дополня-
емым подпространством в X , StkerpAq “ t2, 3u, причем размерность его конечна.

Заметим, что A|X 0 — обратимый оператор, причем обратный к нему является компактным
оператором, StinvpA|X 0q “ t9u.

Перейдем к описанию ImA. Очевидно, что ImA “ ImA, т. е. StImpAq “ t4u и оператор A

нормально разрешим. Таким образом, в случае 0 P σpAq имеем StinvpAq “ t2, 4u.
Из леммы 1 следует, что codim ImA ă 8. Таким образом, StImpAq “ t4, 6, 7u и StinvpAq “

t2, 7u с конечным числом n “ m.
Пример 7. Рассмотрим оператор I`K, где K — компактный оператор, действующий вK.

Если p´1q не входит в спектр σpKq оператора K, то StinvpT `Kq “ t9u. Если же p´1q P σpKq,
то его кратность конечна ввиду компактности K и dimKer pI`Kq ă 8, т. е. StkerpI`Kq “ t2u
с конечным числом n.
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Определение 3. Два линейных оператора A1 : DpA1q Ă X1 Ñ Y1 и A2 : DpA2q Ă X2 Ñ Y2

называются эквивалентными, если StinvpA1q “ StinvpA2q.

Лемма 3. Множество StinvpAq не изменится, если оператор A : DpAq Ă X Ñ Y умножить
слева на U P AutY (или справа на V P AutX ).

Доказательство. Пусть U P AutY, V P AutX . Тогда dimKerAV “ dimKerA, ImAV “ ImA,
KerUA “ KerA, ImUA “ U ImA. Откуда и следует утверждение леммы.

Замечание 1. Константы γpAq и γpUAq, а также γpAq и γpAV q отличаются, но в определении
2 используется не конкретное значение этих констант, а условие γpAq ą 0. При γpAq ą 0

величины γpUAq и γpAV q также положительны.

Следствие 1. (см. также [4, Лемма 1]). Пусть операторы A из EndX и B из EndY
связаны соотношением A “ UBV , где U и V — обратимые операторы из Hom pY,X q и
Hom pX ,Yq, соответственно. Тогда StinvpAq “ StinvpBq.

Итак, одна из идей применения (но не единственная) метода эквивалентных операторов
состоит в построении таких обратимых операторов U и V , при умножении на которые слева
или справа (или справа и слева) мы получим эквивалентный оператор, множество состояний
обратимости которого или хорошо известно, или легко считается.

В случае выполнения условий леммы 3 имеют место следующие свойства [4, Леммы 2, 9],
которые удобно оформить в виде леммы.

Лемма 4. 1) Если ядро оператора B дополняемо в Y и известен проектор PKerB P EndY на
ядро KerB, то ядро оператора A также дополняемо в X и оператор PKerA “ V ´1PKerBV

является проектором на ядро KerA.
2) Если образ оператора B замкнут и дополняем в Y, PImB P EndY — проектор на ImB,

то образ оператора A также дополняем в X и PImA “ UPImBU
´1 P EndX — проектор на

образ ImA.

Не всегда возможно применить конструкцию из леммы 3 для построения эквивалентного
оператора, иногда приходится пользоваться более сложной конструкцией и строить сопро-
вождающий оператор.

Определение 4. [10, Определение 2] Пусть A : DpAq Ă X Ñ X — линейный замкнутый
оператор, действующий в комплексном банаховом пространстве X . Оператор B P EndY,
где Y — комплексное банахово пространство, называется сопровождающим для оператора
A, если существуют линейные операторы R P Hom pX ,Yq, T P Hom pY,X q, K : DpAq Ñ Y,
N : Y Ñ DpAq, обладающие свойствами:

1) ImA “ R´1pImBq;
2) ImB “ T´1pImAq;
3) RT “ I ` αB, где α P C — некоторое число;
4) K : DpAq Ñ Y — ограниченный оператор (с нормой графика в DpAq);
5) N : Y Ñ DpAq — ограниченный оператор, если в DpAq рассматривать норму простран-

ства X ;
6) каждый из операторов K и N осуществляет изоморфизм пространств KerA и KerB.

Теорема 1. [10, Теорема 1] Оператор A и сопровождающий оператор B эквивалентны.

Таким образом, для построения эквивалентного оператора можно использовать не только
лемму 3, но и определение 4. Именно такой подход использовался в работе [5], где для диф-
ференциального оператора первого порядка с неограниченным операторным коэффициентом
строится сопровождающий разностный оператор.
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Определение 5. Два оператора A : DpAq Ă X Ñ X и B : DpBq Ă Y Ñ Y называются
спектрально эквивалентными (или сильно эквивалентными), если они эквивалентны и их
спектры совпадают, т. е. StinvpA ´ λIq´1 “ StinvpB ´ λIq´1 для всех λ P C.

Имеет место следующая лемма.

Лемма 5. Подобные операторы спектрально эквивалентны.

3. ПРИМЕРЫ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Пример 8 (см. [4]). Рассмотрим два ограниченных оператора: оператор I ´CR из при-
мера 5 и оператор I ´ RC, где R и C определены в примере 5. Известно (см., например,
[11, Гл. 1, § 1]), что σpRCqzt0u “ σpCRqzt0u. Непосредственный подсчет показывает, что
pI ´RCqx “ txp1q, xp2q, 0, xp4q, 0, . . . u. Имеет место

Теорема 2. [4, Теорема 1] Операторы I´CR и I´RC эквивалентны, т. е. StinvpI´CRq “
StinvpI ´RCq.

Отметим, что для оператора I ´ CR легко строится проектор на образ оператора

pPxqpnq “
#
0, при n четном,

1, при n нечетном.

Тогда с использованием леммы 4 можно получить проектор на образ ему эквивалентного
оператора I ´RC, соответствующая формула приведена в [4, Пример 2].

Пример 9. Сведение дифференциального оператора первого порядка с инволюцией к
оператору Дирака (см. [12]). В качестве примера рассмотрим дифференциальный оператор
pAxqptq “ x1ptq ` qptqxp1 ´ tq, t P r0, 1s, DpAq “ tx P W 1

2 r0, 1s : xp0q “ xp1qu. Переход от опе-
ратора A к соответствующему оператору Дирака осуществляется с помощью замены. Пусть
yptq “ txptq, xp1 ´ tqu “ ty1ptq, y2ptqu.

Теорема 3. (см. также [12, Лемма 1]). Оператор A спектрально эквивалентен оператору
B : DpBq Ă L2pr0, 1s,C2q Ñ L2pr0, 1s,C2q вида

pByqptq “
ˆ
1 0

0 ´1

˙
y1ptq `

ˆ
0 qptq

qp1 ´ tq 0

˙
yptq, t P r0, 1s,

и y1p1{2q “ y2p1{2q.

Пример 10. [5]. Пусть A : DpAq Ă X Ñ X — линейный замкнутый оператор. Рассмотрим
операторный полином второй степени

A “ B0A
2 `B1A`B2 : DpA2q Ă X Ñ X ,

с областью определения DpAq “ tx P DpAq, Ax P DpAqu, где Bk P EndX . Также введем
оператор A : DpAq Ă X ˆ X Ñ X ˆ X , DpAq “ DpAq ˆ DpAq, с помощью операторной
матрицы

A „
ˆ
A ´I
B2 B0A `B1

˙
,

т. е. Apx1, x2q “ pAx1 ´ x2, B2x1 `B0Ax2 `B1x2q, px1, x2q P DpAq “ DpAq ˆDpAq.

Теорема 4. (См. [5]) Операторы A и A эквивалентны.
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