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Аннотация. Рассматривается краевая задача

Dα

0`xptq ` f pt, pTxq ptqq “ 0, 0 ă t ă 1, α P pn´ 1,ns, pn P N, n ą 2q
xp0q “ x1p0q “ . . . xpn´2qp0q “ 0,

xp1q “
ż

1

0

xpsq ds.

С помощью специальных топологических средств нелинейного анализа доказано суще-
ствование по крайней мере двух положительных решений рассматриваемой задачи. При-
веден пример, иллюстрирующий выполнение достаточных условий, обеспечивающих од-
нозначную разрешимость поставленной задачи. Полученные результаты дополняют ис-
следования автора, посвященным вопросам существования и единственности положитель-
ных решений краевых задач для нелинейных функционально–дифференциальных урав-
нений.

Ключевые слова: функционально–дифференциальное уравнение дробного порядка,
положительное решение, краевая задача, функция Грина.

ON THE EXISTENCE OF A POSITIVE SOLUTION TO A
BOUNDARY PROBLEM FOR NONLINEAR
FUNCTIONAL–DIFFERENTIAL EQUATION

G. E. Abduragimov

Abstract. The boundary value problem is considered

Dα

0`xptq ` f pt, pTxq ptqq “ 0, 0 ă t ă 1, α P pn´ 1,ns, pn P N, n ą 2q
xp0q “ x1p0q “ . . . xpn´2qp0q “ 0,

xp1q “
ż

1

0

xpsq ds.

With the help of special topological tools of nonlinear analysis, the existence of at least
two positive solutions of the problem under consideration is proved. An example is given
that illustrates the fulfillment of sufficient conditions that ensure the unique solvability
of the problem. The results obtained complement the author’s research on the existence
and uniqueness of positive solutions to boundary value problems for non-linear functional-
differential equations.

Keywords: functionally–differential equation of fractional order, positive solution,
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О существовании положительного решения краевой задачи. . .

ВВЕДЕНИЕ

Дробные дифференциальные уравнения всегда представляли большой интерес. Это вы-
звано как интенсивным развитием самой теории дробного исчисления, так и приложений.
Помимо различных областей математики такие уравнения возникают в реологии, динамиче-
ских процессах в самоподобных и пористых структурах, при изучении деформационно - проч-
ностных свойств полимерных материалов, потоки жидкости, электрические сети, химическая
физика вязкоупругости и многие другие области науки. В последнее время появились работы,
посвященные существованию решений дробных дифференциальных уравнений с использова-
нием методов нелинейного анализа (теоремы о неподвижной точке, теория Лерэ-Шаудера,
метод разложения Адомиана и др.): см. [1-4]. Особенно большое внимание привлекли кра-
евые задачи для дробных дифференциальных уравнений: см. [5-12]. Как известно, задача
решения краевых задач имеет первостепенное значение в различных областях прикладной
математики. В настоящее время, кажется, появился новый интерес к исследованию краевых
задач для дробных дифференциальных уравнений.

Несмотря на бурное развитие теории дробно - дифференциальных уравнений отметим, что
статей в которых подробно рассматривались бы краевые задачи для нелинейных функцио-
нально - дифференциальных уравнений дробного порядка сравнительно мало. Особенностью
рассматриваемой в работе задачи является то, что на одном из концов отрезка исследова-
ния граничное условие задано в интегральной форме. Подобные задачи составляют очень
интересный и важный класс граничных задач и возникают в различных областях приклад-
ной математики и физики, в частности в теплопроводности, потоках подземных вод, термо-
упругости и физике плазмы. Такого типа задачи для дифференциальных уравнений второго
порядка рассматривались автором в работах [13,14]. В данной статье предпринята попытка
обобщить полученные результаты и помощью специальных топологических средств нели-
нейного анализа в полуупорядоченных пространствах доказано существование по крайней
мере двух положительных решений краевой задачи для одного нелинейного функционально
– дифференциального уравнения дробного порядка с интегральным граничным условием. В
заключении приведен нетривиальный пример, иллюстрирующий полученные результаты.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В дальнейшем для удобства выкладок через C обозначим пространство Cr0,1s, Lp — про-
странство Lpp0,1q и Wn — пространство вещественных функций, определенных на r0,1s, с
абсолютно непрерывной pn´ 1q производной.

Рассмотрим краевую задачу

Dα
0`xptq ` f pt, pTxq ptqq “ 0, 0 ă t ă 1, (1)

xp0q “ x1p0q “ . . . xpn´2qp0q “ 0, (2)

xp1q “
ż 1

0

xpsq ds, (3)

где α P pn´ 1,ns pn P N, n ą 2q — некоторое действительное число, Dα
0` — дробная произ-

водная Римана-Лиувилля, T : C Ñ Lp p1 ă p ă 8q — линейный положительный непрерывный
оператор, функция fpt,uq неотрицательна на r0,1s ˆ r0,8q, монотонно возрастает по второму
аргументу, удовлетворяет условию Каратеодори, причем fp¨, 0q ‰ 0.

Рассмотрим эквивалентное задаче (1)–(3) интегральное уравнение

xptq “
ż 1

0

Gpt,sqf ps, pTxq psqq ds, 0 ď t ď 1, (4)
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где Gpt,sq — функция Грина [15] оператора ´Dα
0`xptq с краевыми условиями (2), (3):

Gpt,sq “ 1

pα ´ 1qΓpαq

#
tα´1p1 ´ sqα´1pα ´ 1 ` sq ´ pα ´ 1qpt ´ sqα´1, если 0 ď s ď t,

tα´1p1 ´ sqα´1pα ´ 1 ` sq, если t ď s ď 1.

Несложно видеть, что для функции Грина справедливы следующие свойства

1. 0 ď Gpt,sq ď tα´1

pα ´ 1qΓpαq p1 ´ sqα´1pα ´ 1 ` sq, pt,sq P r0,1s ˆ r0,1s,

2. ϕptqψpsq ď Gpt,sq ď ψpsq, pt,sq P r0,1s ˆ r0,1s, где

ψpsq “ pα ´ 1q2 ` 1

pα ´ 1qΓpαq sp1 ´ sqα´1, ϕptq “ αtα´1p1 ´ tq
pα´ 1q2 ` 1

.

Определение 1. Под положительным решением задачи (1)–(3) будем подразумевать
функцию x P Wn положительную в интервале p0,1q, удовлетворяющую на указанном ин-
тервале уравнению (1) и граничным условиям (2), (3).

Предположим, что функция fpt,uq при t P r0,1s и любых неотрицательных u удовлетворяет
условию

fpt,uq ď aptq ` bup{q, (5)

где aptq P Lq, b ą 0, 1 ă q ă 8.
Запишем уравнение (4) в операторном виде

x “ GNTx,

где N : Lp Ñ Lq — оператор Немыцкого, G : Lq Ñ C— оператор, определяемый функций
Грина Gpt,sq.

Обозначим через K конус неотрицательных и непрерывных на отрезке r0,1s функций xptq,
удовлетворяющих условию

xptq ě ϕptq}x}C , t P r0,1s.
Несложно проверить, что оператор A, определенный равенством

pAxqptq “
ż 1

0

Gpt,sqf ps, pTxq psqq ds, 0 ď t ď 1,

действует в пространстве неотрицательных непрерывных функций, монотонен и в силу свой-
ства 2 функции Грина оставляет инвариантным конус K.

Кроме того, ввиду равностепенной непрерывности и ограниченности оператора A на ос-
новании теоремы Арцела - Асколи следует его полная непрерывность.

Определим конус rK по правилу rK “ tx P K : }x}C ď γu, где γ ą 0.
Теорема 1. Предположим, что выполнены условия (5) и

}g}Lq1

pα ´ 1qΓpαq
´

}a}Lq ` bτ
p
q γ

p
q

¯
ď γ, (6)

где gpsq “ p1 ´ sqα´1 pα ´ 1 ` sq, 1
q1 ` 1

q
“ 1, τ — норма оператора T .

Тогда краевая задача (1)–(3) имеет не менее двух положительных решений u˚ и v˚ таких
что 0 ă }u˚}C ď }v˚}C ď γ. Кроме того, итерационные последовательности uk`1 “ Auk,
vk`1 “ Avk сходятся по норме пространства C к положительным решениям u˚ и v˚ соот-
ветственно, где u0ptq “ 0, v0ptq “ γtα´1. Более того

u0ptq ď u1ptq ď . . . ukptq ď . . . u˚ptq ď v˚ptq ď . . . vkptq ď . . . v1ptq ď v0ptq, t P r0,1s.
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Доказательство. Решение задачи (1)–(3) совпадает с неподвижными точками оператора
A, поэтому достаточно показать существование неподвижных точек оператора A.

Условие (6) теоремы гарантирует инвариантность конуса rK относительно оператора A.
Действительно, для всех x P rK в силу свойства 1 функции Грина и (5) имеем

0 ď pAxqptq “
ż 1

0

Gpt,sqf ps, pTxq psqq ds ď

ď tα´1

pα ´ 1qΓpαq

ż 1

0

p1 ´ sqα´1 pα ´ 1 ` sqf ps, pTxq psqq ds ď

ď 1

pα ´ 1qΓpαq

ˆż 1

0

gpsqapsq ds ` b

ż 1

0

gpsq pTxq
p
q psq ds

˙
ď

ď 1

pα ´ 1qΓpαq

ˆ
}a}Lq}g}Lq1 ` b}g}Lq1 }Tx}

p
q

Lp

˙
ď

ď
}g}Lq1

pα ´ 1qΓpαq

ˆ
}a}Lq ` bτ

p
q }x}

p
q

C

˙
ď

}g}Lq1

pα ´ 1qΓpαq
´

}a}Lq ` bτ
p
q γ

p
q

¯
.

В силу (6) }Ax}C ď γ. Следовательно, Ap rKq Ď rK.
Покажем, что итерации uk и vk монотонно сходятся соответственно к u˚ и v˚, являющимся

в свою очередь положительными решениями краевой задачи (1)–(3).
Очевидно, u0 P rK. Инвариантность rK относительно A влечет uk P Ap rKq Ď rK, k “ 1,2, . . ..

Ввиду полной непрерывности оператора A последовательность tuku8
k“1 представляет собой

секвенциально компактное множество. Поскольку u1 “ Au0 “ A0 P rK

γ ě u1ptq “ pAu0qptq “ pA0qptq ě 0 “ u0ptq, t P r0,1s.

В силу монотонности A

u2ptq “ pAu1qptq ě pAu0qptq “ u1ptq, t P r0,1s.

Таким образом, по индукции имеем

uk`1ptq ě ukptq, t P r0,1s, k “ 0,1,2, . . . .

Следовательно, существует u˚ P rK такое что limkÑ8 }uk ´ u˚}C “ 0. Переходя к пределу
при k Ñ 8 в соотношении uk`1 “ Auk, получим Au˚ “ u˚. Более того, поскольку ноль
не является решением задачи (1)–(3) }u˚}C ą 0. Непосредственно из определения конуса rK
следует u˚ptq ě ϕptq}u˚}C ą 0, т.е u˚ptq является положительным решением задачи (1)–(3).

Докажем теперь, что последовательность tvku убывает и сходится к положительному ре-
шению v˚ задачи (1)–(3), т.е. limkÑ8 }vk ´ v˚}C “ 0.

Очевидно, v0 P rK. Инвариантность rK относительно A влечет vk P Ap rKq Ď rK, k “ 1,2, . . ..
Ввиду полной непрерывности оператора A последовательность tvku8

k“1 представляет собой
секвенциально компактное множество. Поскольку v1 “ Av0 P rK в силу свойства 1 функции
Грина, (5) и (6) имеем

pAv0qptq “
ż 1

0

Gpt,sqf ps, pTv0q psqq ds ď

ď tα´1

pα ´ 1qΓpαq

ż 1

0

p1 ´ sqα´1 pα ´ 1 ` sqf ps, pTv0q psqq ds ď

ď tα´1

pα ´ 1qΓpαq

ˆż 1

0

gpsqapsq ds ` b

ż 1

0

gpsq pTv0q
p
q psq ds

˙
ď
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ď tα´1

pα ´ 1qΓpαq

ˆ
}a}Lq}g}Lq1 ` b}g}Lq1 }Tv0}

p
q

Lp

˙

ď
tα´1}g}Lq1

pα ´ 1qΓpαq

ˆ
}a}Lq ` bτ

p
q }v0}

p
q

C

˙
ď

tα´1}g}Lq1

pα ´ 1qΓpαq
´

}a}Lq ` bτ
p
q γ

p
q

¯
ď γtα´1 “ v0ptq.

Таким образом,
v1ptq ď v0ptq, t P r0,1s.

В силу монотонности A

v2ptq “ pAv1qptq ď pAv0qptq “ v1ptq, t P r0,1s.

По индукции получим

vk`1ptq ď vkptq, t P r0,1s, k “ 0,1,2, . . . .

Следовательно, существует v˚ P rK такое что limkÑ8 }vk ´ v˚}C “ 0. Из непрерывности
оператора A и определения конуса K следует, что v˚ является положительным решением
задачи (1)–(3).

Наконец, с учетом того, что u0ptq ď v0ptq получим

u1ptq “ pAu0qptq “
ż 1

0

Gpt,sqf ps, pTu0q psqq ds ď

ď
ż 1

0

Gpt,sqf ps, pTv0q psqq ds “ pAv0qptq “ v1ptq, t P r0,1s.

По индукции получим

ukptq ď vkptq, t P r0,1s, k “ 0,1,2, . . . .

Заметим, что в случае u˚ “ v˚ задача (1)–(3) имеет только одно положительное решение.
Теорема доказана.

Пример 1. Приведем простой пример, иллюстрирующий полученные результаты. Рас-
смотрим краевую задачу

D
5{2
0` xptq ` t`

ˆż 1

0

xpsq ds
˙2

“ 0, 0 ă t ă 1, (7)

xp0q “ x1p0q, (8)

xp1q “
ż 1

0

xpsq ds. (9)

Здесь, очевидно, α “ 5{2, p{q “ 2 и fpt,uq “ t` u2.
Возьмем для удобства и простоты вычислений q “ 2, aptq “ t и b “ 1. Определим некоторые

величины, входящие в неравенство (6) теоремы 1:

}g}L2
“

dż 1

0

g2psq ds “

dż 1

0

p1 ´ sq3
ˆ
3

2
` s

˙2

ds “
c

35

48
,

}a}L2
“

dż 1

0

s2 ds “ 1?
3
.

22 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2024. № 2



О существовании положительного решения краевой задачи. . .

В рассматриваемом примере линейный оператор T : C Ñ Lq определен равенством

pTxqptq “
ż 1

0

xpsq ds. Очевидно, τ “ 1. Неравенство (6) соответственно примет вид

b
35
48

3
2

¨ 3
?
π

4

ˆ
1?
3

` γ2
˙

ď γ

или
2

27

c
35

π
` 2

9

c
35

3π
γ2 ď γ.

Несложно проверить, что последнему неравенству, в частности, удовлетворяет значение
γ “ 1. Следовательно, теорема 1 гарантирует существование не менее двух положительных
решений задачи задача (7)–(9) таких что 0 ă }u˚}C ď }v˚}C ď 1.

Более того, мы имеем две итерационные схемы

u0ptq “ 0, t P r0,1s,

uk`1ptq “ 4t3{2

9
?
π

ż 1

0

p1 ´ sq3{2p3 ` 2sq
„ż 1

0

ukpsq ds ` s


ds

´ 4

3
?
π

ż t

0

pt´ sq3{2
„ż 1

0

ukpsq ds ` s


ds, t P r0,1s, k “ 0,1,2, . . . ,

и
v0ptq “ t3{2, t P r0,1s,

vk`1ptq “ 4t3{2

9
?
π

ż 1

0

p1 ´ sq3{2p3 ` 2sq
„ż 1

0

vkpsq ds ` s


ds

´ 4

3
?
π

ż t

0

pt´ sq3{2
„ż 1

0

vkpsq ds ` s


ds, t P r0,1s, k “ 0,1,2, . . . .

После некоторых упрощений итерационные схемы соответственно можно записать так

u0ptq “ 0, t P r0,1s,

uk`1ptq “ 8t3{2

3
?
π

ˆ
5

21
´ t

5

˙ ż 1

0

ukpsq ds ` 16t3{2

3
?
π

ˆ
1

27
´ t2

35

˙
, t P r0,1s, k “ 0,1,2, . . .

и
v0ptq “ t3{2, t P r0,1s,

vk`1ptq “ 8t3{2

3
?
π

ˆ
5

21
´ t

5

˙ ż 1

0

vkpsq ds ` 16t3{2

3
?
π

ˆ
1

27
´ t2

35

˙
, t P r0,1s, k “ 0,1,2, . . . .

В частности, непосредственным вычислением несложно получить второй и третий при-
ближения соответственно

u1ptq “ 16t3{2

3
?
π

ˆ
1

27
´ t2

35

˙
,

u2ptq “ 16t3{2

3
?
π

ˆ
576 ` 3969

?
π

107163
?
π

´ 64

4900
?
π
t´ 1

35
t2

˙
,

и

v1ptq “ 16t3{2

15
?
π

ˆ
80

189
´ t

5
´ t2

7

˙
,
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v2ptq “ 16t3{2

3
?
π

ˆ
5472 ` 19845

?
π

535815
?
π

´ 608

70875
?
π
t´ 1

35
t2

˙
.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе доказано существование по крайней мере двух положительных решений двухто-
чечной краевой задачи для одного нелинейного функционально - дифференциального урав-
нения дробного порядка с граничным условием в интегральной форме. Доказательство опи-
рается на принцип неподвижной точки. Приведен нетривиальный пример, иллюстрирующий
выполнение условий теоремы существования положительных решений рассматриваемой за-
дачи.

Полученные результаты дополняют исследования автора, посвященные данной тематике и
могут представлять определенный теоретический интерес для специалистов, занимающихся
вопросами существования положительных решений краевых задач для нелинейных функци-
онально - дифференциальных уравнений.
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