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Аннотация. Исследуется линейный весовой частно-интегральный оператор с мерой
интегрирования

śn
i“1

x
γi

i dxi, γi ą ´1 и линейный весовой частно-интегральный оператор
от сферически симметричных функций в Rn в весовом пространстве Лебега—Киприянова
Lγ
ppDq. Получен достаточный признак ограниченности данных операторов в Lγ

ppDq. Изу-
чается частно-интегральное уравнение Фредгольма второго рода с линейным весовым
частно-интегральным оператором и линейным весовым частно-интегральным оператором
от сферически симметричных функций. Решение данных уравнений построено методом
последовательных приближений в виде операторного ряда Неймана.

Ключевые слова: весовой частно-интегральный оператор, интегральная мера
Лебега—Киприянова, весовое анизотропное пространство Лебега—Киприянова, уравне-
ние Фредгольма второго рода.

SOLUTION OF A PARTICULAR-INTEGRAL FREDHOLM
EQUATION OF THE SECOND KIND IN THE

LEBEGH–KIPRIYANOV SPACE
N. I. Trusova

Abstract. We study a linear weighted partial integral operator with an integration measureśn
i“1

x
γi

i dxi, γi ą ´1 and a linear weighted partial integral operator of spherically symmetric
functions in Rn in the weighted Lebesgue—Kipriyanov space Lγ

ppDq. A sufficient criterion for
boundedness of these operators in Lγ

ppDq is obtained. We study the partial integral Fredholm
equation of the second kind with a linear weighted partial integral operator and a linear
weighted partial integral operator of spherically symmetric functions. The solution of these
equations is constructed by the method of successive approximations in the form of the
Neumann operator series.

Keywords: weighted partial-integral operator, Lebesgue—Kipriyanov integral measure,
weighted Lebesgue—Kipriyanov anisotropic space, Fredholm equation of the second kind.

ВВЕДЕНИЕ

Мера Лебега—Киприянова dµγ “ x´γdx со слабой особенностью (при ´1 ă ´γ ă 0) введе-
на в работе [1]. Интерес к интегральным операциям по мере Лебега—Киприянова вызван тем,
что применение такой меры (со слабой особенностью) приводит к интегрированию по обла-
стям, которым в силу некоторых внешних признаков, приписывается дробная размерность
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области интегрирования. Это показано в работе [2] на основе того, что интеграл Римана-
Лиувилля второго рода

pIαb´fqpxq “ 1

Γpαq

bż

x

fptq pt´ xqα´1 dt

дробного порядка α “ rαs ` tαu “ n´ 1 ` tαu при x “ 0 и при tαu Ñ 0 сводится к интегралу
по шару в Rn, а при tαu Ñ 1 сводится к интегралу по шару в Rn`1. Более того, в работе [3]
установлена простая связь между фрактальными размерностями Хаусдорфа—Безиковича и
коэффициентом γ.

Многие известные и выдающиеся математики обратили внимание на так называемые
частные интегралы. К ним в первую очередь следует отнести В. Вольтерра, Э. Гурса, В.И.
Романовского.

Частно-интегральные операторы (ЧИ-операторы), а также уравнения Фредгольма второго
рода с ЧИ-операторами в R2 с непрерывными ядрами и в пространстве непрерывных функций
изучались в [4], [5], [6]. Практически в этих монографиях представлена полная теория ЧИ-
операторов в sup-нормах. Но в [5] А. С. Калитвиным поставлена задача об исследовании
ЧИ-операторов в Lp-классах Лебега.

В работе [7] выяснено, что ЧИ-операторы в лебеговских пространствах функций действу-
ют по разному по переменным интегрирования ЧИ-оператора и по свободным от интегри-
рования переменным. Это привело к необходимости вводить анизотропные классы функций,
типа изучаемых ранее в работах С. М. Никольского и его последователями (например, см.
монографию [8]). Под анизотропностью понимается наличие различных свойств по разным
направлениям аргумента, как у ядер операторов, так и у функций.

В работах [9] и [10] исследовалось непрерывное действие ЧИ-операторов в пространствах
функций с анизотропностью другого рода, вызванной применением смешанных sup-Lp-норм.
Эти результаты, в некотором смысле, генерированы основными работами по теории ЧИ-
операторов [4], [5], [6].

Изучению многомерных ЧИ-операторов в анизотропном пространстве Lp, p “
pp1,p2, . . . ,pnq с, вообше говоря, разными показателями pi ě 1 посвящены работы [11] и [12].

Обобщением ЧИ-операторов являются весовые ЧИ-операторы, совпадающие с ЧИ-
операторами, когда коэффициенты соответствующего мультииндекса γ равны нулю. Ис-
следования указанных операторов и уравнений Фредгольма второго рода с весовыми ЧИ-
операторами в пространстве Лебега—Киприянова Lγ

ppDq опубликованы в [13], [14].
В данной работе изучаются весовые линейные частно-интегральные операторы (весовые

ЛЧИ-операторы), которые строятся по схеме классических линейных ЧИ-операторов, исполь-
зуемых в работах [4], [5], [6]. Эти операторы включают в себя (помимо полного набора весовых
ЧИ-операторов) оператор умножения на функцию и весовой интегральный оператор. Оба эти
«крайних оператора» формально не являются ЧИ-операторами, однако удовлетворяют (со-
ответственно измененным) правилам непрерывного действия ЧИ-операторов в анизотропных
лебеговских классах функций.

На основе непрерывного действия весового ЛЧИ-оператора строятся решения уравне-
ния Фредгольма второго рода. Дополнительно приводятся результаты исследований весо-
вых ЛЧИ-операторов от сферически симметричных функций в Lγ

ppDq с интегральной мерой
Лебега—Киприянова

dµγαptαq “ tγαα dtα “
mź

i“1

t
γαi
αi dtα, γαi

ą ´1 ,

где 1 ď m ď n, α “ pα1, ¨ ¨ ¨ ,αmq.
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1. ВЕСОВЫЕ ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ,
ПОРОЖДЕННЫЕ МЕРОЙ ЛЕБЕГА-КИПРИЯНОВА

Пусть D “ tx : 0 ă xi ă biu — конечный параллелепипед в Rn, α, α — мультииндек-
сы, дополняющие друг друга до полного мультииндекса p1,2, . . . ,nq и D “ Dxα ˆ Dxα

и m

размерность параллелепипеда Dxα , 0 ď m ď n. Соответственно n ´ m — размерность па-
раллелепипеда Dxα

. Чтобы подчеркнуть зависимость ЧИ-оператора от размерности области

интегрирования, иногда используем обозначение Dpmq
xα .

Пусть γi ą ´1. Через Lγ
ppDq обозначим весовое пространство Лебега—Киприянова функ-

ций с конечной нормой

}f}Lγ
ppDq “

¨
˝

ż

D

|fpxq|p dµγpxq

˛
‚
1{p

, dµγpxq “
nź

i“1

x
γi
i dx .

Пусть p “ pp1,p2, . . . ,pnq, γ “ pγ1,γ2, . . . ,γnq, γi ą ´1. Весовое анизотропное пространство
Лебега—Киприянова Lγ

ppD1 ˆ . . . ˆDnq определено нормой

}u}Lγ
ppDq “

˜ ż

Dn

˜ ż

Dn´1

. . .

˜ ż

D2

« ż

D1

|upxq|p1 dµγ1px1q
ffp2{p1

dµγ2px2q
¸p3{p2

. . .

. . . x
γn´1

n´1 dxn´1

¸pn{pn´1

dµγnpxnq
¸1{pn

,

где Di “ p0,biq.
Неравенство Гельдера. Пусть 1 ď p ď 8, 1{p ` 1{q “ 1 , γi P p´8; `8q , fpxq P Lγ

ppDq и
gpxq P Lγ

q pDq. Справедливо следующее неравенство

ż

D

|fpxq gpxq| dµγpxq ď

¨
˝

ż

D

|fpxq|p dµγpxq

˛
‚
1{p ¨

˝
ż

D

|gpxq|q dµγpxq

˛
‚
1{q

“

“ }f}Lγ
ppDq }g}Lγ

q pDq .

Обобщенное неравенство Минковского. Пусть 1 ď p ď 8, 1{p ` 1{q “ 1 , γi ą ´1 , fpxq P
L
γ
ppDxq . Справедливо неравенство

›››››››

ż

Dy

fp¨,yq dµγpyq

›››››››
L
γ
ppDxq

ď
ż

Dy

}fp¨,yq}Lγ
ppDxq dµγpyq.

Пусть x “ pxα,xαq , 1 ď m ď n. Весовым частно-интегральным оператором (весовым ЧИ-
оператором) в Rn назовем выражение вида

pKpmq
α uqpxq “

ż

D
pmq
tα

kαpx; tαquptα, xαq dµγαptαq , (1)

dµγαptαq “
mź

i“1

t
γαi
αi dtα, 1 ď m ď n, γαi

ą ´1
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с ядром kαpx; tαq и функцией uptα, xαq, принадлежащим весовым анизотропным классам
функций Лебега—Киприянова.

При m “ n частно-интегральный оператор превращается в интегральный оператор.
К весовому ЧИ-оператору (1) формально присоединяются "крайние" операторы:

K0 — оператор умножения на функцию (при α “ 0 в (1) и m “ 0)

pK0uqpxq “ k0pxqupxq; (2)

K
pnq
1,¨¨¨ ,n — весовой интегральный оператор (при α “ p1, . . . ,nq и m “ n)

pKpnq
1,...,nuqpxq “

ż

Dn

kpx,tquptq dµγptq, x, t P D Ă Rn. (3)

Оставшимся m операторам (т.е. для 1 ď m ă n) соответствуют весовые ЧИ-операторы
(1). "Крайние" операторы не являются частно-интегральными, как и в классическом случае
(при γα “ 0) (см. [4], [5], [6]).

Линейным весовым ЧИ-оператором (весовым ЛЧИ-оператором) называется сумма

pKuqpxq “
nÿ

m“0

ÿ

α

pKpmq
α uqpxq , (4)

в которой размерность области интегрирования каждого из слагаемых K
pmq
α меняется от 0

до n.
Линейным частно-интегральным уравнением Фредгольма второго рода (с весовым ЛЧИ-

оператором (4)) называется уравнение

ϕpxq ´ λKϕpxq “ fpxq, x P Rn . (5)

1.1. ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК ОГРАНИЧЕННОСТИ
ЛИНЕЙНОГО ВЕСОВОГО ЧИ-ОПЕРАТОРА

Весовой ЛЧИ-оператор (4) рассматриваем в весовом анизотропном пространстве Лебега—
Киприянова Lγ

ppDq, γi ą ´1.
Пусть 1 ď p ď 8, 1{p` 1{p1 “ 1. Введем пространство ML

γ
p

с нормой

}u}M
L
γ
p

“ max

#
}u}Lγ

p2
pDq ,

max
α

#
α ‰ 0

α ‰ p1, . . . ,nq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ }u}Lγα

p2
pDxα

;L
γα
p pDtα q

+
, }u}Lγ

ppDtq

+
.

Теорема 1. Пусть

k0 P Lγ
p p1pDq, kα P Lγα

pp1pDxα
; L

pγα,γαq
pp1, pq pDtα ,xαqq

и
k1,...,n P Lγ

p1pDt; L
γ
ppDqq.

Тогда
}K u}Lγ

ppDq ď C }u}M
L
γ
p pDq

,

где
C “ }k0}Lγ

pp1 pDq`

`
ÿ

α, α‰0, α‰p1,...,nq

}kα}
L
γα
pp1 pDxα

;L
pγα,γαq
pp1, pq pDtα,xαqq

`}k1,...,n}Lγ

p1 pDt;L
γ
ppDqq.

Д о к а з а т е л ь с т в о данной теоремы приведено в работе [2] (теорема 5).
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1.2. ИТЕРАЦИИ ЛИНЕЙНОГО ВЕСОВОГО ЧИ-ОПЕРАТОРА

Далее необходимо неравенство об ограниченности натуральных степеней весового ЧИ-
оператора (1)

}Kr
αf}Lγ

ppDq ď
rź

i“1

}kα}
L
γᾱ

pip1 pDxᾱ ;L
pγα,γαq
pp1,pq pDtα,xαqq

¨ }f}Lγᾱ

pr`1
pDxᾱ ;L

γα
p pDtα qq ,

где 1{p ` 1{p1 “ 1. Соответствующее неравенство справедливо для всех значений α и его
доказательство приведено в работе [14].

Обозначим через κγ
m“1,n´1

pαpmqq последовательность, состоящую из норм ядер весовых
ЧИ-операторов

}kα}
L
γα

pi p1 pDxα
; L

pγα, γαq
pp1, pq pDtα, xαqq

.

Введем пространство ML
γ
p
pDq с нормой

}u}M
L
γ
p

“ sup
!

}u}Lγ

pr`1
pDq ,

max
α

#
α ‰ 0

α ‰ p1, . . . ,nq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ }u}Lγα

pr`1
pDxα

;L
γα
p pDtα qq

+
, }u}Lγ

ppDtq

+8

r“1

.

Имеет место следующий достаточный признак ограниченности итераций порядка r, r “
1,2, . . . оператора K.

Теорема 2. Пусть p ě 1, 1{p` 1{p1 “ 1 и натуральное число i ď r и пусть

G “ sup
m,α

"
}k0}Lγ

pr p1 pDq , κ
γ

m“1,n´1
pαpmqq , }k1...,n}Lγ

p1 pDt;L
γ
ppDqq

)8

r“1
.

Тогда для любого натурального числа r

}Kr u}Lγ
ppDq ď Gr }u}M

L
γ
p pDq

. (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем для r “ 1

}K u}Lγ
ppDq “

››››pK0 `
ÿ

α, α‰0, α‰1,...,n

Kα `K
pnq
1,...,n qu

››››
L
γ
ppDq

. (7)

К равенству (7) применяем неравенство Минковского для конечных сумм, далее теорему 1.
Получим

}K u}Lγ
ppDq “

˜
}k0}Lγ

p p1 pDq `
ÿ

α, α‰0, α‰1,...,n

}kα}
L
γα
pp1 pDxα

;L
pγα,γαq
pp1, pq pDtαˆDxαqq

`

`}k1,...,n}Lγ

p1 pDt;L
γ
ppDqq

¸
}u}M

L
γ
p

pDq .

В результате неравенство (6) выполнено.
Пусть r “ 2. Воспользовавшись схемой доказательства, предложенной в работе [14] (тео-

рема 2), имеем
}K2 u}Lγ

ppDq “
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“ }k0}Lγ

p p1 pDq }Ku}Lγ

p2
pDq `

n´1ÿ

m“1

ÿ

α

}kα}
L
γα
pp1 pDxα

;L
pγα,γαq
pp1, pq pDtαˆDxαqq

}Ku}Lγα

p2
pDxα

;L
γα
p pDtα qq`

`}k1,...,n}Lγ

p1 pDt;L
γ
ppDqq }Ku}Lγ

ppDtq .

Согласно теореме 1, получим

}K2 u}Lγ
ppDq ď G2 }u}M

L
γ
ppDq

.

Пусть r — произвольное натуральное число. Тогда

}Kr u}Lγ
ppDq ď G }Kr´1 u}M

L
γ
ppDq

ď G2 }Kr´2 u}M
L
γ
p pDq

ď . . . ď Gr }u}M
L
γ
ppDq

.

Доказательство закончено.

1.3. РЕШЕНИЕ ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА
ВТОРОГО РОДА С ОПЕРАТОРОМ K

Линейное весовое частно-интегральное уравнение Фредгольма второго рода включает в
себя, кроме весовых ЧИ-операторов Kα, "крайние операторы" вида (2) и (3). Их нали-
чие приводит к ограничениям, существенно отличающимся от ограничений весового частно-
интегрального уравнения Фредгольма второго рода, рассмотренного в [14].

Пусть γi ą ´1. Через Lγ
8pDq обозначим пространство существенно ограниченных функций

xγf с конечной нормой

}f}Lγ
8pDq “ lim

pÑ8
}f}Lγ

ppDq “ sup vrai
xPD

|fpxq|

(см. [8], стр. 8).
Для нахождения решения уравнения (5) используем метод последовательных приближе-

ний
ϕp0qpxq “ fpxq ,

ϕp1qpxq “ fpxq ` λpKϕp0qqpxq ,
ϕp2qpxq “ fpxq ` λpKϕp1qqpxq “ fpxq ` λ pK rfpxq ` λKfpxqs q “

“ fpxq ` λKfpxq ` λ2K2fpxq .
Тогда ν-е приближение решения примет имеет вид

ϕpνqpxq “
νÿ

r“0

λrpKrfqpxq . (8)

Следовательно, предполагаем, что решение уравнения (5) определяется рядом Неймана

ϕpxq “
8ÿ

r“0

λr pKrfq pxq .

Пусть

P “ sup
r

"
rµpDxα

qs
1

pi p1 , rµpDqs
1

pr p1

*8

r“1

,

S “ max

#
}k0}Lγ

8pDq , }kα}
L
γα8 pDxα

; L
pγα, γαq
pp1, pq pDtα, xαqq

, }k1,...,n}Lγα
p1 pDtα ;L

γα
p pDxα qq

+
.
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Введем пространство функций Mγ
Lpp,8q

, в котором норма имеет вид

}f}Mγ
Lpp,8q

“ sup

"
}f}Lγα

pr`1
pDxα

;L
γα
p pDtαqq

*8

r“1

ă 8 .

Cправедлива следующая теорема.
Теорема 3. Пусть

k0 P Lγ
8pDq ,

kα P Lγα
8 pDxα

; L
pγα, γαq
pp1, pq pDtα , xαqq , α “ αpmq, m “ 1,n´ 1 ,

k1,...,n P Lγα
p1 pDtα ; L

γα
p pDxαqq

и пусть |λ|P S ă 1. Тогда в Lγ
pp,8qpDq “ L

γα
8 pDxα

; L
γα
p pDtαqq существует предел Φ “ lim

νÑ8
Φν

функциональной последовательности:

Φνf “ ϕpνqpxq “
νÿ

r“0

λrpKrfqpxq .

Оператор Φ действует ограниченно из Lγ
pp,8qpDq в Lγ

ppDq и

}Φ}Lγ
ppDq ď lim

νÑ8
}Φν}Lγ

pp, 8qpDq. (9)

Решение уравнения (5) единственно и существует в виде

ϕpxq “
8ÿ

r“0

λrpKrfqpxq ,

причем

}ϕ}Lγ
ppDq ď

}f}M
L
γ
pp,8q

1 ´ |λ|P S .

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы проводится по классической схеме последовательных
приближенений с интегральной метрикой (см., например [15], глава II). Теорема подобная
теореме 3 для ЧИ-оператора в анизотропном Lp классе Лебега доказана в [7].

Приведем краткую схему доказательства теоремы 3. Пусть r — произвольное натуральное
число. Используя обозначения, введенных ранее констант P и S, имеем

}ϕpν`rq ´ ϕpνq}Lγ
ppDq ď }f}Lγα

p2
pDxα

;L
γα
p pDtαqqp|λ|P Sqν

8ÿ

r“1

|λ|r P r Sr ď

ď }f}Lγα

p2
pDxα

;L
γα
p pDtαqqp|λ|P Sqν 1

1 ´ |λ|P S .

С увеличении ν величина p|λ|P Sqν стремится к нулю. Следовательно, последовательность
(8) - фундаментальная в Lγ

ppDq.
Введем оператор

Φνf “ ϕpνqpxq “
νÿ

r“0

λrpKrfqpxq . (10)

Положим Φ8 “ Φ:

Φfpxq “ ϕpxq “
8ÿ

r“0

λrpKrfqpxq. (11)
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В силу (10), (11) получим, что существует сильный предел s- lim
νÑ8

Φνf “ Φf (см. [16], c.

104), т.е.
lim
νÑ8

}Φνf ´ Φf}Lγ
ppDq “ 0 .

Согласно теореме о резонансе (см. [16], c. 104) заключаем, что предельный оператор Φ “
Φ8 ограничен и выполняется неравенство (9).

Подставляя в правую часть уравнения (5) функцию ϕpxq “
8ř
r“0

λr pKrfq pxq, заключаем,

что эта функция — решение уравнения (5).
Из теоремы о резонансе вытекает ограниченность оператора }Φ} (см. [16], с. 104, следствие

1) и выполнение неравенства

}Φ}Lγ
ppDq ď lim

νÑ8
}Φν}Lγ

pp, 8qpDq

([16], с. 104, следствие 2). Таким образом, существует обращающий оператор Φ “ lim
νÑ8

Φν ,

отображающий L
γ
pp,8qpDq в Lγ

ppDq. В результате решением уравнения (5) является функция

ϕ “ lim
νÑ8

ϕpνq “ lim
νÑ8

νÿ

r“0

λrKrf “
8ÿ

r“0

λrKrf .

Единственность решения уравнения (5) доказывается также, как в книге [17] (стр. 435),
поэтому мы его не приводим.

Доказательство закончено.

2. ПОРОЖДЕННЫЕ МЕРОЙ ЛЕБЕГА—КИПРИЯНОВА ВЕСОВЫЕ
ЧИ-ОПЕРАТОРЫ ОТ СФЕРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНЫХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим ЧИ-оператор

pIαfqp|xα|, xαq “
ż

|tα|ăR

kp|xα|,xα; tαqfptα, xαq dtα . (12)

Сферическое преобразование координат tα “ ρΘ:

Θα1
“ cosϕ1 ,

Θα2
“ sinϕ1 cosϕ2 ,

Θα3
“ sinϕ1 sinϕ2 cosϕ3 ,

¨ ¨ ¨
Θαm´1

“ sinϕ1 . . . sinϕm´2 cosϕm´1, 0 ď ϕi ď π,i “ 1,m ,

Θαm “ sinϕ1 . . . sinϕm´2 sinϕm´1 , 0 ď ϕ ď 2π .

приводит ЧИ-оператор (12) к следующему виду

pIαfqp|xα|, xαq “ |S1pmq|γα
b1ż

0

kp|xα|, xα; ρq fpρ, xαq ρm`|γ|´1 dρ ,

где |γ| “ ř
i

γαi
и "площадь нагруженной сферы" определяется равенством

|S1pmq|γα “ 2n |S`
1 pmq|γα “ 2n

ż

S`
1

pmq“t|Θ|“1, Θαi
ą0u

mź

i“1

|Θαi
|γαi dS , γαi

ą ´1 .
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Линейным весовым ЧИ-оператором от сферически симметричных функций называется
выражение

pIfqp|xα|, xαq “
nÿ

m“0

ÿ

α

pIαfqp|xα|, xαq . (13)

Линейным частно-интегральным уравнением Фредгольма второго рода с линейным весо-
вым ЧИ-оператором (13) называется уравнение

ϕp|xα|,xαq ´ λIϕp|xα|,xαq “ fp|xα|,xαq, x P Rn . (14)

3.1. ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК ОГРАНИЧЕННОСТИ ЛИНЕЙНОГО
ВЕСОВОГО ЧИ-ОПЕРАТОРА ОТ СФЕРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНЫХ

ФУНКЦИЙ

Пусть 1 ď p ď 8, 1{p ` 1{p1 “ 1, ν “ m ` |γα| ´ 1, ν ą ´1. Введем пространство PL
γ
p

с
нормой

}f}P
L
γ
p

“ max

#
}f}Lγ

p2
pDq ,

max
α

"
α ‰ 0

α ‰ p1, . . . ,nq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ }f}Lγα

p2
pDxα

;Lν
ppDρqq

*
, }f}Lν

ppDρq

+
.

Теорема 4. Пусть Bρ “ ttα : |tα| ă R1u и Br “ txα : |xα| ă R2u и пусть ядра операторов
I0, Iα и I1,...,n, составляющих линейный весовой ЧИ-оператор I от сферически симметрич-
ных функций, принадлежат весовым анизотропным пространствам Лебега—Киприянова

L
γ
p p1pDq , Lγα

pp1pDxα
; L

pγα, γαq
pp1, pq pBρ,rq и L

γ
p1pBρ; L

γ
ppBrqq .

Тогда

}If}Lγ
ppDq ď C }f}P

L
γ
ppDq

,

где

C “ }k0}Lγ

p p1 pDq ` |S1pmq|1` 1

p
γα

ÿ

α, α‰0, α‰p1,...,nq

}k}
L
γα
pp1 pDxα

;L
pν, νq
pp1, pqpDρ,rqq

`

`|S1pmq|1` 1

p
γα }k1,...,n}Lν

p1 pDρ;Lν
ppDrqq ,

где ν “ m` |γα| ´ 1, ν ą ´1 и m - натуральное число.

Д о к а з а т е л ь с т в о данной теоремы следует из теоремы 1.

3.2. ИТЕРАЦИИ ЛИНЕЙНОГО ВЕСОВОГО ЧИ-ОПЕРАТОРА ОТ
СФЕРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНЫХ ФУНКЦИЙ

Итерации линейного весового ЧИ-оператора I от сферически симметричных функций
строятся по той же схеме, что и для весовых ЧИ-операторов K, т.е. Iℓ “ I Iℓ´1.

Достаточный признак ограниченности итерации порядка ℓ, ℓ “ 1,2, . . . линейного весового
ЧИ-оператора (13).

Теорема 5. Пусть p ě 1 и 1{p ` 1{p1 “ 1 и натуральное число i ď ℓ и

G1 “ sup

"
}k0}Lγ

pℓ p1 pDq , max
i, α‰0, α‰p1,...,nq

"
|S1pmq|i`

i
p

γα }k}
L
γα

pi p1 pDxα
; L

pν, νq
pp1, pqpDρ, rqq

*
,
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|S1pmq|ℓ`
ℓ
p

γα }k1,...,n}Lν
p1 pDρ;Lν

ppDrqq

*8

ℓ“1

,

}f}P
L
γ
p

“ sup

"
}f}Lγ

pℓ`1
pDq ,

max
α

#
α ‰ 0

α ‰ p1, . . . ,nq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ }f}Lγα

pℓ`1
pDxα

;Lν
ppDρqq

+
, }f}Lν

ppDρq

+8

ℓ“1

,

где ν “ m` |γα| ´ 1, ν ą ´1 и m — натуральное число.
Тогда для любого натурального числа ℓ

}Iℓ f}Lγ
ppDq ď Gℓ

1 }f}P
L
γ
ppDq

. (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о данной теоремы аналогично схеме доказательства теоремы 2,
приведем его в сокращенном виде.

Имеем

}I f}Lγ
ppDq “

››››pI0 `
n´1ÿ

m“1

ÿ

α

Iα ` I
pnq
1,...,n q f

››››
L
γ
ppDq

.

К данному равенству применим неравенство Минковского для конечных сумм и с использо-
ванием теоремы 4 получим

}I f}Lγ
ppDq “

˜
}k0}Lγ

p p1 pDq ` |S1pmq|1` 1

p
γα

ÿ

α, α‰0, α‰1,...,n

}k}
L
γα
pp1 pDxα

;L
pνα,ναq
pp1, pq pDρˆDrqq

`

`|S1pmq|1` 1

p
γα }k1,...,n}Lγ

p1 pDρ;L
γ
ppDrqq

¸
}f}P

L
γ
p

pDq .

Таким образом неравенство (15) при l “ 1 выполнено.
Аналогичные действия выполняем для l “ 2, l “ 3 и т.д. В результате получим неравенство

(15).
Доказательство закончено.

3.3 РЕШЕНИЕ ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА
ВТОРОГО РОДА С ОПЕРАТОРОМ I ОТ СФЕРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНЫХ

ФУНКЦИЙ

Для уравнения Фредгольма второго рода (14) v-е приближение имеет вид

ϕpvqp|xα|, xαq “
vÿ

ℓ“0

λℓpIℓfqp|xα|, xαq .

Тогда решение уравнения (14) определяется рядом Неймана

ϕp|xα|, xαq “
8ÿ

ℓ“0

λℓ
´
Iℓf

¯
p|xα|, xαq .

Пусть ν “ m` |γα| ´ 1, ν ą ´1 и m - натуральное число и

Q “ sup
ℓ

"
rµpDxα

qs
1

pi p1 , rµpDqs
1

pℓ p1 ,

*8

ℓ“1

,
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H “ max

#
}k0}Lγ

8pDq , }kα}
L
γα8 pDxα

; L
pν, νq
pp1, pqpDρ, rqq

, }k1,...,n}Lν
p1 pDρ;Lν

ppDrqq

+
.

Имеет место следующая теорема.
Теорема 6. Пусть

k0 P Lγ
8pDq , k P Lγα

8 pDxα
; L

pν, νq
pp1, pqpDρ, rqq ,

k1,...,n P Lν
p1pDρ; L

ν
ppDrqq

и

}f}P
L
γ
pp,8q

“ sup

"
}f}Lγα

pr`1
pDxα

;Lν
ppDρqq

*8

ℓ“1

ă 8 ,

и пусть |λ|QH ă 1.
Тогда в L

γ
pp,8qpDq “ L

γα
8 pDxα

; Lν
ppDρqq существует предел Φ “ lim

vÑ8
Φν функциональной

последовательности

Φvf “ ϕpvqp|xα|, xαq “
vÿ

ℓ“0

λℓpIℓfqp|xα|, xαq .

Оператор Φ действует ограниченно из Lγ

pp,8qpDq в L
γ
ppDq и

}Φ}Lγ
ppDq ď lim

vÑ8
}Φv}Lγ

pp,8qpDq.

Решение уравнения (14) единственно и существует в виде

ϕp|xα|, xαq “
8ÿ

ℓ“0

λℓpIℓfqp|xα|, xαq ,

причем

}ϕ}Lγ
p

ď
}f}M

L
γ
pp,8q

1 ´ |λ|QH .

Д о к а з а т е л ь с т в о данной теоремы с точностью до обозначений совпадает с
доказательством теоремы 3. Приводить его не будем. Отметим, что достаточно перейти в
теореме 5 к пределу при ν Ñ 8.

Автор благодарна профессора Л. Н. Ляхову за поставленную задачу и выражает искрен-
нюю благодарность за консультацию.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе методом последовательных приближений получено единственное решение
частно-интегрального уравнения Фредгольма второго рода с линейным весовым частно-
интегральным оператором и с линейным весовым частно-интегральным оператором от сфе-
рически симметричных функций в пространстве Лебега—Киприянова.
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