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Аннотация. В работе исследуется периодическая краевая задача для класса диф-
ференциальных уравнений дробного порядка типа Ланжевена в банаховом пространстве.
Предполагается, что нелинейная часть уравнения представляет из себя отображение, под-
чиняющееся условиям типа Каратеодори. Для доказательства существования решения
задачи используется теория дробного математического анализа, свойства функции Мит-
таг–Леффлера, а также теория мер некомпактности и уплотняющих операторов. Далее
вводится в рассмотрение разрешающий оператор в пространстве непрерывных функций.
После чего поставленная задача сводится к задаче существования неподвижных точек
разрешающего оператора. Для доказательства существования неподвижных точек ис-
пользуется обобщенная теорема типа Б. Н. Садовского.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение типа Ланжевена, дробная произ-
водная, уплотняющий оператор, мера некомпактности, неподвижная точка, функция
Миттаг–Леффлера.

ON THE PERIODIC PROBLEM FOR A CLASS OF
FRACTIONAL ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS OF

LANGEVIN TYPE IN BANACH SPACES
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Abstract. In this paper investigates a periodic boundary value problem for a class of
fractional order differential equations of Langevin type in a Banach space. It is assumed that
the nonlinear part of the equation is a map that obeys conditions of the Carateodori type. To
prove the existence of a solution to the problem, the theory of fractional mathematical analysis,
the properties of the Mittag–Leffler function, the theory measures of non-compactness and
condensing operators. A resolving operator in the space of continuous functions is introduced
into consideration. After that, the task is reduced to the problem of the existence of fixed
points of a resolving operator. A generalized theorem by B.N. Sadovsky type is used to prove
the existence of fixed points.

Keywords: Langevin type differential equation, fractional derivative, condensing operator,
measures of non-compactness, fixed point, Mittag-Leffler function.

ВВЕДЕНИЕ

На протяжении последних десятилетий одним из наиболее популярных и актуальных от-
раслей математики является теория дробного интегро–дифференцирования. Увеличение ин-
тереса к данной тематике обусловлено достаточно точным описанием задач науки и техники
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в терминах дифференциальных уравнений и включений с дробными производными. Боль-
шое количество физических, экономически, биологических и инженерных задач, связанных с
протеканиями процессов в динамических системах, приводят к необходимости исследований
дифференциальных уравнений и включений дробного порядка с различными граничными
условиями (см. монографии [1], [2], статью [3]). В последние годы исследование целого ком-
плекса задач, связанных с уравнениями и включениями дробного порядка, очень интенсивно
ведется в России и за рубежом (см. статьи [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10]).

Большой интерес представляют дифференциальные уравнения дробного порядка типа
Ланжевена (см., например, статьи [11], [12], [13], [14], [15], [16] и ссылки в них). Уравнения
такого типа обобщают уравнения движения в различного рода средах, например вязкоупру-
гих или в средах, где сила сопротивления выражается с помощью дробной производной. Еще
одним, наверно, самым известным частным случаем уравнения Ланжевена является фор-
мальная запись второго закона Ньютона.

В настоящей статье исследуется разрешимость в сепарабельном банаховом пространстве
E краевой задачи для дифференциальных уравнений дробного порядка типа Ланжевена

CD
β
0 pCDα

0 ` λqxptq “ fpt,xptqq, t P r0,T s, (1)

с периодическим граничным условием

xp0q “ xpT q “ 0. (2)

Здесь CDα
0 и CD

β
0 – дробные производные Капуто порядков α P p0,1q, β P p0,1q, число λ ą 0,

f : r0,T s ˆ E Ñ E – нелинейное отображение типа Каратеодори.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1.1. Дробный анализ

Приведем необходимые базовые сведения из дробного анализа (см. монографии [1], [2]).

Определение 1. Дробным интегралом порядка α ą 0 функции g : r0,T s Ñ E называется
функция Iα0 g следующего вида:

Iα0 gptq “ 1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1gpsq ds,

где Γ — гамма-функция Эйлера

Γpαq “
ż 8

0

xα´1e´xdx.

Отметим, что для гамма-функции Эйлера имеет место свойство (см. [2]):

1

Γpαq “ 0,дляα “ 0,´1,´2, .... (3)

Определение 2. Дробной производной Капуто порядка α ą 0 функции g P Cnpr0,T sq назы-
вается функция CDα

0 g следующего вида:

CDα
0 gptq “ 1

Γpn´ αq

ż t

0

pt´ sqn´α´1gpnqpsq ds, n “ rαs ` 1.
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Лемма 1. Пусть g P Cnpr0,T s;Eq и α ą 0, тогда

pIα0 CDα
0 gqptq “ gptq ´

n´1ÿ

k“0

gpkqp0q
k!

tk, n “ rαs ` 1.

Важное значение в дробном анализе имеет функция Миттаг–Лефлера.

Определение 3. Функция вида

Eα,γpzq “
8ÿ

n“0

zn

Γpαn` γq , α ą 0, γ P C, z P C,

называется функцией Миттаг–Леффлера.

В дальнейшем нам понадобятся следующие соотношения и утверждение (см. [1]):

Eα,γptq “ 1

Γpγq ` tEα,γ`αptq, (4)

´ d
dt

¯n

ptγ´1Eα,γpλtαqq “ tγ´n´1Eα,γ´npλtαq, (5)

ż z

0

tγ´1Eα,γpλtαqdt “ zγEα,γ`1pλzαq. (6)

Применяя формулы (6) и (4), можно получить следующее равенство (см.[16])

ż t

0

pt ´ sqα´1Eα,αpλpt´ sqαqds “ 1

λ
pEα,1pλtαq ´ 1q . (7)

Лемма 2. (См. [17]) Для функции f P L8pr0,T s;Eq и α ą 1, β P R, справедливо равенство

´ż t

0

pt ´ sqα´1Eα,βpλpt ´ sqαqfpsq ds
¯1

t
“

ż t

0

pt ´ sqα´2Eα,β´1pλpt´ sqαqfpsq ds.

1.2. Меры некомпактности и уплотняющие отображения

Пусть E — банахово пространство и PbpEq “ tA Ď E : A ‰ ∅ и ограниченоu .

Определение 4. (См. [18]). Пусть pA, ěq — частично–упорядоченное множество. Функция
β : PbpEq Ñ A называется мерой некомпактности (далее - мнк) в E , если для каждого Ω P
PbpEq, выполняется:

βpcoΩq “ βpΩq,

где coΩ – замыкание выпуклой оболочки Ω.

Мера некомпактности β называется:
(а) монотонной, если для любых Ω0,Ω1 P PbpEq, из Ω0 Ď Ω1 следует, что βpΩ0q ď βpΩ1q;
(b) несингулярной, если для любого a P E и любого Ω P PbpEq выполнено βptau Y Ωq “ βpΩq.

Если A — конус в банаховом пространстве, то β называется:
(e) алгебраически полуаддитивной, если βpΩ0`Ω1q ď βpΩ0q`βpΩ1q для любых Ω0, Ω1 P PbpEq;
(f) правильной (регулярной), если βpΩq “ 0 равносильно относительной компактности Ω.
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Примером вещественной меры некомпактности в пространстве E , обладающей всеми выше
перечисленными свойствами, является мера некомпактности Хаусдорфа:

χEpΩq “ inftε ą 0,для которых Ω имеет конечную ε-сетьu.

Отметим, что мнк Хаусдорфа удовлетворяет также свойству полуоднородности:

χpλΩq “ |λ|χpΩq,

для всех λ P R и Ω P P pEq.
Определение 5. (См. [19].) Пусть X замкнутое подмножество E , β — мнк в E . Отображение
f : X Ñ E называется уплотняющим относительно мнк β (или β-уплотняющим), если для
каждого Ω P PbpXq, не являющегося относительно компактным, выполняется:

βpfpΩqq ğ βpΩq.

Теорема 1. (См. [19]). Пусть M — ограниченное выпуклое замкнутое подмножество E и
f : M Ñ M — непрерывное , β-уплотняющее отображение, где β — несингулярная мнк в E .
Тогда множество неподвижных точек Fix f “ tx : x “ fpxqu суть непустое множество.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения дробного порядка 0 ă α ă 1:

CDα
0 xptq “ λxptq ` zptq, t P r0,T s, (8)

xp0q “ c1, (9)

где λ P R, z : r0,T s Ñ E.

Определение 6. (См. [1]) Решением задачи (8)-(9) является функция x P Cpr0,T s;Eq, удо-
влетворяющая равенству

xptq “ c1Eα,1pλtαq `
ż t

0

pt´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαqzpsq ds. (10)

Приведенное в определении решение является единственным (см. [1]).

Лемма 3. Пусть f P Cpr0,T s;Eq и

1 ´ Eα,1pλTαq ‰ 0. (11)

Тогда краевая задача (1), (2):

CD
β
0 pCDα

0 ` λqxptq “ fptq, t P r0,T s,

xp0q “ xpT q “ 0

имеет единственное решение

xptq “
ż T

0

Gpt,sqpIβ0 fqpsq ds,

где функция Грина Gpt,sq имеет следующий вид

Gpt,sq “

$
’’&
’’%

pEα,1pλtαq ´ 1qp1 ´ Eα,1pλTαqq´1pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαq`
`pt´ sqα´1Eα,αpλpt´ sqαq, 0 ď s ď t ă T,

pEα,1pλtαq ´ 1qp1 ´ Eα,1pλTαqq´1pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαq. 0 ď t ă s ă T.
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Доказательство. Отметим следующие известные факты (см. [1], п. 2.1). Для функции f P
Lppr0, T s;Eq, p ą 1, при 0 ă β ă 1

p
дробный интеграл I

β
0 f P Lqpr0, T s;Eq с q ą p, а при β ą 1

p

функция I
β
0 f оказывается непрерывной (даже гёльдеровской). Поэтому можно утверждать,

что Iβ0 f P Cpr0, T s;Eq.
Действуя оператором дробного интегрирования I

β
0 к обеим частям уравнения (1) и при-

меняя лемму 1, мы имеем
CDα

0 xptq “ λxptq ` pIβ0 fqptq ` c0. (12)

Тогда по формуле (10) получаем следующий вид решения для задачи (12), (9)

xptq “ c1Eα,1pλtαq `
ż t

0

pt ´ sqα´1Eα,αpλpt´ sqαqpIβ0 fqpsq ds`
ż t

0

pt´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαqc0 ds.

Применим формулу (7) к последнему слагаемому, тогда

xptq “ 1

λ
pEα,1pλtαq ´ 1qc0 ` c1Eα,1pλtαq `

ż t

0

pt´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαqpIβ0 fqpsq ds.

Откуда получаем
xp0q “ c1,

xpT q “ 1

λ
pEα,1pλTαq ´ 1qc0 ` c1Eα,1pλTαq `

ż T

0

pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαqpIβ0 fqpsq ds.

Теперь, используя условие (2) придем к системе

"
c1 “ 0,
1
λ

pEα,1pλTαq ´ 1qc0 ` c1Eα,1pλTαq `
şT
0

pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαqpIβ0 fqpsq ds “ 0.

Решив которую, получим
c1 “ 0,

c0 “ λp1 ´Eα,1pλTαqq´1

ż T

0

pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαqpIβ0 fqpsq ds.

Подставляя найденные коэффициенты в формулу для решения, мы получаем

xptq “ pEα,1pλtαq ´ 1qp1 ´ Eα,1pλTαqq´1

ż T

0

pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαqpIβ0 fqpsq ds`

`
ż t

0

pt´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαqpIβ0 fqpsq ds “
ż T

0

Gpt,sqpIβ0 fqpsq ds.

Будем полагать, что отображение f : r0,T s ˆ E Ñ E из задачи (1) – (2) удовлетворяет
следующим условиям:

pf1q для всех ς P E функция fp¨,ςq : r0,T s Ñ E измерима;
pf2q для п.в. t P r0,T s оператор fpt,¨q : E Ñ E – непрерывен;
pf3q существует функция ω P L8

` pr0,T sq такая, что для любого ς P E выполняется

}fpt,ςq}E ď ωptqp1 ` }ς}Eq;

pf4q существует функция µ P L8
` pr0,T sq такая, что для любого ограниченного множества

Ω Ă E, выполняется
χpfpt,Ωqq ď µptqχpΩq,
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для п.в. t P r0,T s, где χ – мнк Хаусдорфа в E.
Рассмотрим оператор Γ, заданный следующим образом:

Γpxqptq “ pEα,1pλtαq ´ 1qp1 ´Eα,1pλTαqq´1

ż T

0

pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαqpIβ0 fqps,xpsqq ds`

`
ż t

0

pt ´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαqpIβ0 fqps,xpsqq ds “
ż T

0

Gpt,sqpIβ0 fqps,xpsqq ds.

Из определения функции Грина следует, что для любого t P r0,T s и 0 ă α ă 1 : Gp¨, sq P
Lppr0,T sq, p ą 1, и функция Грина теряет непрерывность только в точке s “ T, поэтому
Γ : Cpr0,T s;Eq Ñ Cpr0,T s;Eq.

Ясно, что функция x P Cpr0,T s;Eq является решением задачи (1) – (2) тогда и только
тогда, когда она является неподвижной точкой оператора Γ.Поэтому, нашей задачей является
показать, что Γ имеет неподвижную точку.

Для доказательства существования неподвижных точек оператора Γ введем в рассмотре-
ние оператор S : L8pr0,T s;Eq Ñ Cpr0,T s;Eq вида

Spfqptq “
ż t

0

pt´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαqfpsq ds.

Лемма 4. (См. [17]) Для каждого компактного множества K Ă E и ограниченной по-
следовательности tηnu Ă L8pr0,T s;Eq такой, что tηnptqu Ă K для п.в. t P r0,T s, слабая
сходимость ηn á η0 в L1pr0,T s;Eq влечет сходимость Spηnq Ñ Spη0q в Cpr0,T s;Eq.

Лемма 5. (См. [17]) Пусть Ω Ă Cpr0,T s;Eq – непустое ограниченное множество, Ωptq –
относительно компактное подмножество E для каждого t P r0,T s, тогда

M “
"
Spfqptq “

ż t

0

pt´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαqfps,xpsqqds : x P Ω

*

является равностепенно непрерывным множеством.

Для доказательства того, что оператор Γ уплотняющий, рассмотрим конус

R
2
` “ tζ “ pζ1,ζ2q : ζ1 ě 0, ζ2 ě 0u

с естественным частичным порядком и введем в пространстве Cpr0,T s;Eq следующую век-
торную меру некомпактности

ν : PbpCpr0,T s;Eqq Ñ R
2
`,

определенную как
νpΩq “ pϕpΩq,modC pΩqq ,

где ϕpΩq есть модуль послойной некомпактности

ϕpΩq “ sup
tPr0,T s

χptyptq : y P Ωuq,

а вторая компонента – модуль равностепенной непрерывности

modCpΩq “ lim
δÑ0

sup
yPΩ

max
|t1´t2|ďδ

}ypt1q ´ ypt2q}.
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Теорема 2. Пусть выполняются условия pf1q´pf4q, (11), предположим, что дополнитель-
но выполняется условие

η :“ 2T β}µ}8

λΓpβ ` 1q pEα,1pλTαq ´ 1q ă 1, (13)

где µp¨q – функция из условия pF4q. Тогда оператор Γ является ν-уплотняющим.

Доказательство. Пусть Ω Ă Cpr0,T s;Eq – непустое ограниченное множество такое, что

νpΓpΩqq ě νpΩq. (14)

Покажем, что Ω – относительно компактно.
Из (14), следует, что

ϕpΓpΩqq ě ϕpΩq. (15)

Используя свойство pf4q и определение дробной производной, получаем

χ
´

pIβ0 fqps,xpsqq : x P Ω
¯

ď χ

ˆ
1

Γpβq

ż s

0

ps´ τqβ´1fpτ,xpτqq dτ : x P Ω

˙
ď

ď 1

Γpβq

ż s

0

ps´ τqβ´1}µ}8χEpΩpτqq dτ ď 1

Γpβq}µ}8ϕpΩq
ż s

0

ps´ τqβ´1 dτ “

“ sβ

Γpβqβ }µ}8ϕpΩq ď T β

Γpβ ` 1q}µ}8ϕpΩq.

Применяя последнее неравенство, условие pg1q и равенство (7) получим

χ pΓpΩqptqq ď

ďχ

ˆ
tpEα,1pλtαq´1qpEα,1pλTαq´1q´1

ż T

0

pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαqpIβ0 fqps,xpsqq ds : x P Ωu
˙

`

`χ
ˆ

t
ż t

0

pt´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαqpIβ0 fqps,xpsqq ds : x P Ωu
˙

ď

ď pEα,1pλtαq ´1qpEα,1pλTαq ´1q´1

ż T

0

pT ´sqα´1Eα,αpλpT ´sqαqχ
´

tpIβ0 fqps,xpsqq : x P Ωu
¯
ds`

`
ż t

0

pt ´ sqα´1Eα,αpλpt´ sqαqχ
´

tpIβ0 fqps,xpsqq : x P Ωu
¯
ds ď

ď T β

Γpβ ` 1q}µ}8ϕpΩqpEα,1pλtαq ´ 1qpEα,1pλTαq ´ 1q´1

ż T

0

pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαq ds`

` T β

Γpβ ` 1q}µ}8ϕpΩq
ż t

0

pt ´ sqα´1Eα,αpλpt´ sqαq ds ď

ď T β

Γpβ ` 1q}µ}8ϕpΩqpEα,1pλtαq ´ 1qpEα,1pλTαq ´ 1q´1pEα,1pλTαq ´ 1q`

` T β

Γpβ ` 1q}µ}8ϕpΩq
ż t

0

pt ´ sqα´1Eα,αpλpt´ sqαq ds ď

ď T β

Γpβ ` 1q}µ}8ϕpΩq 1
λ

pEα,1pλtαq ´ 1q ` T β

Γpβ ` 1q}µ}8ϕpΩq1
λ

pEα,1pλtαq ´ 1q ď
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ď 2T β

Γpβ ` 1q}µ}8ϕpΩq 1
λ

pEα,1pλTαq ´ 1q “ ηϕpΩq.

Из последней оценки мы имеем

sup
tPr0,T s

χ pΓpΩqptqq ď ηϕpΩq,

или, что тоже самое
ϕ pΓpΩqq ď ηϕpΩq.

Условия (13) и (15) вместе с последним влекут за собой равенство

ϕpΩq “ 0.

Теперь покажем, что
modCpΓpΩqq “ 0.

Неравенство (14) влечет за собой следующее

modCpΓpΩqq ě modCpΩq. (16)

Из леммы 5 известно, что множество функций

M “
"
Spfqptq “

ż t

0

pt ´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαqpIβ0 fqps,xpsqqds : x P Ω

*

является равностепенно непрерывным, поэтому благодаря неравенству (16) мы получаем ра-
венство modC pΩq “ 0.

Таким образом, мы имеем νpΩq “ p0,0q, что доказывает относительную компактность
множества Ω.

Теперь мы можем перейти к доказательству главного утверждения.

Теорема 3. При выполнении условий pf1q ´ pf4q, (11). Если

l “ 2T βk

λΓpβ ` 1q pEα,1pλtαq ´ 1q ă 1, (17)

где k “ max t}α}8, }µ}8u , функции α, µ из условий pf3q и pf4q соответственно. Тогда задача
(1)–(2) имеет решение.

Доказательство. Возьмем произвольную функцию x P Cpr0,T s;Eq, применяя свойство pf3q
получим следующую оценку:

}pIβ0 fqps,xpsqq}E ď 1

Γpβq}
ż s

0

ps´τqβ´1fpτ,xpτqq dτ}E ď 1

Γpβq

ż s

0

ps´τqβ´1ωpτqp1`}xpτq}Eq dτ ď

ď 1

Γpβq}ω}8p1 ` }x}Cq
ż s

0

ps´ τqβ´1 ds ď sβ

Γpβqβ }ω}8p1 ` }x}Cq ď T β

Γpβ ` 1q}ω}8p1 ` }x}Cq.

Тогда для всех t P r0,T s получим следующую оценку

}Γxptq}E ď

}pEα,1pλtαq ´ 1qp1 ´ Eα,1pλTαqq´1

ż T

0

pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαqpIβ0 fqps,xpsqq ds}E`
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`}
ż t

0

pt´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαqpIβ0 fqps,xpsqq ds}E ď

ď pEα,1pλtαq ´ 1qpEα,1pλTαq ´ 1q´1

ż T

0

pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαq}pIβ0 fqps,xpsqq}E ds`

`
ż t

0

pt´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαq}pIβ0 fqps,xpsqq}E ds ď

ď T β

Γpβ ` 1q}ω}8p1 ` }x}CqpEα,1pλtαq ´ 1qpEα,1pλTαq ´ 1q´1

ż T

0

pT ´ sqα´1Eα,αpλpT ´ sqαq ds`

` T β

Γpβ ` 1q}ω}8p1 ` }x}Cq
ż t

0

pt´ sqα´1Eα,αpλpt ´ sqαq ds ď

ď T β

Γpβ ` 1q}ω}8p1 ` }x}Cq 1
λ

pEα,1pλtαq ´ 1q ` T β

Γpβ ` 1q}ω}8p1 ` }x}Cq 1
λ

pEα,1pλtαq ´ 1q ď

ď 2T βk

λΓpβ ` 1q pEα,1pλTαq ´ 1q p1 ` }x}Cq “ lp1 ` }x}Cq.

Если мы возьмем

R ě l

1 ´ l
,

то неравенство }x}Cpr0,T s;Eq ď R влечет, что }Γx}Cpr0,T s;Eq ď R, следовательно оператор Γ

преобразует замкнутый шар BRp0q Ă Cpr0,T s;Eq в себя. Заметим, что неравенство (17) влечет
за собой выполнение условия (13), поэтому оператор Γ – уплотняющий относительно мнк ν

и по теореме 1 он имеет неподвижную точку, которая является решением задачи (1)–(2).
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