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Аннотация. В статье доказана формула для вычисления вращения (степени отобра-
жения) градиента гладкой положительно однородной функции на единичной сфере евкли-
дового пространства Rn, n ě 2. В доказанной формуле вращение градиентного векторного
поля выражено через эйлерову характеристику замыкания множества точек сферы, где
положительно однородная функция отрицательна. Суть доказательства состоит в том,
что вычисление вращения градиентного векторного поля сводится к вычислению враще-
ний касательной составляющей градиентного векторного поля на границах связных ком-
понент указанного множества. Используя свойства вращения конечномерных векторных
полей и теорему Пуанкаре-Хопфа, доказано, что вращение касательной составляющей на
границе каждой связной компоненты равно эйлеровой характеристике замыкания данной
связной компоненты. Схему доказательства можно применить для вычисления вращения
неградиентных векторных полей. В работе также приведены некоторые следствия из до-
казанной формулы. В частности, приведены уточнения формулы при n “ 3, 4 и в тех
случаях, когда множество нулей функции имеет определенную структуру или функция
представлена произведением более простых функций. Кроме того, приведено приложение
к вопросу существования периодического решения системы нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений. Рассмотрена система обыкновенных дифференциальных
уравнений первого порядка с выделенной главной нелинейной частью, являющейся гра-
диентом гладкой положительно однородной функции. Сформулирован и доказан крите-
рий существования периодического решения через эйлерову характеристику замыкания
множества точек сферы, где положительно однородная функция отрицательна.

Ключевые слова: положительно однородная функция, градиент функции, вектор-
ное поле, вращение векторного поля, эйлерова характеристика, периодическое решение
системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

ON THE FORMULA FOR CALCULATION OF
THE MAPPING DEGREE OF A GRADIENT VECTOR FIELD

E. Mukhamadiev, A. N. Naimov

Abstract. In this paper we prove the formula for calculating the Mapping Degree
(topological degree) of the gradient of smooth positively homogeneous function on the unit
sphere of the Euclidean space Rn, n ě 2. In the proven formula, the rotation of the gradient
vector field expressed in terms of the Euler characteristic of the closure of the set of points of
the sphere, where the positively homogeneous function is negative. The essence of the proof
is that the calculation of the Mapping Degree of a gradient vector field reduces to calculating
the Mapping Degree of the tangent component of the gradient vector field on the boundaries
of the connected components of the specified set. Using the Mapping Degree properties of
finite-dimensional vector fields and the Poincare-Hopf theorem, it is proved that the Mapping
Degree of the tangent component on the boundary of each connected component is equal to
Euler characteristic of the closure of a given connected component. The proof scheme can be
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used to calculate the Mapping Degree of non-gradient vector fields. The paper also presents
some corollaries from the proven formula. In particular, refinements of the formula are given
for n “ 3, 4 and in cases where when the set of zeros of a function has a certain structure or the
function is represented by a product of simpler functions. In addition, an application is given to
the question of the existence of a periodic solution to a system of non-linear ordinary differential
equations. The system of ordinary differential equations of the first order is considered with a
distinguished main non-linear part, which is the gradient of a smooth positively homogeneous
function. Criterion for the existence of a periodic solution is formulated and proved in terms
of the Euler characteristic of the closure of the set points of the sphere where the positively
homogeneous function is negative.

Keywords: positively homogeneous function, gradient of a function, vector field, Mapping
Degree of a vector field (topological degree), Euler characteristic, periodic solution of a system
of ordinary differential equations.

1. ВВЕДЕНИЕ

В статье доказана формула для вычисления вращения γp∇v, Sn´1q градиента ∇v (дру-
гими словами, степени отображения x ÞÑ ∇vpxq{|∇vpxq|) гладкой положительно однородной
функции v P C1pRnzt0u; R1q на единичной сфере Sn´1 “ tx P Rn : |x| “ 1u евклидового про-
странства Rn, n ě 2. Предполагается, что ∇vpxq ‰ 0 @x P Sn´1. Функцию vpxq называем по-
ложительно однородной, если при некотором m ą 0 выполняется тождество vpλxq ” λmvpxq
@λ ą 0.

Вычисление вращения векторных полей представляет интерес в приложении методов нели-
нейного функционального анализа в теории дифференциальных и интегральных уравнений.
Например, в работах [1], [2], [3], применяя методы вычисления вращения векторных полей,
исследовано существование периодических и ограниченных решений для систем нелинейных
обыкновенных дифференциальных уравнений. В работе [3] анонсирована формула

γp∇v, Sn´1q “ 1 ´ χpΩ´pvqq, (1)

где χpΩ´pvqq – эйлерова характеристика замыкания множества

Ω´pvq “ tx P Sn´1 : vpxq ă 0u,

при этом χpΩ´pvqq “ 0, если Ω´pvq “ ∅. В работах [4], [5], используя формулу (1), доказаны
теоремы о существовании периодических и ограниченных решений для систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений первого порядка с главной градиентной положительно
однородной нелинейностью.

В работе [6, с. 3-4] дано пояснение, как формулы вида (1) можно получить непосредствен-
ным применением теории Морса. В настоящей работе формула (1) доказана другим способом.
Суть предложенного доказательства состоит в том, что вычисление γp∇v, Sn´1q сводится к
вычислению вращений касательной составляющей

∇vpxq ´ x∇vpxq, xy x

|x|2 , x P Sn´1,

на границах связных компонент множества Ω´pvq, где xx, yy “ x1y1 ` . . . ` xnyn – скалярное
произведение в Rn. Далее, используя свойства вращения конечномерных векторных полей [2,
гл. 1-4] и теорему Пуанкаре-Хопфа [7, с. 223], [8, с. 328], доказано, что вращение касатель-
ной составляющей на границе каждой связной компоненты равно эйлеровой характеристике
замыкания данной связной компоненты. Схему доказательства можно применить для вычис-
ления вращения неградиентных векторных полей (см., например, [9]). В работе также приве-
дены некоторые следствия из доказанной формулы и приложение к вопросу существования
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периодического решения системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений.
Рассмотрена система обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с выде-
ленной главной нелинейной частью, являющейся градиентом гладкой положительно однород-
ной функции. Сформулирован и доказан критерий существования периодического решения
через эйлерову характеристику замыкания множества точек сферы, где положительно одно-
родная функция отрицательна.

В силу известных свойств вращения векторных полей [2, с. 14, 16] для γp∇v, Sn´1q справед-
ливы следующие утверждения: 1) если Ω´pvq “ ∅, то γp∇v, Sn´1q “ 1; 2) если Ω´pvq “ Sn´1,
то γp∇v, Sn´1q “ p´1qn. Формулу (1) можно рассматривать как обобщение этих двух утвер-
ждений.

Следующая теорема составляет основной результат работы.
Теорема 1. Пусть градиент ∇v положительно однородной функции v P C1pRnzt0u; R1q

не обращается в ноль на Sn´1. Тогда для вращения γp∇v, Sn´1q градиентного векторного
поля ∇v на Sn´1 верна формула (1).

В работе [9] формула (1) выведена из общей формулы при дополнительном предположе-
нии, что векторное поле ∇vpxq´x∇vpxq, xyx может обращаться в ноль лишь в конечном числе
точек.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И СВОЙСТВА ВРАЩЕНИЯ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ

Способы определения и свойства вращения векторных полей систематически изложены
в монографии [2, гл. 1-4]. В этом параграфе приведем определение и свойства вращения
конечномерных векторных полей, которые используются при доказательстве формулы (1). А
также перечислим необходимые свойства эйлеровой характеристики [10, с. 35-36, 410].

Конечномерным векторным полем называют всякое непрерывное отображение P :M ÞÑ E,
где E – конечномерное вещественное векторное пространство и M Ă E. Если векторное поле
P задано и не обращается в ноль на границе BD ограниченной области D Ă E, то определяет-
ся целочисленная характеристика γpP,BDq – вращение векторного поля P на BD [2, с. 16-19,
28]. Данная характеристика определяется разными эквивалентными способами, приводящи-
ми к одному и тому же значению. Например, по способу Нагумо [2, с. 28] для определения
γpP,BDq векторное поле P непрерывно продолжается внутри области D гладким отображе-
нием Q : D ÞÑ E, Q|BD “ P так, что Q может обращаться в ноль лишь в конечном числе
точек, и в этих точках невырождена матрица первых производных Q1. Такое отображение
Q всегда можно построить. Если Q нигде не обращается в ноль, то полагают γpP,BDq “ 0,
иначе γpP,BDq определяется формулой

γpP,BDq “
ÿ

Qpxq“0

signpdetQ1pxqq.

Таким способом определяемое значение γpP,BDq не зависит от выбора Q.
Перечислим необходимые свойства вращения конечномерных векторных полей и эйлеро-

вой характеристики.
1˝. Если P pxq “ x´x0, x P D, где D – ограниченная область и точка x0 P D фиксирована,

то γpP,BDq “ 1.
2˝. Если векторное поле P : D ÞÑ Rn невырождено на множестве Dz Yl

i“1 Di, где области
Di, i “ 1, l попарно не пересекаются и лежат внутри ограниченной области D, то имеет место
формула

γpP,BDq “ γpP,BD1q ` . . . ` γpP,BDlq.
3˝. Векторные поля P1, P2 : D ÞÑ Rn, гомотопные на границе ограниченной области

D Ă Rn, имеют одинаковое вращение γpP1,BDq “ γpP2,BDq. Два векторных поля P1, P2 на-
зывают гомотопными на BD (или просто гомотопными, когда область D фиксирована), если
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существует однопараметрическое семейство векторных полей (деформация) – непрерывное
отображение P : D ˆ r0, 1s ÞÑ Rn, удовлетворяющее условиям P px,λq ‰ 0 @x P BD, λ P r0, 1s и
P px,0q ” P1pxq, P px,1q ” P2pxq.

4˝. Если векторные поля Pi : Di ÞÑ Rn, i “ 1, 2 невырождены на границе своих областей
определения и P1pBD1q Ă BD2, то для вращения суперпозиции P2P1 векторных полей P1 и P2

справедлива формула
γpP2P1,BD1q “ γpP1,BD1qγpP2,BD2q.

5˝. Если векторные поля Pi : Di ÞÑ Rni , i “ 1, 2 невырождены на границе своих областей
определения, то вращение векторного поля P “ pP1,P2q : D1 ˆD2 ÞÑ Rn1`n2 на границе
области D1 ˆD2 можно находить формулой

γpP,BpD1 ˆD2qq “ γpP1,BD1qγpP2,BD2q.

6˝. Эйлеровы характеристики множеств A, B, AYB, AXB, если они определены, связаны
между собой формулой χpAq ` χpBq “ χpA YBq ` χpAXBq.

7˝. Эйлерова характеристика χpBnq единичного шара Bn “ ty P Rn : |y| ď 1u равна 1.
8˝. Для эйлеровой характеристики χpSn´1q единичной сферы Sn´1 верна формула

χpSn´1q “ 1 ` p´1qn´1.
9˝. Если множества A и B гомотопически эквивалентны и определены их эйлеровы харак-

теристики, то χpAq “ χpBq.
10˝. Если ограниченная область D Ă Rn имеет гладкую границу BD и векторное поле

P : D ÞÑ Rn в каждой точке x P BD направлено наружу xP pxq, npxqy ą 0, где npxq – вектор
внешней нормали, то γpP,BDq “ χpDq (теорема Пуанкаре-Хопфа для ограниченной области
с гладкой границей).

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Пусть функция v P C1pRnzt0u; R1q положительно однородна пордяка m ą 0, т.е. vpλxq ”
λmvpxq @λ ą 0, и ∇vpxq ‰ 0 @x P Sn´1. Для функции v и ее градиента ∇v верна формула
Эйлера x∇vpxq, xy “ mvpxq.

Если Ω´pvq “ Sn´1, то χpΩ´pvqq “ 1 ` p´1qn´1 (согласно свойству 8˝). С другой стороны,
x∇vpxq, xy “ mvpxq ă 0 @x P Sn´1, следовательно, векторное поле ∇v линейно гомотопно
векторному полю p´xq, т. е. p1 ´ λq∇vpxq ` λp´xq ‰ 0 @x P Sn´1, λ P r0, 1s. Отсюда со-
гласно свойству 3˝ имеем γp∇v, Sn´1q “ p´1qn, и формула (1) верна. В случае Ω´pvq “ ∅

имеем χpΩ´pvqq “ 0, и векторное поле ∇v линейно гомотопно векторному полю x, значит,
γp∇v, Sn´1q “ 1 и верна формула (1).

В последующем можно считать, что множество Ω´pvq не пусто и не совпадает с Sn´1. В
данном случае множество Ω´pvq состоит из конечного числа связных компонент с гладкой
границей. Граница каждой связной компоненты является pn ´ 2q-мерным ориентируемым
гладким многообразием без края и в каждой граничной точке x вектор ∇vpxq ортогонален x
и сонаправлен с вектором внешней нормали.

Множество Ω´pvq представляя в виде объединения связных компонент Ω´pvq “ Ω
1

´ Y . . .Y
Ω
p´pvq
´ , согласно свойству 6˝, имеем:

χ
`
Ω´pvq

˘
“ χ

´
Ω
1

´

¯
` . . . ` χ

´
Ω
p´pvq
´

¯
. (2)

Для того, чтобы вычислить γp∇v, Sn´1q, продолжим векторное поле ∇v внутри сферы
Sn´1 формулой

Qpxq “
"

p2|x| ´ 1q∇vpxq ` 2p1 ´ |x|qx, |x| ě 0,5,

x, |x| ă 0,5.
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Равенство Qpxq “ 0 возможно лишь при x “ 0 или при |x| ą 0,5, x{|x| P Ω´pvq. Поэтому
согласно свойству 2˝ имеем:

γp∇v,Sn´1q “ γpQ,BB0,5q ` γpQ,BD´pvqq,

где B0,5 “ tx P Rn : |x| ă 0,5u, D´pvq “ tx P Rn : 0,5 ă |x| ă 1, x{|x| P Ω´pvqu,

γpQ,BB0,5q “ 1, γpQ,BD´pvqq “
p´pvqÿ

j“1

γpQ,BDj
´pvqq,

D
j
´pvq “ tx P D´pvq : x{|x| P Ω

j
´pvqu.

Следовательно,

γp∇v,Sn´1q “ 1 `
p´pvqÿ

j“1

γpQ,BDj
´pvqq.

Отсюда и из равенства (2) вытекает формула (1), если для приозвольной связной компоненты
Ω “ Ω

j
´pvq множества Ω´pvq и областиD “ D

j
´pvq, определяемой множеством Ω

j
´pvq, докажем

формулу
γpQ,BDq “ ´χpΩq. (3)

Векторное поле ∇v разложим по касательной и нормальной составляющих:

∇vpxq “
ˆ
∇vpxq ´ mvpxq

|x|2 x

˙
` mvpxq

|x|2 x.

По этому разложению векторное поле Q на D представим в виде

Qpxq “ p2|x| ´ 1q
ˆ
∇vpxq ´ mvpxq

|x|2 x

˙
`
ˆ

p2|x| ´ 1qmvpxq
|x|2 ` 2p1 ´ |x|q

˙
x, x P D.

В таком представлении легко проверить, что семейство векторных полей

rQpx,λq “ pp1 ´ λqp2|x| ´ 1q ` λq
ˆ
∇vpxq ´ mvpxq

|x|2 x

˙
`

`
ˆ

p2|x| ´ 1q
ˆ

p1 ´ λqmvpxq
|x|2 ´ λ

˙
` 2p1 ´ |x|q

˙
x, x P D, λ P r0, 1s,

не вырождается на границе области D, т.е. rQpx,λq ‰ 0 @x P BD, λ P r0, 1s. Следовательно,
векторное поле Q гомотопно векторному полю

Q1pxq “
ˆ
∇vpxq ´ mvpxq

|x|2 x

˙
` p3 ´ 4|x|qx, x P D,

и согласно свойству 3˝ имеем γpQ,BDq “ γpQ1,BDq. Таким образом, доказываемая формула
(3) равносильна формуле

γpQ1,BDq “ ´χpΩq. (4)

В последующем, без ограничения общности, можно считать, что

Ω Ă tx “ px1, . . . ,xnq P Sn´1 : xn ą 0u. (5)

Действительно, функцию vpxq можно преобразовать в функцию v1pxq “ vpϕpx{|x|,1qq|x|m ,
удовлетворяющую условию (5), с помощью семейства диффеоморфизмов ϕp¨,tq : Sn´1 ÞÑ
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Sn´1, t P r0, 1s, ϕpy,0q “ y, стягивающих множество Ω´pϕp¨,tqq к точке en “ p0, . . . , 0, 1qJ. При
таком преобразовании, согласно свойству 3˝, сохраняется вращение γp∇ϕp¨,tq,Sn´1q и сохра-
няется эйлерова характеристика χpΩ´pϕp¨,tqq согласно свойству 9˝. Поэтому если формула
(1) верна для v1, то она верна и для v.

Учитывая (5), легко проверить, что векторное поле Q1 линейно гомотопно векторному
полю

Q2pxq “
ˆ Bv

Bx1
pxq ´ mvpxq

|x|2 x1, . . . ,
Bv

Bxn´1

pxq ´ mvpxq
|x|2 xn´1, 3 ´ 4|x|

˙
, x P D,

а векторное поле Q2 линейно гомотопно векторному полю

Q3pxq “
ˆ Bv

Bx1
`
0,75|x|´1x

˘
, . . . ,

Bv
Bxn´1

`
0,75|x|´1x

˘
, 3 ´ 4|x|

˙
, x P D,

т. е. p1 ´ λqQipxq ` λQi`1pxq, @x P BD, λ P r0, 1s, i “ 1, 2. Отсюда, согласно свойству 3˝ имеем

γpQ1,BDq “ γpQ3,BDq. (6)

Область D преобразуем в цилиндр, применяя отображение G : Rnzt0u ÞÑ Rnzt0u, опреде-
ляемое формулой

Gpxq “
`
0,75|x|´1x1, . . . , 0,75|x|´1xn´1, |x|

˘
.

При таком отображении имеем: GpDq “ D0 и GpBDq “ BD0, где D0 “ Ω0 ˆ r0,5; 1s,

Ω0 “
!
s P Rn´1 : 0,75´1

´
s,
`
0,752 ´ |s|2

˘1{2
¯

P Ω
)
.

Можно проверить, что detG1pxq ą 0 при x P D.
Векторное поле Q3 отображением G преобразовывается в векторное поле

Q0ps,hq “ Q3G
´1ps,hq “ pΦ0psq,Φ1phqq, ps,hq P D0,

где Φ1phq “ 3 ´ 4h, h P r0,5; 1s,

Φ0psq “
ˆ Bv

Bx1
pXpsqq, . . . , Bv

Bxn´1

pXpsqq
˙
, s P Ω0,

где Xpsq “
´
s,
`
0,752 ´ |s|2

˘1{2
¯
. Согласно свойству 4˝ получаем

γpQ3,BDq “ γpQ0,BD0q. (7)

Далее, согласно свойству 5˝ находим

γpQ0,BD0q “ γpΦ0,BΩ0qγpΦ1,Br0,5; 1sq “ ´γpΦ0,BΩ0q. (8)

Множества Ω и Ω0 диффеоморфны, поэтому согласно свойству 9˝

χpΩ0q “ χpΩq. (9)

Вычислим γpΦ0,BΩ0q сравнивая векторное поле Φ0 с градиентом функции v0psq “ v pXpsqq,
s P Ω0, где Xpsq “

´
s,
`
0,752 ´ |s|2

˘1{2
¯
. Данная функция внутри области Ω0 отрицательна, а

на границе BΩ0 обращается в ноль. Проверим, что

xΦ0psq,∇v0psqy “ |∇vpXpsqq|2 ą 0 @s P BΩ0. (10)
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Если s P BΩ0, то 0,75´1Xpsq P BΩ, v pXpsqq “ 0 и по формуле Эйлера

x∇v pXpsqq ,Xpsqy “ mv pXpsqq “ 0.

Умножаяя последнее равенство на Bv{Bxn, получим

Bv
Bxn

pXpsqq
n´1ÿ

k“1

sk
Bv

Bxk
pXpsqq “ ´

ˆ Bv
Bxn

pXpsqq
˙2 `

0,752 ´ |s|2
˘1{2

.

Учитывая это, находим

xΦ0psq,∇v0psqy “
n´1ÿ

k“1

Bv
Bxk

pXpsqq
ˆ Bv

Bxk
pXpsqq´

´sk
`
0,752 ´ |s|2

˘´1{2 Bv
Bxn

pXpsqq
˙

“ |∇vpXpsqq|2 ą 0.

Из (10) следует, что градиент ∇v0 функции v0 в каждой точке s P BΩ0 не обращается в ноль
и сонаправлен с вектором внешней нормали. Согласно теореме Пуанкаре-Хопфа (свойству 10˝

) имеет место равенство
γp∇v0,BΩ0q “ χpΩ0q. (11)

Кроме того, из (10) следует, что векторные поля Φ0 и ∇v0 линейно гомотопны, следовательно,
по свойству 3˝

γpΦ0,BΩ0q “ γp∇v0,BΩ0q. (12)

Из цепочки равенств (6)-(9), (11) и (12) вытекает формула (4).
Теорема 1 доказана.

4. СЛЕДСТВИЯ И ПРИЛОЖЕНИЕ

Из формулы (1) и теоремы Хопфа о гомотопических классах векторных полей на сфере
[2, с. 22] вытекает

Следствие 1. Невырожденные градиентные векторные поля ∇v1,∇v2 : S
n´1 ÞÑ Rn гомо-

топны тогда и только тогда, когда χpΩ´pv1qq “ χpΩ´pv2qq.
В формуле (1) вместо v подставим p´vq:

γp´∇v, Sn´1q “ 1 ´ χpΩ´p´vqq,

p´1qnγp∇v, Sn´1q “ 1 ´ χpΩ`pvqq, (13)

где Ω`pvq “ tx P Sn´1 : vpxq ą 0u. Согласно свойству 6˝

χpΩ´pvqq ` χpΩ`pvqq “ χpSn´1q ` χpΩ0pvqq,

где Ω0pvq “ tx P Sn´1 : vpxq “ 0u и χpSn´1q “ 1 ` p´1qn´1. Из (1) и (13) выводим
следующие равенства:

χpΩ`pvqq “ 1 ´ p´1qn
`
1 ´ χpΩ´pvqq

˘
“ 1 ` p´1qn´1 ` p´1qnχpΩ´pvqq, (14)

p1 ` p´1qnqγp∇v, Sn´1q “ 2 ´ χpΩ´pvqq ´ χpΩ`pvqq “ 1 ` p´1qn ´ χpΩ0pvqq,
p1 ´ p´1qnqγp∇v, Sn´1q “ χpΩ`pvqq ´ χpΩ´pvqq.

Отсюда вытекает
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Следствие 2. Если n – четно, то

γp∇v, Sn´1q “ 1 ´ 0,5χpΩ0pvqq, χpΩ`pvqq “ χpΩ´pvqq “ 0,5χpΩ0pvqq,

а если n – нечетно, то

2γp∇v, Sn´1q “ χpΩ`pvqq ´ χpΩ´pvqq, χpΩ0pvqq “ 0, χpΩ`pvqq ` χpΩ´pvqq “ 2.

В книге [8, с. 366] доказано, что для произвольного pn` 1q-мерного компактного гладкого
многообразия L с краем BL имеет место формула χpBLq “ p1 ` p´1qnqχpLq.

Рассмотрим случай, когда множество Ω0pvq состоит из p0pvq связных компонент, каждая из
которых диффеоморфна сфере Sn´2. Например, при n “ 3 имеет место только такой случай.
В этом случае произвольная связная компонента Ω

j
´pvq множества Ω´pvq, ограничиваемая kj

связными компонентами множества Ω0pvq, получается из сферы Sn´1 удалением kj множеств,
гомеоморфных внутренности шара Bn´1. Поэтому согласно свойствам 6˝ и 9˝ имеем

χpΩj
´pvqq “ χpSn´1q ´ kjχpBn´1q ` kjχpSn´2q.

Суммируя эйлеровы характеристики всех связных компонент множества Ω´pvq получим

χpΩ´pvqq “ p´pvqχpSn´1q ´ p0pvqχpBn´1q ` p0pvqχpSn´2q,

где p´pvq – число связных компонент множества Ω´pvq. Легко проверить, что p´pvq`p`pvq “
p0pvq`1, здесь p`pvq – число связных компонент множества Ω`pvq.. Таким образом, используя
формулу (1), получаем

Следствие 3. Если множество Ω0pvq состоит из p0pvq связных компонент, каждая из
которых диффеоморфна сфере Sn´2, то верна формула

γp∇v, Sn´1q “
"

1 ´ p0pvq, если n – четно,
p`pvq ´ p´pvq, если n – нечетно.

При n “ 4 множество Ω0pvq состоит из p0pvq двумерных ориентируемых гладких много-
образий без края. Каждое такое многообразие, как известно [10], диффеоморфно сфере с
ручками. Зная набор количества ручек r1, . . . , rp0pvq связных компонент, находим

χpΩ0pvqq “ 2p1 ´ r1q ` . . . ` 2p1 ´ rp0pvqq.

Учитывая следствие 2, выводим
Следствие 4. При n “ 4 верна формула

γp∇v, S3q “ 1 ´ p0pvq ` r1 ` . . . ` rp0pvq,

где r1, . . . , rp0pvq – набор количества ручек связных компонент множества Ω0pvq.
Проверим справедливость следующей леммы.
Лемма 1. Пусть функции v1, v2 P C1pRnzt0u; R1q положительно однородны порядка m1,

m2 соответственно и удовлетворяют условиям
1) ∇vipxq ‰ 0 @x ‰ 0, i “ 1, 2;
2) |v1pxq| ` |v2pxq| ą 0 @x ‰ 0;
3) Ω´pv1q Ă Ω`pv2q или Ω´pv1q Ă Ω´pv2q.

Тогда функция v “ v1v2 обладает свойствами
a) ∇vpxq ‰ 0 @x ‰ 0;
b) Ω´pvq “ Ω´pv1q Y Ω´pv2q, если Ω´pv1q Ă Ω`pv2q;
c) Ω`pvq “ Ω´pv1q Y Ω`pv2q, если Ω´pv1q Ă Ω´pv2q.
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Доказательство. Легко проверить, что из формулы Эйлера pm1 `m2qvpxq “ x∇vpxq, xy и
равенства ∇vpxq “ v1pxq∇v2pxq ` v2pxq∇v1pxq, с учетом условий 1) и 2), следует свойство a).

Если Ω´pv1q Ă Ω`pv2q, то Ω´pv2q Ă Ω`pv1q и из очевидного равенства

Ω´pvq “ pΩ´pv1q X Ω`pv2qq Y pΩ`pv1q X Ω´pv2qq

следует Ω´pvq “ Ω´pv1q Y Ω´pv2q. Аналогично, если Ω´pv1q Ă Ω´pv2q, то Ω`pv2q Ă Ω`pv1q и
из равенства

Ω`pvq “ pΩ´pv1q X Ω´pv2qq Y pΩ`pv1q X Ω`pv2qq
следует Ω`pvq “ Ω´pv1q Y Ω`pv2q. Лемма 1 доказана.

Из свойства b) следует, что если Ω´pv1q Ă Ω`pv2q, то согласно свойству 6˝

χpΩ´pvqq “ χpΩ´pv1qq ` χpΩ´pv2qq.

А из свойства c) следует, что если Ω´pv1q Ă Ω´pv2q, то

χpΩ`pvqq “ χpΩ´pv1qq ` χpΩ`pv2qq.

В последнем равенстве выразим χpΩ`pvqq и χpΩ`pv2qq через χpΩ´pvqq и χpΩ´pv2qq по формуле
(14):

1 ` p´1qn´1 ` p´1qnχpΩ´pvqq “ χpΩ´pv1qq ` 1 ` p´1qn´1 ` p´1qnχpΩ´pv2qq,
χpΩ´pvqq “ p´1qnχpΩ´pv1qq ` χpΩ´pv2qq.

Таким образом, получаем
Следствие 5. Если функции v1 и v2 удовлетворяют условиям 1) – 3) леммы 1, то верна

формула

χpΩ´pv1v2qq “ σpv1; v2qχpΩ´pv1qq ` χpΩ´pv2qq, (15)

где

σpv1; v2q “
"

1, если Ω´pv1q Ă Ω`pv2q,
p´1qn, если Ω´pv1q Ă Ω´pv2q.

Формулу (15) обобщим для конечного набора положительно однородных функций vi P
C1pRnzt0u; R1q, i “ 1, N , удовлетворяющих условиям

4) ∇vipxq ‰ 0 @x ‰ 0, i “ 1, N ;
5) |vipxq| ` |vjpxq| ą 0 @x ‰ 0, i ‰ j;
6) @i “ 1, N ´ 1 либо Ω´pviq Ă Ω`pvi`1 ¨ . . . ¨ vN q, либо Ω´pviq Ă Ω´pvi`1 ¨ . . . ¨ vN q.
Применяя формулу (15) к парам функций pvi, vi`1 ¨ . . . ¨ vN q, i “ 1, N ´ 1, получим

χpΩ´pv1 ¨ . . . ¨ vN qq “
N´1ÿ

i“1

σpvi; vi`1 ¨ . . . ¨ vN qχpΩ´pviqq ` χpΩ´pvN qq. (16)

В частности,

χpΩ´pv1 ¨ . . . ¨ vN qq “
Nÿ

i“1

χpΩ´pviqq, если n´ четно.

Аналогично работе [11, Lemma 2] можно показать, что любую положительно однородную
(порядка m ą 0) функцию v P C1pRnzt0u; R1q, градиент которой не обращается в ноль,
можно представить в виде произведения vpxq “ |x|m´Nv1pxq ¨ . . . ¨ vN pxq, где N “ p0pvq,
функции vi, i “ 1, N положительно однородные порядка 1 и удовлетворяют условиям 4) –
6), а соответствующие им множества Ω0pviq, i “ 1, N совпадают со связными компонентами
Ω0pvq.
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В качестве приложения формулы (1) исследуем существование периодического решения
системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений вида

x1ptq “ ∇vpxptqq ` fpt, xptqq, xptq P Rn, (17)

где функция v P C1pRnzt0u; R1q положительно однородная порядка m ` 1 ą 2, ∇vpxq ‰ 0

@x ‰ 0, f : R1`n ÞÑ Rn – непрерывное отображение, удовлетворяющее условиям

fpt` ω,xq ” fpt,xq, |y|´m max
0ďtďω

|fpt,yq| Ñ 0 при |y| Ñ 8. (18)

Вектор-функцию xptq P C1pr0, ωs,Rnq называем ω-периодическим решением системы урав-
нений (17), если она удовлетворяет данной системе уравнений при t P p0, ωq и условию
xp0q “ xpωq. Такое решение при ω-периодическом продолжении на p´8,`8q удовлетворяет
системе уравнений (17) при t P p´8,`8q.

Теорема 2. Система уравнений (17) имеет ω-периодическое решение при любом непре-
рывном отображении f , удовлетворяющем условиям (18), тогда и только тогда, когда

χpΩ´pvqq ‰ 1. (19)

Доказательство. Достаточность условия (19) следует из формулы (1) и теоремы 41.8,
доказанной в [2, с. 334]. Действительно, из условия (19) и формулы (1) следует, что
γp∇v, Sn´1q ‰ 0. Отсюда, применяя теорему 41.8, получаем, что у системы уравнений (17)
есть по крайней мере одно ω-периодическое решение.

Необходимость условия (19) докажем по аналогии с работой [4]. Пусть χpΩ´pvqq “ 1.
Тогда по формуле (1) имеем γp∇v, Sn´1q “ 0. Построим удовлетворяющее условиям (18)
отображение f , при котором система уравнений (17) не имеет периодических решений. Для
этого воспользуемся теоремой 5.2 из [2, гл. 1, §5], в соответствии с которой из равенства
γp∇v, Sn´1q “ 0 вытекает, что векторное поле ∇v можно непрерывно продолжить без нулей
внутри сферы Sn´1 некоторой формулой Qpyq: ∇vpyq “ Qpyq при |y| “ 1 и Qpyq ‰ 0 при
|y| ă 1.

Рассмотрим систему уравнений

x1ptq “ ∇vpxptqq ` gpxptqq, xptq P Rn, (20)

где отображение g определено формулой

gpyq “
"

0, |y| ě 1,

Qpyq ´ ∇vpyq, |y| ă 1.

Очевидно, g удовлетворяет условиям (18) и

∇vpyq ` gpyq ‰ 0 @y P Rn. (21)

Верна следующая лемма.
Лемма 2. При некотором ω0 ą 0 система уравнений (20) не имеет ω0-периодических

решений.

Предположим, что такого ω0 ą 0 не существует. Тогда найдется последовательность пе-
риодических решений xkptq, k “ 1, 2, . . . системы уравнений (20) с периодами ωk “ 1{k,
k “ 1, 2, . . .. В силу периодичности решений имеем:

1

ωk

ż ωk

0

x∇vpxkptqq ` gpxkptqq, yydt “ 0 @y P Rn, k “ 1, 2, . . . , (22)
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Если вектор-функции xkptq, k “ 1, 2, . . . равномерно ограничены

sup
k“1,2,...

max
tPR

|xkptq| ă 8, (23)

то они, как решения системы уравнения (20), равностепенно непрерывны. Без ограничения
общности, можно считать что последовательность вектор-функций xkptq равномерно сходится
к функции x0ptq на отрезке r0, 1s. Переходя к пределу при k Ñ 8 в (22), получим

x∇vpx0p0qq ` gpx0p0qq, yy “ 0 @y P Rn,

что противоречит (21). Таким образом, для завершения доказательства леммы остается по-
казать оценку (23).

Предположим, что оценка (23) неверна. Тогда можно считать, что

rk :“ max
tPR

|xkptq| “ |xkptkq| Ñ 8 при k Ñ 8.

Рассмотрим вектор-функции zkptq “ r´1
k xkptk ` r1´m

k tq, t P R, k “ 1, 2, . . .. Для них имеем:

z1
kptq “ ∇vpzkptqq ` r´m

k gpzkptqq, |zkptq| ď |zkp0q|, t P R, k “ 1, 2, . . . .

Отсюда, переходя к пределу, получим:

z1
0ptq “ ∇vpz0ptqq, |z0ptq| ď |z0p0q|, t P R.

Существование такой вектор-функции z0ptq невозможно из-за того, что ∇vpyq ‰ 0 при y ‰ 0.
Действительно, рассматривая функцию ξptq “ vpz0ptqq имеем: ξptq непрерывна и ограничена
на R, ξ1ptq “ |∇vpz0ptqq|2, ξ1p0q “ |∇vpz0p0qq|2 ą 0, следовательно, существуют конечные
пределы ξptq Ñ ξ´ при t Ñ ´8 и ξptq Ñ ξ` при t Ñ `8, где ξ´ ă ξ`, а также существуют
последовательности τk Ñ ´8 и sk Ñ `8, вдоль которых ξ1ptq стремится к нулю

ξ1pτkq “ |∇vpz0pτkqq|2 Ñ 0, ξ1pskq “ |∇vpz0pskqq|2 Ñ 0.

Отсюда выводим: z0pτkq Ñ 0, z0pskq Ñ 0 и ξ´ “ ξ` “ 0 — противоречие. Лемма 2 доказана.
В системе уравнений (20) произведем замену zptq “ λ0xpλm´1

0 tq, где λ0 “ pω0{ωq1{pm´1q.
Тогда получаем систему уравнений

z1ptq “ ∇vpzptqq ` λm0 gpλ´1
0 zptqq, zptq P Rn. (24)

Всякому ω-периодическому решению системы уравнений (24), согласно произведенной за-
мене, соответствует ω0-периодическое решение системы уравнений (20). Поэтому в силу
леммы 2 система уравнений (24) не имеет ω-периодических решений. Таким образом, при
fpyq “ λm0 gpλ´1

0 yq система уравнений (17) не имеет ω-периодических решений.
Теорема 2 доказана.
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