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Аннотация. Импульсной характеристикой линейного дифференциального уравнения
9xptq “ Axptq`fptq мы называем функцию t ÞÑ eAt, t ą 0. Предполагается, что собственные
значения матрицы A лежат в открытой левой полуплоскости. Рассматривается задача
приближенного представления импульсной характеристики путем разложения её в ряд
по функциям Лагерра. Обсуждается оптимальный выбор параметра масштабирования
многочленов Лагерра.
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APPLICATION OF THE LAGUERRE FUNCTIONS
FOR CALCULATING THE IMPULSE RESPONSE

V. G. Kurbatov, E. D. Khoroshikh

Abstract. We call the function t ÞÑ eAt, t ą 0, the impulse response of the linear differential
equation 9xptq “ Axptq ` fptq. It is assumed that the eigenvalues of the matrix A lie in the
open left half plane. The problem of approximate representation of the impulse response by
means of the expansion into the Laguerre series is considered. The optimal choice of the scaling
parameter of the Laguerre polynomials is discussed.

Keywords: Laguerre polynomials, orthogonal series, impulse response, matrix exponential,
optimization.

ВВЕДЕНИЕ

Импульсная характеристика HAptq “ eAt, t ą 0, линейного дифференциального уравнения
9xptq “ Axptq`fptq с матрицей A размера MˆM представляет собой матричнозначную функ-
цию того же размера, каждый элемент которой является линейной комбинацией функций ви-
да t ÞÑ tjeλkt. Тем самым, при больших M полная импульсная характеристика представляет
собой очень громоздкое выражение. Одним из способов борьбы с этим неудобством является
приближение импульсной характеристики более простой функцией; в настоящей работе для
этой цели используется частичная сумма ряда Лагерра. Функции Лагерра естественным об-
разом зависят от параметра масштабирования (сжатия-растяжения) τ . Изменение τ влияет
на скорость сходимости ряда и тем самым естественно возникает задача оптимального вы-
бора τ ; по поводу известных результатов в этом направлении см., например, работы [6], [9],
[10], [11], [12], [13] и ссылки в них.

В настоящей работе предлагается алгоритм выбора τ , близкого к оптимальному, и вычис-
ления оценки точности, которую это τ обеспечивает. Этот алгоритм частично аналитический
(формульный) и частично численный (компьютерный). Для компьютерных экспериментов
применялся пакет ‘Mathematica’ [14], [2].
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1. ФУНКЦИИ ЛАГЕРРА

Многочленами Лагерра называют [7], [8] функции

Lnptq “ et

n!

`
tne´t

˘pnq
, t ě 0, n “ 0,1, . . . .

Функции Ln действительно являются многочленами степени n. Известно [4, с. 59], [5, § 8], [7,
теорема 5.7.1], что функции Ln образуют ортонормированный базис в пространстве L2r0,8q
относительно весовой функции t ÞÑ e´t:

ż 8

0

e´tLnptqLmptq dt “ δnm, n,m “ 0,1, . . . ,

где δnm — символ Кронекера.
Пусть τ ą 0 — произвольное число; оно играет роль масштаба времени. Функции

ln,τ ptq “
?
τ e´τt{2Lnpτtq, t ě 0, n “ 0,1, . . . , (1)

будем называть функциями Лагерра. Легко видеть, что они также образуют ортонормиро-
ванный базис в L2r0,8q, теперь уже без веса:

ż 8

0

ln,τ ptq lm,τ ptq dt “ δnm, n,m “ 0,1, . . . .

2. РЯД ЛАГЕРРА ДЛЯ МАТРИЧНОЙ ЭКСПОНЕНТЫ

Обозначим через C
MˆN линейное пространство всех комплексных матриц размера MˆN ,

1 P C
MˆM означает единичную матрицу.

Для матрицы C “ tCiju P C
MˆM обозначим через ‖C‖2Ñ2 норму, индуцированную евкли-

довой нормой на C
M , а через

‖C‖F “

gffe
Mÿ

i“1

Mÿ

j“1

|Cij |2 (2)

— норму Фробениуса [3, с. 34]. Легко показать, что

‖AB‖F ď ‖A‖2Ñ2 ¨ ‖B‖F , ‖AB‖F ď ‖A‖F ¨ ‖B‖2Ñ2, ‖Ax‖2 ď ‖A‖F ¨ ‖x‖2.

Обозначим через σpCq спектр матрицы C. Если не оговорено противное, все матрицы C P
C
MˆM рассматриваются с нормой Фробениуса.
Пусть A P C

MˆM — заданная матрица. Предполагается, что A устойчива, т. е. собственные
значения A лежат в открытой левой полуплоскости. Рассмотрим функцию

HAptq “ eAt, t ą 0.

Будем называть HA импульсной характеристикой дифференциального уравнения

9xptq “ Axptq ` fptq.

Поскольку функции Лагерра (1) образуют ортонормированный базис в L2r0,8q, импульс-
ная характеристика HA раскладывается в сходящийся по норме L2 ряд Лагерра

HA “
8ÿ

n“0

Rn,τ,A ln,τ ,
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где

Rn,τ,A “
ż 8

0

HAptq ln,τ ptq dt. (3)

Поскольку HA — линейная комбинация функций вида t ÞÑ tjeλkt, напоминающих ln,τ , есте-
ственно ожидать, что ряд Лагерра сходится достаточно быстро и поэтому его N -я частичная
сумма

HN,τ,Aptq “
Nÿ

n“0

Rn,τ,A ln,τ ptq (4)

с небольшим N хорошо приближает HA. В то же время понятно, что скорость сходимости
ряд Лагерра зависит от параметра τ .

Целью работы является нахождение τ , для которого величина (при заданном N)

‖HA ´HN,τ,A‖L2r0,8q “
dż 8

0

∥

∥HAptq ´HN,τ,Aptq
∥

∥

2

F
dt

является близкой к наименьшей и которое тем самым целесообразно использовать для при-
ближения импульсной характеристики частичной суммой (4) ряда Лагерра.

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ЛАГЕРРА

Для Reλ ă 0 рассмотрим вспомогательную функцию

hλptq “ eλt, t ą 0.

Наш интерес к функции hλ объясняется следующим. Если λ — собственное значение матрицы
A (напомним, что Reλ ă 0), а v — соответствующий собственный вектор, то функция

xλptq “ HAptqv

является решением дифференциального уравнения 9xptq “ Axptq и может быть представлена
в виде

xλptq “ hλptqv.
Обозначим через rn,τ,λ коэффициенты Фурье функции hλ в ортонормированном базисе

ln,τ :

rn,τ,λ “
ż 8

0

hλptq ln,τ ptq dt “
ż 8

0

eλt ln,τ ptq dt, Reλ ă 0. (5)

Предложение 1. Пусть Reλ ă 0. Тогда

rn,τ,λ “ ´2
?
τp2λ ` τqn

p2λ ´ τqn`1
, n “ 0,1, . . . .

Доказательство. Сначала посчитаем преобразование Лапласа функции ln,τ ptq, пользуясь
свойствами преобразования Лапласа

F pλq “
ż `8

0

e´λtfptq dt.

Напомним эти свойства [1, с. 53]:

eλ0t «
1

λ´ λ0
, fpαtq «

1

α
F
´λ
α

¯
,

f pnqptq « λnF pλq, tnfptq « p´1qnF pnqpλq,
eλ0tfptq « F pλ ´ λ0q, fpt´ t0q « e´λt0F pλq.
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Имеем при Reλ ą 0

e´t
«

1

λ` 1
,

tne´t
« p´1qn

´ 1

λ` 1

¯pnq
“ p´1qn p´1qnn!

pλ ` 1qn`1
“ n!

pλ` 1qn`1
,

ptne´tqpnq
«

n!λn

pλ` 1qn`1
,

ptne´tqpnq
ˇ̌
ˇ
tÑτt

«
1

τ

n! pλ{τqn
pλ{τ ` 1qn`1

“ n!λn

pλ ` τqn`1
,

eτt{2ptne´tqpnq
ˇ̌
ˇ
tÑτt

«
n! pλ ´ τ{2qn

`
pλ ´ τ{2q ` τ

˘n`1
“ n! pλ ´ τ{2qn

pλ ` τ{2qn`1
,

ln,τ ptq “
?
τ e´τt{2 e

τt

n!
ptne´tqpnq

ˇ̌
ˇ
tÑτt

«
?
τ

pλ´ τ{2qn
pλ ` τ{2qn`1

.

Таким образом, при Reλ ą 0 имеем

ż 8

0

e´λt ln,τ ptq dt “
?
τ

pλ´ τ{2qn
pλ` τ{2qn`1

.

Отсюда для интересующего нас интеграла (5) при Reλ ă 0 получаем

ż 8

0

eλt ln,τ ptq dt “
?
τ

p´λ ´ τ{2qn
p´λ` τ{2qn`1

“ ´
?
τ

pλ ` τ{2qn
pλ´ τ{2qn`1

.

Следствие 1. Пусть Reλ ă 0. Тогда коэффициенты rn,τ,λ могут быть вычислены рекур-
рентно:

r0,τ,λ “ ´ 2
?
τ

2λ ´ τ
, rn`1,τ,λ “ 2λ ` τ

2λ ´ τ
rn,τ,λ.

Доказательство. Следует из предложения 1.

Предложение 2. Пусть спектр σpAq матрицы A лежит в левой полуплоскости. Тогда
коэффициенты Rn,τ,A (см. формулу (3)) являются результатом подстановки матрицы A

в функцию λ ÞÑ rn,τ,λ.

Доказательство. Пусть n P N0 и τ ą 0. Для краткости, положим fpλq “ rn,τ,λ. Из пред-
ложения 1 ясно, что f является аналитической функцией в открытой левой полуплоскости
Reλ ă 0. Вспомним, что

rn,τ,λ “
ż 8

0

hλptq ln,τ ptq dt “
ż 8

0

eλt ln,τ ptq dt, Reλ ă 0.

Продифференцируем данную формулу

Brn,τ,λ
Bλ “

ż 8

0

B
Bλ

`
eλt ln,τ ptq

˘
dt “

“
ż 8

0

ln,τ ptq B
Bλe

λt dt “

“
ż 8

0

ln,τ ptqteλt dt.
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Точно так же доказывается, что

Bjrn,τ,λ
Bλj “

ż 8

0

ln,τ ptqtjeλt dt.

Напомним [3, следствие 3.32], что для любой квадратной матрицы A

fpAq “
mÿ

k“1

wk´1ÿ

j“0

Bjf
Bλj pλkqN

j
k

j!
, (6)

где λk — собственные числа матрицы A, wk — алгебраическая кратность λk и Nk — нильпо-
тентные матрицы. В частности, N0

k “ Pk — спектральные проекторы. Если все собственные
значения простые, то

fpAq “
Mÿ

k“1

fpλkqPk.

Для функции λ ÞÑ eλt формула (6) принимает вид

eAt “
mÿ

k“1

wk´1ÿ

j“0

tjeλkt
N

j
k

j!
. (7)

В частности, если все собственные значения простые, то

eAt “
Mÿ

k“1

eλktPk.

Из (7) и (3) следует, что

Rn,τ,A “
ż 8

0

eAt ln,τ ptq dt “
ż 8

0

mÿ

k“1

wk´1ÿ

j“0

tjeλkt
N

j
k

j!
ln,τ ptq dt “

“
mÿ

k“1

wk´1ÿ

j“0

N
j
k

j!

ż 8

0

tjeλkt ln,τ ptq dt “
mÿ

k“1

wk´1ÿ

j“0

N
j
k

j!

Bjrn,τ,λk

Bλj ,

а это выражение в силу (6) равно функции λ ÞÑ rn,τ,λ от матрицы A.

Следствие 2. Пусть спектр матрицы A лежит в левой полуплоскости. Тогда коэффици-
енты Rn,τ,A могут быть вычислены рекуррентно:

R0,τ,A “ ´2
?
τp2A ´ τ1q´1, Rn`1,τ,A “ p2A ` τ1qp2A ´ τ1q´1Rn,τ,A.

Следствие 2 удобно использовать для вычисления Rn,τ,A. После того, как матрицы Rn,τ,A

вычислены, можно выписать приближение

HN,τ,Aptq «
Nÿ

n“0

Rn,τ,A ln,τ ptq.

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2024. № 1 43



В. Г. Курбатов, Е. Д. Хороших

4. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ

Для Reλ ă 0 и N P N обозначим через ζpN,τ,λq квадрат точности приближения функции
hλ ее N -й частичной суммой ряда Лагерра по L2-норме:

ζpN,τ,λq “
ż 8

0

∣

∣

∣

eλt ´
Nÿ

n“0

rn,τ,λ ln,τ ptq
∣

∣

∣

2

dt. (8)

Данную формулу можно переписать в следующем виде

ζpN,τ,λq “
∥

∥

∥

hλ ´
Nÿ

n“0

rn,τ,λ ln,τ

∥

∥

∥

2

L2

“

“
∥

∥

∥

8ÿ

n“N`1

rn,τ,λ ln,τ

∥

∥

∥

2

“
8ÿ

n“N`1

|rn,τ,λ|2.
(9)

Предложение 3. Пусть Reλ ă 0. Тогда

ζpN,τ,λq “ 4τ

|2λ ´ τ |2 ´ |2λ ` τ |2 ¨
ˇ̌
ˇ2λ ` τ

2λ ´ τ

ˇ̌
ˇ
2N`2

.

Доказательство. Воспользуемся предложением 1, равенством (9) и формулой для вычисле-
ния суммы геометрической прогрессии:

ζpN,τ,λq “
8ÿ

n“N`1

|rn,τ,λ|2 “
8ÿ

n“N`1

ˇ̌
ˇ´2

?
τp2λ ` τqn

p2λ ´ τqn`1

ˇ̌
ˇ
2

“

“
8ÿ

n“N`1

ˇ̌
ˇ4τp2λ ` τq2n
p2λ´ τq2n`2

ˇ̌
ˇ “ 4τ

|2λ ´ τ |2 ¨
8ÿ

n“N`1

ˇ̌
ˇp2λ ` τq
p2λ ´ τq

ˇ̌
ˇ
2n

“

“ 4τ

|2λ´ τ |2 ¨

ˇ̌
ˇ2λ` τ

2λ´ τ

ˇ̌
ˇ
2N`2

1 ´
ˇ̌
ˇ2λ ` τ

2λ ´ τ

ˇ̌
ˇ
2

“

“ 4τ

|2λ´ τ |2 ´ |2λ ` τ |2 ¨
ˇ̌
ˇ2λ` τ

2λ´ τ

ˇ̌
ˇ
2N`2

.

Аналог следующего утверждения получен в [10], [11].

Следствие 3. Для коэффициентов (5) имеем

Bln,τ
Bτ ptq “ dn`1 ln`1,τ ptq ´ dnln´1,τ ptq, n “ 0,1, . . . ,

где l´1,τ ptq “ 0 и

d0 “ 0, dn “ n

2τ
.

Доказательство. Продифференцируем формулу (1):

Bln,τ
Bτ ptq “ B

Bτ
?
τ e´τt{2Lnpτtq “

“ 1

2
?
τ
e´τt{2Lnpτtq ´ t

2

?
τ e´τt{2Lnpτtq `

?
τ e´τt{2 B

Bτ Lnpτtq “

“ 1

2

´1
τ

´ t
¯?

τ e´τt{2Lnpτtq `
?
τ e´τt{2 B

Bτ Lnpτtq.
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В силу формулы [7, формула (5.1.14)], [8, формула (27), с. 226]

B
BtLnptq “ 1

t

`
nLnptq ´ nLn´1ptq

˘
,

которая в нашем случае принимает вид

B
Bτ Lnptτq “ 1

τ

`
nLnpτtq ´ nLn´1pτtq

˘
,

перепишем это так:

Bln,τ
Bτ ptq “ 1

2

´1
τ

´ t
¯?

τ e´τt{2Lnpτtq ` e´τt{2 1?
τ

`
nLnpτtq ´ nLn´1pτtq

˘
.

Или
Bln,τ
Bτ ptq “ 1

2
?
τ
e´τt{2

`
p1 ` 2n´ τtqLnpτtq ´ 2nLn´1pτtq

˘
.

Далее с помощью формулы [7, формула (5.1.10)]

p2n` 1 ´ tqLnptq “ pn ` 1qLn`1ptq ` nLn´1ptq,

которая примет вид

p2n` 1 ´ τtqLnpτtq “ pn ` 1qLn`1pτtq ` nLn´1pτtq,

перепишем это так:

Bln,τ
Bτ ptq “ 1

2
?
τ
e´τt{2

``
pn ` 1qLn`1pτtq ` nLn´1pτtq

˘
´ 2nLn´1pτtq

˘
“

“ 1

2
?
τ
e´τt{2

`
pn` 1qLn`1pτtq ´ nLn´1pτtq

˘
“

“ n` 1

2τ
¨

?
τe´τt{2Ln`1pτtq ´ n

2τ
¨
?
τe´τt{2Ln´1pτtq “

“ dn`1 ln`1,τ ptq ´ dnln´1,τ ptq.

Следствие 4. Для коэффициентов Лагерра (5) имеем

Brn,τ,λ
Bτ “ dn`1 rn`1,τ,λ ´ dn rn´1,τ,λ, n “ 0,1, . . . .

Доказательство. Следует из (5) и следствия 3:

Brn,τ,λ
Bτ “

ż 8

0

hλptq Bln,τ ptq
Bτ dt “

“
ż 8

0

hλptq
`
dn`1 ln`1,τ ptq ´ dnln´1,τ ptq

˘
dt “

“ dn`1

ż 8

0

hλptq ln`1,τ ptq dt ´ dn

ż 8

0

hλptq ln´1,τ ptq
˘
dt “

“ dn`1 rn`1,τ,λ ´ dn rn´1,τ,λ.

Следствие 5. Для функции (8) имеем

BζpN,τ,λq
Bτ “ ´dN`1

`
rN`1,τ,λ rN,τ,λ ` rN`1,τ,λ rN,τ,λ

˘
“

“ ´2dN`1 Re
`
rN`1,τ,λ rN,τ,λ

˘
.
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Доказательство. Воспользуемся представлением (9):

ζpN,τ,λq “
8ÿ

n“N`1

|rn,τ,λ|2 “
8ÿ

n“N`1

rn,τ,λ rn,τ,λ.

Дифференцируя эту формулу, получаем

BζpN,τ,λq
Bτ “

8ÿ

n“N`1

Brn,τ,λ
Bτ rn,τ,λ ` rn,τ,λ

Brn,τ,λ
Bτ .

Теперь из следствия 4 видно, что

BζpN,τ,λq
Bτ “

8ÿ

n“N`1

`
dn`1 rn`1,τ,λ ´ dn rn´1,τ,λ

˘
rn,τ,λ`

` rn,τ,λ
`
dn`1 rn`1,τ,λ ´ dn rn´1,τ,λ

˘

“
8ÿ

n“N`1

`
dn`1 rn`1,τ,λ rn,τ,λ ´ dn rn,τ,λ rn´1,τ,λ`

` dn`1 rn`1,τ,λ rn,τ,λ ´ dn rn,τ,λ rn´1,τ,λ

˘
.

После очевидных сокращений получается нужное представление.

Рассмотрим вначале случай, когда матрица A является диагональной.

Предложение 4. Пусть D P C
MˆM — диагональная матрица с диагональными элемента-

ми λk, Reλk ă 0, k “ 1,2, . . . ,M . Тогда для величины

‖HD ´HN,τ,D‖L2r0,8q “
dż 8

0

∥

∥HDptq ´HN,τ,Dptq
∥

∥

2

F
dt

имеем

‖HD ´HN,τ,D‖L2r0,8q “

gffe
Mÿ

k“0

ζpN,τ,λkq ď
b
M max

k
ζpN,τ,λkq,

где ζ — функция (8).

Предположим, что матрица A диагонализуема; это значит, что существует обратимая мат-
рица T и диагональная матрица D такие, что A “ TDT´1. В этом случае диагональные
элементы D являются собственными значениями матрицы A, а столбцы T являются соответ-
ствующими собственными векторами. Матрицу D можно интерпретировать как жорданову
форму матрицы A. Очевидно, для диагонализуемой матрицы A

HAptq “ eAt “ TeDtT´1, t ą 0,

HN,τ,Aptq “
Nÿ

n“0

TRn,τ,DT
´1 ln,τ ptq, t ą 0.

Напомним, что в C
MˆM мы используем норму Фробениуса (2).

Теорема 5. Пусть A P C
MˆM и λk, k “ 1,2, . . . ,M , — собственные значения A. Тогда

b
max
k

ζpN,τ,λkq ď ‖HA ´HN,τ,A‖L2r0,8q,
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а при условии, что A диагонализуема —

‖HA ´HN,τ,A‖L2r0,8q ď κpT q

gffe
Mÿ

k“0

ζpN,τ,λkq ď κpT q
b
M max

k
ζpN,τ,λkq,

где κpT q “ ‖T‖2Ñ2 ¨ ‖T´1‖2Ñ2 — число обусловленности [3, с. 264] матрицы T , а ζ — функ-
ция (8).

5. ОПТИМАЛЬНЫЙ ВЫБОР τ

Рассмотрим функцию

ρpN,τq “
Mÿ

k“0

ζpN,τ,λkq,

где λk — собственные значения матрицы A. В силу следствия 5

BρpN,τq
Bτ “

Mÿ

k“0

´2dN`1 Re
`
rN`1,τ,λk

rN,τ,λk

˘
.

Вычисления показывают, что (при фиксированном N) функция τ ÞÑ BρpN,τq
Bτ является стро-

го возрастающей. Таким образом, функция ρpN,¨q имеет единственный минимум. Он легко
находится численно.

Точку минимума τ0 функции ρpN,¨q мы рекомендуем взять в качестве (почти) оптимально-
го значения τ , а соответствующее значение

?
ρmin (посчитанное с помощью предложения 3) —

использовать в качестве оценки величины ‖HA ´HN,τ0,A‖L2r0,8q в соответствии с теоремой 5.
Если величина точности ‖HA ´ HN,τ0,A‖L2r0,8q недостаточна, число N слагаемых ряда Ла-

герра можно увеличить. Используя предложение 3, также легко посчитать maxk
a
ζpN,τ,λkq,

после чего это число также можно использовать для оценок в соответствии с теоремой 5.
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