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Аннотация. В работе изучается краевая задача второго порядка с негладкими ре-
шениями и периодическими краевыми условиями. Такая задача моделирует деформации
струнного кольца под воздействием внешней силы, заданной с помощью функции огра-
ниченной вариации F pxq. Предполагается, что в произвольном множестве точек (но не
более чем счетном) струнного кольца могут быть установлены упругие опоры. Также
в произвольном множестве точек (но не более чем счетном) могут прикладываться со-
средоточенные силы, и скачки функции F pxq в соответствующих точках равняются этим
силам. Следуя концепции поточечного подхода, предложенного Ю. В. Покорным, удалось
получить формулу представления решения исследуемой краевой задачи в явном виде.

Ключевые слова: краевая задача, периодические краевые условия, интеграл Стил-
тьеса, функция ограниченной вариации, абсолютно-непрерывная функция.
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Abstract. In this paper we study a second-order boundary value problem with nonsmooth
solutions and periodic boundary conditions. This problem models the deformation of a string
ring under the influence of an external force specified by a function of bounded variation F pxq.
It is assumed that elastic supports can be installed at an arbitrary set of points (but no more
than countable) of the string ring. Also, concentrated forces can be applied at an arbitrary set of
points (but no more than countable), and the jumps of the function F pxq at the corresponding
points are equal to these forces. Following the concept of the pointwise approach proposed
by Yu. V. Pokorny, it was possible to obtain a formula for representing the solution to the
investigated boundary value problem in explicit form.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Изучению дифференциальных уравнений с негладкими решениями посвящено большое ко-
личество работ. Особенно отметим публикации [1] –[20]. В этих работах не применяется теория
обобщенных функций, а развивается поточечный подход, предложенный Ю. В. Покорным в
[1], базирующийся на привлечении теории меры и интеграла к исследованию уравнений с
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особенностями в коэффициентах и правых частях. Применяя концепцию поточечного подхо-
да, в настоящей работе проведено исследование краевой задачи с негладкими решениями и
периодическими краевыми условиями. Изучаемая задача имеет вид

$
’’&
’’%

´ppu1
xqpxq `

xş
0

u dQ “ F pxq ´ F p0q ´ ppu1qp0q,

up0q “ uplq,
u1p0q “ u1plq.

(1)

Такая задача моделирует деформации струнного кольца под воздействием внешней силы,
заданной с помощью функции F pxq. Здесь функция upxq определяет отклонение кольца от
равновесного положения; ppxq характеризует силу натяжения; Qpxq описывает упругие свой-
ства внешней среды. Предполагается, что в произвольном множестве точек (но не более чем
счетном) струнного кольца могут быть установлены упругие опоры (пружины). При этом
скачки функции Qpxq совпадают с жесткостями соответствующих пружин. Также в произ-
вольном множестве точек (но не более чем счетном) могут прикладываться сосредоточенные
силы, и скачки функции F pxq равняются этим силам.

Будем предполагать, что функции ppxq, F pxq имеют ограниченную вариацию на r0,ls, при-
чем inf

r0,ls
ppxq ą 0, pp0q “ pplq; функция Qpxq строго возрастает на r0,ls; функции ppxq, Qpxq,

F pxq являются непрерывными в точках x “ 0 и x “ l. Решение задачи (1) мы ищем в классе
абсолютно-непрерывных функций, производная которых имеет ограниченную вариацию на
r0,ls.

В [20] установлены условия единственности решения задачи (1). В настоящей работе най-
дена формула представления решения (1).

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

В этом разделе мы напоминаем некоторые понятия и определения, которые нам понадо-
бятся в дальнейшем.

Пространство BV r0,ls — множество функций, каждая из которых имеет ограниченную
вариацию (конечное изменение)

V l
0 puq “ sup

0ďx0ăx1ă...ăxkďl

k´1ÿ

i“0

|upxi`1q ´ upxiq|.

Любая функция upxq из BV r0,ls допускает разложение Жордана u “ u1 ´ u2, где u1, u2 —
неубывающие функции.

Скачки функций из BV . Для любой функции upxq из BV r0,ls в каждой точке ξ P p0,ls
существует левый, а в каждой точке ξ P r0,lq — правый пределы, upξ ´ 0q “ lim

xÑξ´0
upxq и

upξ ` 0q “ lim
xÑξ`0

upxq. Простым скачком upxq в точке x “ ξ мы называем величину ∆upξq “
upξ`0q´upξ´0q, полагая up0´0q “ up0q и upl`0q “ uplq. Говоря о простом скачке ∆upξq при
0 ă ξ ă l, мы игнорируем собственное значение upξq этой функции в точке x “ ξ, учитывая
только левое upξ ´ 0q и правое upξ ` 0q предельные значения.

Всюду далее через Spuq обозначается множество точек разрыва upxq. Для upxq P BV r0,ls
множество Spuq не более чем счетно.

Функция скачков uspxq для upxq из BV r0,ls определяется как

uspxq “
ÿ

ξďx

∆upξq.
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Для любой upxq из BV r0,ls разность ucpxq “ upxq ´ uspxq в каждой точке разрыва ξ P Spuq
имеет одинаковые пределы ucpξ ´ 0q “ ucpξ ` 0q, т. е. имеет устранимый разрыв.

Интеграл Римана–Стильтьеса
ż l

0

fpxqdµpxq определяется для пары заданных на от-

резке r0,ls функций fpxq,µpxq предельным переходом в интегральных суммах

˜
n´1ÿ

i“0

fpξiq rµpxi`1q ´ µpxiqs
¸
. (2)

Если при maxpxi`1 ´ xiq Ñ 0 суммы (2) стремятся к некоторому пределу (не зависящему ни
от способа разбиения ни от выбора точек ξi), то этот предел называется интегралом Римана–
Стилтьеса от функции f по функции µ.

Прямо из определения следует, что оба интеграла
ż l

0

fdµ и
ż l

0

µdf существуют одновремен-

но, причем их сумма равна fplqµplq ´ fp0qµp0q. Интеграл Стильтьеса
ż l

0

fdµ гарантированно

существует, если одна из функций fpxq, µpxq непрерывна, а другая имеет ограниченную ва-
риацию.

Из определения интеграла Стильтьеса следует, что

ˇ̌
ˇ̌
ż l

0

fpxqdµpxq
ˇ̌
ˇ̌ ď sup

r0,ls
|fpxq|V l

0 pµq.

Для интеграла Стильтьеса при µ P BV r0,ls имеет место формула

ż l

0

fpxqdµpxq “
ż l

0

fpxqdµcpxq `
ż l

0

fpxqdµspxq “
ż l

0

fpxqdµcpxq `
ÿ

ξPSpµq

fpξq∆µpξq.

Теорема о преобразовании меры. Для любой функции σpxq из BV r0,ls и непрерывных
функций upxq, ϕpxq верно

lż

0

ϕdµ “
lż

0

ϕudσ,

где µpxq “
xż

0

udσ ` const.

Теорема Фубини. Пусть A “ tpx,yq : x P M, 0 ď y ď fpxqu, где M– µx-измеримое
множество, fpx,yq – интегрируемая функция. Обозначим

Ax “ ty : px,yq P Au,

где x фиксировано,

Ay “ tx : px,yq P Au,

где y фиксировано. Пусть меры µx и µy определены на σ-алгебрах, σ- аддитивны и полны.
Обозначим µ “ µx

Â
µy и предположим, что функция fpx,yq интегрируема по мере µ на

множестве A Ă X ˆ Y . Тогда
ż

A

fpx,yqdµ “
ż

X

t
ż

Ax

fpx,yqdµyudµx “
ż

Y

t
ż

Ay

fpx,yqdµxudµy.
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Абсолютно непрерывная функция. Функция u, заданная на отрезке r0,ls, называется
абсолютно непрерывной на нем, если для любого ε ą 0 найдется такое δ ą 0, что какова
бы ни была конечная или счетная система попарно непересекающихся интервалов pαi, βiq c
суммой длин, меньшей δ, т.е. ÿ

i

pβi ´ αiq ă δ,

выполняется неравенство ÿ

i

|pupβiq ´ upαiqq| ă ε.

Теорема Лебега утверждает, что производная v “ u1 абсолютно непрерывной функции, за-
данной на r0,ls, суммируема на этом отрезке и для каждого x p0 ď x ď lq верно равенство

xż

0

vpxqdx “ upxq ´ up0q.

Пространство допустимых решений. Обозначим через E множество абсолютно непре-
рывных функций, производные которых имеют ограниченную вариацию на r0,ls. Справедли-
вы следующие теоремы.

Теорема 2.1 (Теорема 1.3 из [4])Пространство E является полным по норме

}u} “ sup
r0,ls

|upxq| ` V l
0 pu1q.

Теорема 2.2(Теорема 1.4 из [4])Для любой u P E верно

u1pξ ` 0q “ lim
xÑξ`0

u1pxq “ lim
εÑ0`0

upξ ` εq ´ upξq
ε

“ u1
`pξq,

u1pξ ´ 0q “ lim
xÑξ´0

u1pxq “ lim
εÑ0´0

upξ ` εq ´ upξq
ε

“ u1
´pξq.

Важную роль в настоящей работе будет играть уравнение

´
`
pu1

˘
pxq `

`
pu1

˘
p0q `

ż x

0

udQ “ F pxq ´ F p0q. (3)

Замена привычного обыкновенного дифференциального уравнения

´ppu1q1 ` qu “ f

на (3) расширяет класс допускаемых к анализу задач, требуя при этом учета чисто матема-
тической новизны этого объекта.

Уравнение (3) содержит разрывные, вообще говоря, функции p,Q,F наряду с интегралом
Стильтьеса. Сохраняя явное присутствие скалярного аргумента, уравнение (3) обнаружи-
вает и его особые значения — это те точки, где производная u1pxq и функции p,Q,F могут
иметь разрыв, те значения верхнего предела в интеграле, когда этот интеграл может те-
рять смысл. Последнее — самое коварное (с позиций привычных для элементарного анализа
ассоциаций) обстоятельство, порождаемое в уравнении (3) интегралом Стильтьеса: если в
(3) точка x совпадает с одной из точек ξ разрыва Qpxq, и если при этом Qpξq ‰ Qpξ ´ 0q,

Qpξq ‰ Qpξ ` 0q, то соответствующее значение
ż ξ

0

upxqdQpxq отлично как от
ż ξ´0

0

upxqdQpxq,

так и от
ż ξ`0

0

upxqdQpxq, что приводит к абсурдности смысла u1pξq в (3) , ибо u1pξq обознача-

ет общее значение левой u1
´pξq и правой u1

`pξq производных. При этом каждый из символов
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ż ξ´0

0

udQ и
ż ξ`0

0

udQ, связанных с привлечением интеграла Стильтьеса в дифференциальные

уравнения, требует на самом деле дополнительных разъяснений. Например, то ли
ż ξ´0

0

udQ

обозначает интеграл по полусегменту r0,ξq, то ли несобственный интеграл lim
δÓ0

ż ξ´δ

0

udQ. За-

метим, что теорема 2.2 позволяет нам отождествлять, например, несобственный интегралż ξ´0

0

fdµ “ lim
εÓ0

ż ξ´ε

0

fdµ с собственным по полуинтервалу r0,ξq, т.е. с
ż

r0,ξq
fdµ. Чтобы снять

отмеченные поводы для возможных недоразумений, мы заменим особые точки парой симво-
лов tξ ´ 0,ξ ` 0u.

Обозначим через S множество всех точек, где ppxq,Qpxq,F pxq имеют ненулевые простые
скачки, т.е. имеют не совпадающие левые и правые пределы. Рассмотрев r0,ls без S, заменим
каждую точку ξ P S парой символов tξ ´ 0,ξ ` 0u. Будем считать, что ξ ´ 0 ą x для всех
x ă ξ и ξ ` 0 ă x для всех x ą ξ. Множество, полученное из r0,ls заменой точек ξ P S на
соответствующие пары tξ ´ 0,ξ ` 0u, обозначим через r0,lsσ.

Множеству r0,lsσ можно дать следующее корректное определение, как одномерному мет-
рическому пространству.

Взяв жорданово представление функций ограниченной вариации p, F в виде p “ p` ´ p´

и F “ F` ´ F´, обозначим через σ сумму неубывающих функций

σpxq “ x` p`pxq ` p´pxq `Qpxq ` F`pxq ` F´pxq.

Не ограничивая общности, можно предполагать, что σpxq имеет разрывы (полные скачки)
только в точках S.

Введем на множестве r0,lszS метрику ρpx,yq “ |σpxq´σpyq|. Если S ‰ ∅, то это метрическое
пространство, очевидно, не полно. Его стандартное метрическое пополнение с точностью до
изоморфизма совпадает с r0,lsσ, индуцируя в нем топологию.

Очевидна разрывность этого пространства. Равно как и его компактность.
Мы рассматриваем уравнение (3) на множестве значений x из r0,lsσ, не допуская тем самым

в (3) значения x из S. На r0,lsσ функции pp¨q,Qp¨q,F p¨q становятся непрерывными, поскольку
их значения ppξ` 0q,ppξ ´ 0q,Qpξ ` 0q,Qpξ ´ 0q,F pξ ` 0q,F pξ ´ 0q, бывшие в r0,ls предельными,
теперь оказываются собственными значениями в соответствующих точках из r0,lsσ.

Непрерывность рассматриваемых функций up¨q позволяет сохранять обычный смысл
Римана–Стильтьеса для интегрального слагаемого в (3) при x “ ξ ´ 0 и x “ ξ ` 0, беря
в качестве собственных значения, бывшие ранее предельными.

Таким образом, уравнение (3) нами рассматривается как бы двухслойно: нижний уро-
вень — для значений x P r0,ls при разговоре о самих решениях upxq (под знаком интеграла),
и второй уровень — для значений x в тождестве (3), где x принимается из r0,lsσ.

Заметим, что непосредственно из (3) следует равенство

´ppξ ` 0qu1pξ ` 0q ` ppξ ´ 0qu1pξ ´ 0q ` upξq∆Qpξq “ ∆F pξq.

Теорема 2.3 (Теорема 1.5 [4]) Для любых чисел u0, v0 и для любого x0 P r0,lsσ задача

$
’’&
’’%

´ppu1qpxq ` ppu1qp0q `
xş
0

udQ “ F pxq ´ F p0q,

upx0q “ u0,

u1px0q “ v0

имеет единственное решение.
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Рассмотрим однородное уравнение

´
`
pu1

˘
pxq `

`
pu1

˘
p0q `

ż x

0

u dQ “ 0. (4)

Лемма 2.1. (Лемма 1.1 из [4]). Пространство решений уравнения (4) двумерно.
Предложение 2.1.( Предложение 2.2 из [4]). Пусть функции ppxq, Qpxq непрерывны в

точках x “ 0 и x “ l. Функция ppxq имеет ограниченную вариацию на r0,ls, причем inf
r0,ls

p ą 0.

Функция Qpxq не убывает на r0,ls. Тогда всякое нетривиальное решение уравнения (4) имеет
на r0,ls не более одного нуля.

Теорема 2.4 (Теорема 2.1 из [4]) Для любых двух решений ϕ1, ϕ2 уравнения (4)

ppxqpϕ1pxqϕ1
2pxq ´ ϕ2pxqϕ1

1pxqq ” const

на r0,lsσ. Таким образом, ppxqW pxq “ const, где W pxq — определитель Вронского для систе-
мы функций ϕ1pxq, ϕ2pxq.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 3.1. Пусть ϕ1pxq, ϕ2pxq — решения уравнения (4), удовлетворяющие условиям

ϕ1p0q “ 0, ϕ1plq “ 1; ϕ2p0q “ 1, ϕ2plq “ 0.

Тогда
ϕ1
1p0q ‰ 0, ϕ1

1plq ´ 2ϕ1
1p0q ´ ϕ1

2p0q ‰ 0.

Доказательство. Покажем сначала, что введенные функции ϕ1pxq, ϕ2pxq существуют. Обо-
значим через u1pxq решение уравнения (4), удовлетворяющее условиям u1p0q “ 0, u1

1p0q “ 1;
u2pxq — решение уравнения (4), удовлетворяющее условиям u2p0q “ 1, u1

2p0q “ 0. В силу
теоремы 2.3 функции u1pxq, u2pxq существуют. В силу леммы 2.1 представим ϕ1pxq в виде
ϕ1pxq “ c1u1pxq ` c2u2pxq. Тогда ϕ1p0q “ c1u1p0q ` c2u2p0q “ 0, откуда c2 “ 0. Второе условие
принимает вид ϕ1plq “ c1u1plq “ 1. В силу предложения 2.1 функция u1pxq не имеет нулей на

p0,ls, значит u1plq ‰ 0, откуда c1 “ 1

u1plq . Аналогично доказывается существование функции

ϕ2pxq.
Так как ϕ1p0q “ 0, то в силу предложения 2.1 функция ϕ1pxq не имеет нулей на p0,ls.

Поскольку ϕ1plq “ 1, то ϕ1pxq ą 0 для всех x P p0,ls, откуда ϕ1
1p0q ą 0. Аналогично, в силу

предложения 2.1 функция ϕ2pxq ą 0 для всех x P r0,lq.
Докажем, что ϕ1

1plq ´ 2ϕ1
1p0q ´ ϕ1

2p0q ‰ 0. Предположим противное, что ϕ1
1plq ´ 2ϕ1

1p0q ´
ϕ1
2p0q “ 0. Тогда pplqpϕ1

1plq ´ 2ϕ1
1p0q ´ ϕ1

2p0qq “ 0 и с учетом pp0q “ pplq, получим pplqϕ1
1plq ´

2pp0qϕ1
1p0q ´ pp0qϕ1

2p0q “ 0. Из уравнения (4) следует, что pplqϕ1
1plq “ pp0qϕ1

1p0q `
lş
0

ϕ1dQ.

Значит pp0qpϕ1
1p0q ` ϕ1

2p0qq “
lş
0

ϕ1dQ. Поскольку функция Qpxq строго возрастает на r0,ls,

ϕ1pxq ą 0 для всех x P p0,ls, то ϕ1
1p0q ` ϕ1

2p0q ą 0. Обозначим ωpxq “ ϕ1pxq ` ϕ2pxq. Функция
ωpxq является решением уравнения (4), причем ωpxq ą 0 для всех x P r0,ls. Из равенства

ppxqw1pxq “ pp0qw1p0q`
xş
0

wdQ следует, что wpxq строго возрастает на r0,ls. Значит ωp0q ă ωplq.
С другой стороны, ωp0q “ ωplq “ 1 в силу условий на функции ϕ1pxq, ϕ2pxq. Получили
противоречие. Значит, ϕ1

1plq ´ 2ϕ1
1p0q ´ ϕ1

2p0q ‰ 0. Лемма доказана.
Теорема 3.2. Пусть ϕ1pxq, ϕ2pxq — функции, введенные в Лемме 3.1. Обозначим

c “ 1

pp0qpϕ1
1plq ´ 2ϕ1

1p0q ´ ϕ1
2p0qq .

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2024. № 1 29



A. A. Зверев, C. А. Шабров, Ф. В. Голованева, П. В. Садчиков

Тогда решение задачи (1) имеет вид

upxq “ cϕ2pxq
xż

0

ˆ
ϕ1psqpϕ1

1plq ´ ϕ1
2p0qq

ϕ1
1p0q ` pϕ2psq ´ ϕ1psqq

˙
dF psq`

`cϕ1pxq
xż

0

pϕ1psq ` ϕ2psqqdF psq`

`cϕ1pxq
lż

x

ˆ
ϕ2psqpϕ1

1plq ´ ϕ1
2p0qq

ϕ1
1p0q ´ pϕ2psq ´ ϕ1psqq

˙
dF psq`

`cϕ2pxq
lż

x

pϕ1psq ` ϕ2psqqdF psq.

Доказательство. Заметим, сначала, что для любой точки ξ разрыва F pxq верно upξ ` 0q “
upξ ´ 0q. В самом деле,

upξ ` 0q ´ upξ ´ 0q “ cϕ2pξq
ˆ
ϕ1pξqpϕ1

1plq ´ ϕ1
2p0qq

ϕ1
1p0q ` pϕ2pξq ´ ϕ1pξqq

˙
∆F pξq`

`cϕ1pξqpϕ1pξq ` ϕ2pξqq∆F pξq`

´cϕ1pξq
ˆ
ϕ2pξqpϕ1

1plq ´ ϕ1
2p0qq

ϕ1
1p0q ´ pϕ2pξq ´ ϕ1pξqq

˙
∆F pξq´

´cϕ2pξqpϕ1pξq ` ϕ2pξqq∆F pξq “ 0.

Определим upξq “ upξ ` 0q “ upξ ´ 0q.
Абсолютная непрерывность функции upxq следует из абсолютной непрерывности ϕ1pxq,

ϕ2pxq и из равенства

upβq ´ upαq “ cpϕ2pβq ´ ϕ2pαqq
βż

0

ˆ
ϕ1psqpϕ1

1plq ´ ϕ1
2p0qq

ϕ1
1p0q ` pϕ2psq ´ ϕ1psqq

˙
dF psq`

`cpϕ1pβq ´ ϕ1pαqq
βż

0

pϕ1psq ` ϕ2psqqdF psq`

`cpϕ1pβq ´ ϕ1pαqq
lż

β

ˆ
ϕ2psqpϕ1

1plq ´ ϕ1
2p0qq

ϕ1
1p0q ´ pϕ2psq ´ ϕ1psqq

˙
dF psq

`cpϕ2pβq ´ ϕ2pαqq
lż

β

pϕ1psq ` ϕ2psqqdF psq`

`cϕ
1
1plq ´ ϕ1

2p0q
ϕ1
1p0q

βż

α

pϕ1psqpϕ2pαq ´ ϕ2psqq ` ϕ2psqpϕ1psq ´ ϕ1pαqqq dF psq`
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`2cp
βż

α

pϕ2psqpϕ1pαq ´ ϕ1psqq ` ϕ1psqpϕ2psq ´ ϕ2pαqqq dF psqq

справедливого для произвольных α ď β.
Покажем, что производная u1pxq функции upxq определяется равенством

u1pxq “ cϕ1
2pxq

xż

0

ˆ
ϕ1psqpϕ1

1plq ´ ϕ1
2p0qq

ϕ1
1p0q ` pϕ2psq ´ ϕ1psqq

˙
dF psq`

`cϕ1
1pxq

xż

0

pϕ1psq ` ϕ2psqqdF psq`

`cϕ1
1pxq

lż

x

ˆ
ϕ2psqpϕ1

1plq ´ ϕ1
2p0qq

ϕ1
1p0q ´ pϕ2psq ´ ϕ1psqq

˙
dF psq`

`cϕ1
2pxq

lż

x

pϕ1psq ` ϕ2psqqdF psq.

Обозначим ∆εu “ upx ` εq ´ upx ` 0q, где ε ą 0. Проведем доказательство для правой
производной (для левой рассуждения аналогичны). Имеем

∆εu

ε
“ c∆εϕ2

ε

ż x`ε

0

ˆ
ϕ1psqpϕ1

1plq ´ ϕ1
2p0qq

ϕ1
1p0q ` pϕ2psq ´ ϕ1psqq

˙
dF psq`

`c∆εϕ1

ε

ż x`ε

0

pϕ1psq ` ϕ2psqqdF psq`

`c∆εϕ1

ε

ż l

x`ε

ˆ
ϕ2psqpϕ1

1plq ´ ϕ1
2p0qq

ϕ1
1p0q ´ pϕ2psq ´ ϕ1psqq

˙
dF psq`

`c∆εϕ2

ε

ż l

x`ε

pϕ1psq ` ϕ2psqqdF psq`

`c
ˆ
2 ´

ˆ
ϕ1
1plq ´ ϕ1

2p0q
ϕ1
1p0q

˙˙ż x`ε

x`0

ϕ1pxqϕ2psq ´ ϕ2pxqϕ1psq
ε

dF psq.

Покажем, что

lim
εÑ0`

ˆż x`ε

x`0

ϕ1pxqϕ2psq ´ ϕ2pxqϕ1psq
ε

dF psq
˙

“ 0. (5)

Имеем ˇ̌
ˇ̌1
ε

ż x`ε

x`0

pϕ1pxqϕ2psq ´ ϕ2pxqϕ1psqq dF psq
ˇ̌
ˇ̌ ď

ď 1

ε

ˆ
max

xďsďx`ε
|ϕ1pxqϕ2psq ´ ϕ2pxqϕ1psq|

˙
V x`ε
x`0 pF q.

Заметим, что

|ϕ1pxqϕ2psq ´ ϕ2pxqϕ1psq| ď }ϕ1} ¨ |ϕ2psq ´ ϕ2pxq| ` }ϕ2} ¨ |ϕ1pxq ´ ϕ1psq| ď

ď }ϕ1} ¨
ˇ̌
ˇ̌
ż s

x

|ϕ1
2pτq|dτ

ˇ̌
ˇ̌ ` }ϕ2} ¨

ˇ̌
ˇ̌
ż s

x

|ϕ1
1pτq|dτ

ˇ̌
ˇ̌ ,
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где }ϕi} “ max
r0,ls

|ϕipxq|. Так как ϕ1, ϕ2 P E, то вариации ϕ1
1,ϕ

1
2 ограничены и, значит, суще-

ствует такая константа c0, что |ϕ1
2pτq| ď c0 и |ϕ1

1pτq| ď c0. Тогда

|ϕ1pxqϕ2psq ´ ϕ2pxqϕ1psq| ď p}ϕ1} ` }ϕ2}qc0ε,

и значит
1

ε
max

xďsďx`ε
|ϕ1pxqϕ2psq ´ ϕ2pxqϕ1psq| ď p}ϕ1} ` }ϕ2}qc0.

Так как V x`ε
x`0 pF q Ñ 0, то мы получаем равенство (5).

Таким образом, равенство для производной доказано. Из полученного следует, что u1 P
BV r0,ls, и значит, u P E.

Заметим, что up0q “ uplq “ c
lş
0

pϕ1psq`ϕ2psqqdF psq. Из теоремы 2.4 c учетом условия pp0q “

pplq получим, что W p0q “ W plq, откуда следует, что ϕ1
2plq “ ´ϕ1

1p0q. Тогда воспользовавшись
формулой для производной, имеем

u1p0q “ u1plq “ c

ż l

0

pϕ2psqϕ1
1plq ´ ϕ1

1p0qϕ2psq ` ϕ1
1p0qϕ1psq ` ϕ1

2p0qϕ1psqqdF psq.

Покажем, что upxq удовлетворяет уравнению из (1). Обозначим

ψ1psq “ ϕ1psqpϕ1
1plq ´ ϕ1

2p0qq
ϕ1
1p0q ` pϕ2psq ´ ϕ1psqq,

ψ2psq “ ϕ2psqpϕ1
1plq ´ ϕ1

2p0qq
ϕ1
1p0q ´ pϕ2psq ´ ϕ1psqq.

Тогда

ppxqu1pxq “ cppxqϕ1
2pxq

xż

0

ψ1psqdF psq`

`cppxqϕ1
1pxq

xż

0

pϕ1psq ` ϕ2psqqdF psq`

cppxqϕ1
1pxq

lż

x

ψ2psqdF psq`

`cppxqϕ1
2pxq

lż

x

pϕ1psq ` ϕ2psqqdF psq.

Заметим, что ż x

0

upsq dQpsq “

“ c

ˆż x

0

ϕ2psq
ż s

0

ψ1pτqdF pτqdQpsq `
ż x

0

ϕ1psq
ż s

0

pϕ1pτq ` ϕ2pτqqdF pτqdQpsq
˙

`

`c
ˆż x

0

ϕ1psq
ż l

s

ψ2pτqdF pτqdQpsq `
ż x

0

ϕ2psq
ż l

s

pϕ1pτq ` ϕ2pτqqdF pτqdQpsq
˙
.
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Воспользовавшись теоремой Фубини, поменяем пределы интегрирования. Поменяв пределы
интегрирования в первом и втором слагаемых, получим

ż x

0

ϕ2psq
ż s

0

ψ1pτqdF pτqdQpsq `
ż x

0

ϕ1psq
ż s

0

pϕ1pτq ` ϕ2pτqqdF pτqdQpsq “

“
ż x

0

ψ1pτqpppϕ2
1qpxq ´ ppϕ2

1qpτqqdF pτq `
ż x

0

pϕ1pτq ` ϕ2pτqqpppϕ1
1qpxq ´ ppϕ1

1qpτqqdF pτq.

Поменяв пределы интегрирования в третьем и четвертом слагаемых, имеем

xż

0

ϕ1psq
lż

s

ψ2pτqdF pτqdQpsq `
xż

0

ϕ2psq
lż

s

pϕ1pτq ` ϕ2pτqqdF pτqdQpsq “

“
xż

0

ψ2pτqpppτqϕ1
1pτq ´ pp0qϕ1

1p0qqdF pτq`

`
lż

x

ψ2pτqppppxqϕ1
1pxq ´ pp0qϕ1

1p0qqdF pτq`

`
xż

0

pϕ2pτq ` ϕ1pτqqpppτqϕ1
2pτq ´ pp0qϕ1

2p0qqdF pτq`

`
lż

x

pϕ2pτq ` ϕ1pτqqppppxqϕ1
2pxq ´ pp0qϕ1

2p0qqdF pτq.

Тогда

´ppxqu1pxq `
xż

0

udQ “

“ c

¨
˝

xż

0

p´ψ1pτqppτqϕ1
2pτq ´ ppτqϕ1

1pτqpϕ1pτq ` ϕ2pτqqdF pτq

˛
‚`

`c

¨
˝

xż

0

pψ2pτqppτqϕ1
1pτq ` ppτqϕ1

2pτqpϕ1pτq ` ϕ2pτqqdF pτq

˛
‚´

´cpp0qϕ1
1p0q

lż

0

ψ2pτqdF pτq ´ cpp0qϕ1
2p0q

lż

0

pϕ2pτq ` ϕ1pτqqdF pτq “

c

ż x

0

ˆ
ϕ1
1plq ´ ϕ1

2p0q
ϕ1
1p0q p´ppτqW pτqq ` 2ppτqW pτq

˙
dF pτq ´ pp0qu1p0q.

Согласно теореме 2.4,
ppτqW pτq “ pp0qW p0q “ ´pp0qϕ1

1p0q.
Значит,

´ppxqu1pxq `
xż

0

udQ “ c

ż x

0

ˆ
ϕ1
1plq ´ ϕ1

2p0q
ϕ1
1p0q ppp0qϕ1

1p0qq ´ 2pp0qϕ1
1p0q

˙
dF pτq ´ pp0qu1p0q “
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“ cpp0q
ż x

0

`
ϕ1
1plq ´ ϕ1

2p0q ´ 2ϕ1
1p0q

˘
dF pτq ´ pp0qu1p0q “

1

pp0qpϕ1
1plq ´ 2ϕ1

1p0q ´ ϕ1
2p0qqpp0q

`
ϕ1
1plq ´ ϕ1

2p0q ´ 2ϕ1
1p0q

˘
pF pxq ´ F p0qq ´ pp0qu1p0q.

Таким образом,

´ppxqu1pxq `
xż

0

udQ “ F pxq ´ F p0q ´ pp0qu1p0q,

что и требовалось. Теорема доказана.
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