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Аннотация. В представленной работе отображается разработка и реализация реше-
ния задачи Коши для некоторого дифференциального уравнения посредством компью-
терных технологий. Преобразование исходного уравнения к модифицированному урав-
нения Бесселя технически воплощено в программном пакете “Wolfram Mathematica 11”.
В качестве решения берутся специальные функции, которые нельзя представить через
элементарные функции. Далее доказывается, что полученная система решений является
фундаментальной. Находим общее решение неоднородного уравнения и, делая обратное
преобразование, так как в ходе решения применяли замену переменных, приходим к ре-
шению исходной задачи.

Ключевые слова: функции Бесселя, задачи Коши, вронскиан.

COMPUTER TECHNOLOGIES FOR SOLVING THE CAUCHY
PROBLEM FOR SOME DIFFERENTIAL EQUATION

E. F. Dedyaeva, P. V. Sadchikov

Abstract. The presented work shows the development and implementation using computer
technology of the solution of the Cauchy problem for some differential equation. The
transformation of the original equation to the modified Bessel equation is technically
implemented in the “Wolfram Mathematica 11” software package. As a solution, special
functions are taken that are not expressible in terms of elementary functions. Further, it is
proved that the resulting system of solutions is fundamental. We find a general solution to an
inhomogeneous equation and, by doing the inverse transformation, since variable substitution
was used during the solution, we find a solution to the original problem.
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ВВЕДЕНИЕ

Зачастую, при решении тех или иных математических задач необходимо использование
универсальных математических пакетов, например, такого, как Wolfram Mathematica. Его
мы сможем использовать, применяя различные преобразования, строя плоские и объемные
графики или же решая уравнения различных видов и сложностей.

В этой работе строится решение задачи Коши для некоторого дифференциального урав-
нения с использованием программного пакета “Wolfram Mathematica 11”. Применяя его, ис-
ходное уравнение с помощью интегрального преобразования будет приведено к модифициро-
ванному уравнению Бесселя. Происходит этой с той целью, что решения многих линейных
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дифференциальных уравнений второго порядка могут быть выражены через функции Бес-
селя, которые, как раз, и являются решениями уравнения Бесселя.

В дальнейшем будет представлен не весь код из Wolfram Mathematica целиком, а наиболее
значимые и показательные его части и строки.

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Поставим задачу нахождения ограниченного решения линейного дифференциального
уравнения второго порядка на отрезке r0; 12s (см. [1])

αptq
`
αptqu1ptq

˘1 ` σα1ptqαptqu1ptq ´ uptq “ e´t, up0q “ 1, (1)

где σ — положительный числовой параметр, αptq P C3 — положительная при 0 ă t ă 8
функция.

Причем αptq « tβ0 , β0 P p0; 1q при t Ñ 0. Положим β0 “ 5
7

(так же как и отрезок выбираем

произвольно). Тогда αptq « t
5

7 при t Ñ 0.
Составим систему линейно независимых решений поставленной задачи (1) на ранее вы-

бранном произвольным образом отрезке r0, 12s. Для этого в Wolfram Mathematica (см. [2])
осуществим интегральное преобразование в исходном уравнении:

y “ ϕrt_s :“
ż t

0

1{pxβ0q dx,

и тогда при, указанном ранее, β0 “ 5{7, получим ϕptq “ 7˚t2{7
2

.
Решим полученное уравнение относительно переменной t с помощью функции Solve и

получим: t “ 8
343

b
2
7
y

7

2 . Найденное решение обозначим как ppyq, а функцию αptq при t “ ppyq
обозначим как b0pyq.

С помощью функции PowerExpand проведем упрощение и преобразование функции αptq:

b0ry_s “ PowerExpand

«
tppβ0q{.t´ ą 8

343

c
2

7
y

7

2

ff
.

Тогда αptq примет вид: 4
49

b
2
7
y5{2.

Далее построим график полученной функции. Так как была осуществлена замена пере-
менных путем интегрального преобразования, необходимо найти правую границу отрезка, на
котором будем строить график. Введем в Wolfram Mathematica следующее выражение:

s0=NIntegrate[1/αrss, {s, 0, 12}].

Тогда правая граница, обозначенная как s0, примет значение 7,11878.
Для построения графика воспользуемся функцией Plot:

Plotrb0rys, ty, 0, s0us.

Пусть vpyq “ upppyqq, тогда u1ptq “ v1pyqy1ptq “ v1pyq
αpppyqq “ v1pyq

b0pyq . После этого исходное урав-
нение на отрезке r0; s0s, будет иметь следующий вид:

v2pyq ` σ ¨ b1pyq ¨ v1pyq ´ vpyq “ gpyq, (2)

где b1pyq “ α1ptq, а gpyq “ e´t при t “ ppyq.
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Рис. 1. График функции αptq.

Сначала решим однородное уравнение

v2pyq ` σ ¨ b1pyq ¨ v1pyq ´ vpyq “ 0. (3)

Построим систему линейно независимых решений на интервале от 0 до s0. Проведя замену

vpyq “
´
1
y

¯ σ´1

2 ¨ v0pyq, приходим к модифицированному уравнению Бесселя (см. [3]):

y2 ¨ v2
0pyq ` y ¨ v1

0rys ´ py2 ` τ2q ¨ v0rys “ 0, (4)

где τ “ σ´1
2

.
Предполагая, что σ “ 3

7
, по итогу приходим к системе линейно независимых решений,

которые обозначили как v1 и v2 (см. [4]):

v1ry_s “ 2
1

7BesselI
“
1
7
, y
‰
Gamma

“
8
7

‰

y
1

7

,

v2ry_s “ 2
1

7BesselI
“
´1

7
, y
‰
Gamma

“
6
7

‰

y
1

7

,

Рис. 2. График решения v1. Рис. 3. График решения v2.

Производные первого и второго решения обозначим как w1 и w2 соответственно (см. [5]):

w1ry_s :“ BesselI
“
´6

7
, y
‰
Gamma

“
8
7

‰

2
6

7 y
1

7

´ 2
1

7BesselI
“
1
7
, y
‰
Gamma

“
8
7

‰

7y
8

7

` BesselI
“
8
7
, y
‰
Gamma

“
8
7

‰

2
6

7 y
1

7

,

w2ry_s :“ BesselI
“
´8

7
, y
‰
Gamma

“
6
7

‰

2
6

7 y
1

7

´ 2
1

7BesselI
“
´1

7
, y
‰
Gamma

“
6
7

‰

7y
8

7

` BesselI
“
6
7
, y
‰
Gamma

“
6
7

‰

2
6

7 y
1

7

.
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Далее необходимо было определить вронскиан для найденной системы решений (см. [6]):

W pyq “ v1pyq ¨ w2pyq ´ v2pyq ¨ w1pyq “ ´2 ˚ 22{7

7y9{7
.

Теперь же перейдем к построению решения неоднородного уравнения для задачи Коши.
После интегрального преобразования получим задачу:

v2pyq ´ 2

7
b1pyq ˚ v1pyq ´ vpyq “ e´p0rys, vps0q “ 1.

Теорема 1 (о структуре общего решения неоднородного уравнения) (см. [7]). Общим решени-
ем vpyq неоднородного уравнения является сумма его произвольного частного решения v˚pyq
и общего решения соответствующего однородного уравнения vpyq, т. е.

vpyq “ vpyq ` v˚pyq.

Теорема 2 (о структуре решения задачи (1)). Решение задачи можно записать в следующей
форме

vpyq “ vpyq ` v˚pyq “ v1pyqw2ps0q
W ps0q `

ż s

s0

∣

∣

∣

∣

v1pxq v2pxq
v1pyq v2pyq

∣

∣

∣

∣

gpxq
W pxq dx.

В Wolfram Mathematica нахождение решения неоднородного уравнения выглядит следую-
щим образом:

vvdry1_, x1_s :“

Ifr0 ď y1 ă x1 ď s0,´v2ry1s ˚ v1rx1s{
˜

´2 ˆ 22{7

7 ˆ 19{7

¸
` v1ry1s ˚ v2rx1s{

˜
´2 ˆ 22{7

7 ˆ 19{7

¸
, 0s,

g1ry1_s :“ e´p0ry1s.

Проведем операцию численного интегрирования (см. [5]):

intvg1ry1_s :“ NIntegraterg1rx1svvdry1, x1s, tx1, y1, s0us.

Имея произвольное частное решение и общее решение однородного уравнения, найдем
общее решение неоднородного уравнения (в новых координатах):

vgry1_s :“ v1ry1sw2rs0s{
˜

´ 2 ˆ 22{7

7 ˆ s009{7

¸
` intvg1ry1s.

Рис. 4. График решения vgry1s.
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Рис. 5. График решения urts задачи (1) в исходных переменных.

Для получения конечного решения поставленной задачи совершим обратное преобразова-
ние:

ury_s :“ vgrϕrtss.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В современном мире, когда один из главных ресурсов – это время, а промедление из-за
громоздкости вычислений может стоить открытия, использование вычислительных машин
или программных пакетов можно считать необходимостью. Поэтому их приходится приме-
нять в работах и расчетах, совмещая с уже имеющимися знаниями, для полноты понимания,
а, зачастую, и визуального представления той или иной решаемой задачи.
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