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Аннотация. Получено аналитическое выражение зависимости средней вероятности
искажения OFDM-символа от отношения сигнал-помеха на входе когерентного приемни-
ка OFDM-сигналов с двухпозиционной фазовой манипуляцией в условиях воздействия
импульсно-периодической гауссовской помехи. Проведены расчеты указанной зависимо-
сти для некоторых частных случаев значений длительности и периода следования им-
пульсов помехи и количества подканалов передачи информации. Установлено, что уве-
личение количества подканалов приводит к повышению эффективности помехи. Опреде-
лены предельные значения средней вероятности искажения OFDM-символа при малых
отношениях сигнал-помеха.

Ключевые слова: OFDM-сигнал, двухпозиционная фазовая модуляция, гауссовская
помеха, когерентный приемник, вероятность искажения OFDM-символа.
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OF PULSE-PERIODIC GAUSSIAN INTERFERENCE ON

COHERENT RECEIVER OFDM-SIGNALS WITH
TWO-POSITION PHASE MANIPULATION
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Abstract. An analytical expression of the dependence of the average probability of
distortion of the OFDM-symbol on the signal-to-noise ratio at the input of a coherent receiver
of OFDM-signals with two-position phase manipulation under conditions of pulse-periodic
Gaussian interference is obtained. Calculations of the indicated dependence for some special
cases of the values of the duration and period of repetition of the interference pulses and the
number of subchannels of information transmission are carried out. It has been found that
an increase in the number of subchannels leads to an increase in interference efficiency. The
limiting values of the average probability of distortion of the OFDM symbol at low signal-to-
noise ratios are determined.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время в цифровых системах передачи информации различного назначения
широкое применение находит технология мультиплексирования с ортогональным частотным
разделением каналов (Orthogonal Frequency Division Multiplexing – OFDM), что обусловле-
но рядом ее преимуществ по сравнению с одночастотными системами [1–3]. В этой связи
актуальными являются исследования эффективности приема OFDM-сигналов в условиях
воздействия различных помех.

Известны результаты исследований эффективности воздействия непрерывных во време-
ни помех разной структуры на когерентный прием OFDM-сигналов [4–7]. Однако данные
результаты не могут использоваться для оценки эффективности воздействия импульсно-
периодической гауссовской помехи на когерентное приемно-решающее устройство OFDM-
сигнала с наиболее помехоустойчивой двухпозиционной фазовой манипуляцией поднесущих.

В общем случае длительность полезного сигнала не известна, поэтому в качестве показа-
теля эффективности помехи в настоящей работе выбрана средняя на ее периоде повторения
вероятность искажения OFDM-символа, представляющего собой фрагмент полезного сигнала
в пределах одного тактового интервала.

Цель работы – получение аналитического выражения зависимости средней вероятности
искажения OFDM-символа, передаваемого посредством сигналов с двухпозиционной фазовой
манипуляцией, от отношения сигнал-помеха на входе когерентного приемника в условиях
воздействия импульсно-периодической гауссовской помехи.

ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

В качестве исходного полезного сигнала далее будет рассматриваться OFDM-сигнал, со-
стоящий из L ортогональных поднесущих, каждая из которых имеет двухпозиционную фа-
зовую модуляцию:

S ptq “
Lÿ

l“1

Sl ptq, (1)

где Sl ptq — сигнал на l-й поднесущей частоте:

Sl ptq “ ςSl ptqUSl cos pωSlt` ϕSlq , (2)

USl, ωSl и ϕSl — амплитуда, круговая частота и начальная фаза l-ой составляющей сигнала,
соответственно; ςSl ptq — модулирующая функция, содержащая информацию о группе двоич-
ных элементов, передаваемых по l-му подканалу:

ςSl ptq “ ´
KSÿ

k“1

p´1qilk pΘ pt´ pk ´ 1qTSq ´ Θ pt´ kTSqq, (3)

где KS — число двоичных элементов в посылке; ilk — k-ый двоичный элемент, принимающий
значения 0 или 1; Θ ptq — функция Хевисайда; TS — длительность информационного символа.

В качестве помехи будет рассматриваться многокомпонентный импульсно-периодический
сигнал, содержащий сумму L шумовых сигналов, каждый из которых представляет собой
гауссовский случайный процесс с равномерным распределением спектральной плотности в
полосе частот одного из подканалов OFDM-приемника:

n ptq “
Lÿ

l“1

nl ptq, (4)

6 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2024. № 1



Оценка эффективности воздействия импульсно-периодической гауссовской помехи. . .

где nl ptq — l-ая составляющая помехи:

nl ptq “ νl ptq
Knÿ

k“1

pΘ pt´ tn ´ pk ´ 1qTnq ´ Θ pt´ τn ´ tn ´ kTnqq, (5)

tn — момент включения помехи; τn — длительность импульса помехи; Tn — период повто-
рения импульсов помехи; Kn — число импульсов помехи; νl ptq — гауссовский белый шум с
параметрами [8]:

ă νl ptq ą“ 0, ă νl pt1q νl pt2q ą“ 0,5N0lδ pt2 ´ t1q , (6)

где N0l — односторонняя спектральная плотность мощности шума в l-ом подканале.
Среднюю вероятность искажения OFDM-символа P̄ удобно представить в виде:

P̄ “ 1 ´ 9P , (7)

где 9P — средняя вероятность правильного приема OFDM-символа на периоде повторения
помехи.

Далее будет считаться, что амплитуды всех поднесущих OFDM-сигнала одинаковы и спек-
тральные плотности шума во всех подканалах тоже одинаковы, т. е.:

US1 “ US2 “ . . . “ USL “ US , (8)

N01 “ N02 “ . . . “ N0L “ N0. (9)

Также будет считаться, что длительность и период повторения импульсов помехи кратны
длительности информационного символа: τn “ rTS, Tn “ pr ` αqTS , где r и α — натуральные
числа. Для этого случая на рисунке 1 показана иллюстрация варианта накрытия помехой
последовательности информационных символов в одном из подканалов приемника. Начало
отсчета времени совмещено с началом первого информационного символа, накрываемого по-
мехой.

Рис. 1. Вариант накрытия полезного сигнала помехой в подканале ODFM-приемника.

Из рисунка 1 видно, что первый информационный символ будет накрыт помехой частично
конце. Момент появления помехи, как правило, не известен, поэтому следует полагать, что
время tn представляет собой случайную величину, равномерно распределенную в интервале
0 ď tn ď TS , т. е. ее плотность вероятности описывается выражением:

ωt ptnq “ 1

TS
pΘ ptnq ´ Θ ptn ´ TSqq . (10)

Вероятность правильного приема первого символа 9p1 будет зависеть от отношения сигнал-
помеха h и от момента появления помехи: 9p1 “ 9p1 ph,tnq. Под отношением сигнал-помеха
здесь понимается величина: отношение действующего напряжения полезного сигнала US

L?
2

к действующему напряжению шума в полосе частот приемного подканала
a
N0{TS :

h “ US

?
TS?

N0

. (11)
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Далее до наступления момента времени τn следует группа символов, полностью накрытых
помехой. Количество этих символов равно r ´ 1. Вероятности правильного приема каждого
из этих символов равны друг другу и будут зависеть только от отношения сигнал-помеха:
9p2 “ 9p3 “ . . . “ 9pr “ 9p phq.

Затем следует pr ` 1q-й символ, который накрыт помехой частично в начале. Вероятность
правильного приема этого символа будет зависеть от отношения сигнал-помеха и от момента
окончания импульса помехи, который тоже представляет собой случайную величину, равно-
мерно распределенную в интервале 0 ď tn ď TS : 9pr`1 “ 9pr`1 ph,tnq.

Далее до наступления момента времени Tn следует группа символов, не накрытых поме-
хой. Количество этих символов равно α ´ 1. Вероятность правильного приема каждого из
этих символов равна единице: 9pr`2 “ 9pr`3 “ . . . “ 9pr`α “ 1.

Прием информационных символов в каждом подканале ODFM-приемника производится
независимо от других подканалов, поэтому событие, заключающееся в правильном приеме
ODFM-символа на интервале времени pk ´ 1qTS ď t ď kTS , состоит из совместного появления
L событий, каждое из которых заключается в правильном приеме информационного символа
в l-ом подканале. Условия приема в каждом подканале одинаковы, поэтому согласно теореме
произведения вероятностей вероятность приема k-го ODFM-символа будет равна 9pLk .

На основании изложенного среднюю на периоде повторения импульсов помехи условную
вероятность правильного приема ODFM-символа при включении помехи в момент времени
tn можно представить в виде:

9Pусл ph |tn q “ 1

Tn

r`αÿ

k“1

9pLkTS “ TS

Tn

`
9pL1 ph,tnq ` pr ´ 1q 9pL phq ` 9pLr`1 ph,tnq ` pα ´ 1q

˘
“

“ 1

r ` α

`
9pL1 ph,tnq ` pr ´ 1q 9pL phq ` 9pLr`1 ph,tnq ` pα ´ 1q

˘
. (12)

Для получения безусловной вероятности выражение (12) необходимо усреднить по усло-
вию:

9P phq “
ż

9Pусл ph |tn qω ptnq dtn “ 1

TS

TSż

0

9Pусл ph |tn qdtn. (13)

Используя переход к безразмерной переменной θ “ tn{TS среднюю на периоде повторения
помехи вероятность правильного приема OFDM-символа можно представить в виде:

9P phq “ 1

r ` α

¨
˝

1ż

0

9pL1 ph,θqdθ ` pr ´ 1q 9pL phq `
1ż

0

9pLr`1 ph,θqdθ ` pα´ 1q

˛
‚. (14)

Явный вид вероятностей 9p1 ph,tnq, 9p phq, 9pr`1 ph,tnq зависит от используемых сигналов и
способа их обработки в подканалах приемника. В простейшем OFDM-приемнике в каждом
подканале производится когерентная обработка при помощи фазового детектора, состояще-
го из перемножителя и интегратора, и порогового устройства принятия решения [9]. Схема
приемно-решающего устройства сигналов с двухпозиционной фазовой манипуляцией одного
из подканалов OFDM-приемника показана на рисунке 2, где обозначено: ξk ptq — аддитивная
смесь полезного сигнала и помехи на входе фазового детектора при обработке k-го символа;
uоп ptq — опорная функция; xk ptq — выходной сигнал фазового детектора при обработке k-
го символа; xпор — пороговый уровень, равный нулю; pik — оценка значения k-го символа.
Правило принятия решения для этой схемы имеет вид:

xk

pik“1
ą
ă

pik“0

0. (15)
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Рис. 2. Схема приемно-решающего устройства для сигналов с двухпозиционной фазовой ма-
нипуляцией подканала OFDM-приемника.

Для оценки вероятности правильного приема информационного символа в общем случае
удобно использовать модель, в которой начало отсчета времени совмещено с моментом начала
символа, а помеха начинает и заканчивает свое действие в моменты времени tn1 и tn2 соот-
ветственно. Иллюстрация вариантов накрытия информационного символа помехой показана
на рисунке 3.

В данном случае смесь сигнала, несущего информацию о двоичном элементе i, и помехи
на входе приемника можно представить формулой:

ξ ptq “ ´ p´1qi pΘ ptq ´ Θ pt´ TSqqUS cos pωSt` ϕSq `

`ν ptq pΘ pt´ tn1q ´ Θ pt´ tn2qq . (16)

Рис. 3. Варианты накрытия информационного символа помехой.

В качестве опорной функции в рассматриваемой схеме приемно-решающего устройства
выбирается когерентное колебание, с точностью до амплитуды повторяющее полезный сиг-
нал:

uоп ptq “ Uоп cos pωSt` ϕSq . (17)

После перемножения (16) и (17) получится:

ξ ptquоп ptq “ ´ p´1qi pΘ ptq ´ Θ pt´ TSqq 0,5USUоп p1 ` cos 2 pωSt` ϕSqq `

`ν ptqUоп pΘ pt´ tn1q ´ Θ pt´ tn2qq cos pωSt` ϕSq . (18)

На выходе фазового детектора формируется сигнал:

x “
TSż

0

ξ ptquоп ptq dt. (19)

Подстановка (18) в (19) и вычисление интеграла с учетом того, что период высокочастотно-
го колебания существенно меньше длительности информационного символа (2π{ωS ăă TSq,
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приводят к выражению:

x “ ´ p´1qi 0,5USUопTS ` Uоп

tn2ż

tn1

ν ptq cos pωSt` ϕSq dt. (20)

С учетом (20) правило принятия решения (15) можно представить в виде:

z

pi“1

ą
ă
pi“0

p´1qi 0,5USTS . (21)

где pi — оценка значения информационного символа i; z – случайная величина, формируемая
по закону:

z “
tn2ż

tn1

ν ptq cos pωSt ` ϕSq dt. (22)

Поскольку случайная величина z представляет собой линейное преобразование гауссов-
ского случайного процесса, то она имеет нормальное распределение. Вычисление ее матема-
тического ожидания и дисперсии с учетом (6) дает следующие значения:

mz “ă z ą“
tn2ż

tn1

ă ν ptq ą cos pωSt` ϕSq dt “ 0, (23)

σ2z “ă z2 ą“
tn2ż

tn1

tn2ż

tn1

ă ν pt1q ν pt2q ą cos pωSt1 ` ϕSq cos pωSt2 ` ϕSq dt1dt2 “ 0,25N0 ptn2 ´ tn1q .

(24)
Таким образом, плотность вероятности и функция распределения случайной величины z

описываются выражениями:

ωz pzq “ 1?
2πσz

e
´ z2

2σ2
z “

?
2a

πN0 ptn2 ´ tn1q
e

´ 2z2

N0ptn2´tn1q , (25)

Fz pzq “ Φ˚

ˆ
z

σz

˙
“ Φ˚

˜
2za

N0 ptn2 ´ tn1q

¸
, (26)

где Φ˚ pζq —- нормальная функция распределения [10]:

Φ˚ pζq “ 1?
2π

ζż

´8

e´υ2

2 dυ. (27)

Поскольку двоичный элемент i случайным образом принимает одно из двух значений,
то вероятность правильного приема информационного символа 9pS следует определять по
формуле полной вероятности:

9pS “ 9pS1P ti “ 1u ` 9pS0P ti “ 0u , (28)

где 9pS1 — вероятность правильного приема информационного символа при условии, что зна-
чение двоичного элемента равно 1; 9pS1 — вероятность правильного приема информационного
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символа при условии, что значение двоичного элемента равно 0; P ti “ 1u — вероятность то-
го, что значение двоичного элемента равно 1; P ti “ 0u — вероятность того, что значение
двоичного элемента равно 0.

Появление 1 или 0 равновероятно, поэтому вероятности условий равны:

P ti “ 1u “ P ti “ 0u “ 0,5. (29)

Событие, заключающееся в правильном приеме информационного символа при условии,
что значение двоичного элемента равно 1, произойдет, если в соответствии с (21):

z ą ´0,5USTS . (30)

Вероятность этого события равна:

9pS1 “ P t´0,5USTS ă z ă 8u “ 1 ´ Φ˚

ˆ´0,5USTS

σz

˙
“ Φ˚

ˆ
h

c
TS

tn2 ´ tn1

˙
. (31)

Событие, заключающееся в правильном приеме информационного символа при условии,
что значение двоичного элемента равно 0, произойдет, если:

z ă 0,5USTS . (32)

Вероятность этого события равна:

9pS0 “ P t´8 ă z ă 0,5USTSu “ Φ˚

ˆ
0,5USTS

σz

˙
“ Φ˚

ˆ
h

c
TS

tn2 ´ tn1

˙
. (33)

С учетом (29), (31) и (33) из (28) следует общее выражение правильного приема инфор-
мационного символа при условии начала действия помехи в момент времени tn1 и окончания
ее действия в момент времени tn2:

9pS ph,tn1,tn2q “ Φ˚

ˆ
h

c
TS

tn2 ´ tn1

˙
. (34)

Формула (34) позволяет определить вероятности правильного приема символов последо-
вательности, изображенной на рисунке 1. Для первого символа tn1 “ tn и tn2 “ TS . Следова-
тельно:

9p1 ph,tnq “ 9pS ph,tn,TSq “ Φ˚

ˆ
h

c
TS

TS ´ tn

˙
“ Φ˚

˜
ha

1 ´ tn{TS

¸
. (35)

Для символов, имеющих номера от 2 до r, tn1 “ 0 и tn2 “ TS , поэтому:

9p phq “ 9pS ph,0,TSq “ Φ˚ phq . (36)

Для pr ` 1q-го символа tn1 “ 0 и tn2 “ tn. Следовательно:

9pr`1 ph,tnq “ 9pS ph,0,tnq “ Φ˚

ˆ
h

c
TS

tn

˙
“ Φ˚

˜
ha
tn{TS

¸
. (37)

Подстановка (35), (36), (37) в (14) и переход к безразмерному времени θ приводят к фор-
муле:

9P phq “ 1

r ` α

¨
˝

1ż

0

Φ
˚L

´
h?
1´θ

¯

dθ ` pr ´ 1qΦ˚L phq `
1ż

0

Φ˚L

ˆ
h?
θ

˙
dθ ` pα ´ 1q

˛
‚. (38)
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Можно показать, что первое слагаемое в (38) не отличается от третьего. Для этого в первом
слагаемом нужно заменить переменную интегрирования на θ1 “ 1 ´ θ. В таком случае:

9P phq “ 1

r ` α

¨
˝2

1ż

0

Φ˚L

ˆ
h?
θ

˙
dθ ` pr ´ 1qΦ˚L phq ` pα ´ 1q

˛
‚. (39)

Параметрический интеграл в (39) можно рассматривать как некоторую функцию двух
переменных:

Ψ ph,Lq “
1ż

0

Φ˚L

ˆ
h?
θ

˙
dθ. (40)

Интеграл (40) не выражается через элементарные функции. Для его вычисления могут
быть использованы асимптотические или численные методы.

Подстановка (39) в (7) с учетом (40) дает формулу средней на периоде повторения гаус-
совской помехи вероятность искажения OFDM-символа:

P̄ phq “ 1

r ` α

`
r ` 1 ´ 2Ψ ph,Lq ´ pr ´ 1qΦ˚L phq

˘
. (41)

На рисунках 4 и 5 показаны графики зависимости средней вероятности искажения
OFDM-символов с разным количеством поднесущих от отношения сигнал-помеха при воз-
действии импульсно-периодической гауссовской помехи с различными значениями парамет-
ров r и α. Расчет проводился по формуле (41) в программе Mathcad. Скважность помехи
Q “ pr ` αq{r “ 1 ` α{r для зависимостей, показанных на рисунках 4 и 5 составляет, соот-
ветственно, 2 и 3.

Анализ зависимостей на рисунках 4 и 5 показывает, что при фиксированных r и α (и,
следовательно, скважности) для заданного отношения сигнал-помеха вероятность искаже-
ния OFDM-символа тем выше, чем большее число поднесущих содержится в сигнале. При
увеличении скважности помехи вероятность искажения OFDM-символа снижается. На всех
семействах построенных кривых (при заданном Lq имеется узловая точка с координатой h˚,
характеризующаяся тем, что в ней при фиксированной скважности вероятности искажения
OFDM-символа одинаковы для разных значений r. Абсцисса узловой точки возрастает при
увеличении количества поднесущих, а ордината при этом стремится снизу к значению 1{Q.
В области h ă h˚ эффективнее будет помеха с меньшим r, а в области h ą h˚ – с большим r.

Абсцисса узловой точки зависит только от L и находится путем решения трансцендентного
уравнения:

Φ˚L ph˚q ` 1 ´ 2Ψ ph˚,Lq “ 0. (42)

Ордината узловой точки определяется по формуле:

P̄ ˚ “ 1

Q

`
1 ´ Φ˚L ph˚q

˘
. (43)

Кроме того, из представленных графиков видно, что при малых h для L ě 64 зависимость
P̄ phq имеет участок насыщения, величина которого тем протяженнее, чем больше r и L.

При малых отношениях сигнал-помеха (h Ñ 0q вероятность искажения OFDM-символа
стремится к величине:

P̄0 “ lim
hÑ0

P̄ phq “ r ` 1

r ` α

ˆ
1 ´ 1

2L

˙
. (44)

При большом количестве подканалов (L Ñ 8q предельное значение вероятности P̄0 зави-
сит только от временных параметров последовательности импульсов помехи:

P̄0 “ r ` 1

r ` α
. (45)
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Рис. 4. Зависимости средней вероятности искажения OFDM-символов от отношения
сигнал-помеха при воздействии импульсно-периодической гауссовской помехи со скважно-
стью Q “ 2.
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Рис. 5. Зависимости средней вероятности искажения OFDM-символов от отношения
сигнал-помеха при воздействии импульсно-периодической гауссовской помехи со скважно-
стью Q “ 3.
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При больших длительностях импульсов помехи (r ąą 1 и r ąą αq предельное значение
вероятности P̄0 зависит только от количества подканалов:

P̄0 “ 1 ´ 1

2L
. (46)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, методами теории вероятностей и статистической радиотехники получе-
но выражение средней вероятности искажения OFDM-символа в когерентном приемнике
OFDM-сигналов с двухпозиционной фазовой манипуляцией поднесущих в условиях воздей-
ствия импульсно-периодической гауссовской помехи. С использованием полученного выра-
жения проведены расчеты зависимостей средней вероятности искажения OFDM-символа от
отношения сигнал-помеха входе когерентного приемника при различных исходных данных.
Установлено, что эффективность помехи тем выше, чем выше количество параллельных
подканалов в системе передачи данных. При заданных скважности и количестве подкана-
лов зависимости вероятности искажения от отношения сигнал-помеха образуют семейство
с узловой точкой. В малой окрестности этой точки помехи различной длительности имеют
примерно равную эффективность. Получены соотношения, определяющие координаты уз-
ловой точки. Также установлено, что предельное значение средней вероятности искажения
OFDM-символа, соответствующее малым отношениям сигнал-помеха и большому количеству
подканалов, определяется только временными параметрами последовательности импульсов
помехи. При больших длительностях импульсов помехи предельное значение вероятности
искажения OFDM-символа определяется только количеством подканалов.
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