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Аннотация. Обсуждаются способы изучения алгебр Ли, допускающих невырожден-
ные по Леви 7-мерные орбиты в комплексном пространстве C4, из обширных списков
абстрактных 7-мерных вещественных алгебр Ли. Рассмотрение необходимых условий су-
ществования таких орбит (с использованием, в том числе, компьютерных алгоритмов)
подтверждает выводы предыдущих работ Лободы А.В. и автора данной статьи о невоз-
можности для большинства 7-мерных алгебр Ли реализаций с такими условиями. Тем
самым, список алгебр Ли, отвечающих голоморфно однородным невырожденным веще-
ственным гиперповерхностям в C4, удается сводить к обозримым размерам.

Ключевые слова: Алгебра Ли, абелева подалгебра, абелев идеал, векторное по-
ле, комплексное пространство, голоморфная функция, компьютерный алгоритм, система
дифференциальных уравнений.

ON HOLOMORPHIC REALIZATIONS
OF 7-DIMENSIONAL LIE ALGEBRAS

V. V. Krutskikh

Abstract. Methods for studying Lie algebras admitting Levi non-degenerate 7-dimensional
orbits in the complex space C4 from extensive lists of abstract 7-dimensional real Lie algebras
are discussed. Consideration of the necessary conditions for the existence of such orbits (using,
among other things, computer algorithms) confirms the conclusions of the previous works of
Loboda A.V. and the author of this paper about the impossibility for most 7-dimensional
Lie algebras of realizations with such conditions. Thus, the list of Lie algebras corresponding
to holomorphically homogeneous non-degenerate real hypersurfaces in C4 can be reduced to
manageable sizes.
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ВВЕДЕНИЕ

Ниже обсуждается задача реализации абстрактных вещественных алгебр Ли в виде ал-
гебр голоморфных векторных полей в многомерных комплексных пространствах. Эта задача
связана с описанием голоморфно однородных вещественных гиперповерхностей пространств
Cn. При n “ 2 и n “ 3 такие описания получены (см. [1, 2]) с использованием полных спис-
ков, соответственно, 3-мерных и 5-мерных вещественных алгебр Ли. Изучение следующей
размерности n “ 4 сопряжено с большими техническими трудностями. Как показано ниже,
значительную часть таких трудностей в обсуждаемой математической задаче удается снять
за счет использования компьютерных алгоритмов.

Схемы, примененные в [1, 2], связаны с вещественными алгебрами Ли, размерность кото-
рых является минимально возможной для однородных гиперповерхностей и удовлетворяет
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равенствам dimpgq “ 2n´ 1, где n — размерность обсуждаемого комплексного пространства
Cn. В связи со случаем n “ 4 нас интересуют ниже 7-мерные вещественные алгебры Ли и их
7-мерные орбиты в пространстве C4.

При этом естественно рассматривать в первую очередь алгебры, допускающие в качестве
орбит невырожденные по Леви гиперповерхности. Такие алгебры, как показывают опыт про-
странства C3 и первые результаты для случая C4 (см. [3–5]), являются достаточно редкими
среди множества всех алгебр Ли обсуждаемых размерностей. Основной целью статьи явля-
ется выделение (в том числе с помощью компьютерных алгоритмов) алгебр, не имеющих
реализаций с невырожденными орбитами в C4, из множества всех 7-мерных алгебр Ли.

Отметим сразу, что семейство 7-мерных алгебр Ли содержит 1325 типов алгебр. Большие
фрагменты классификации таких алгебр опубликованы в работах [6–8]. Мы рассмотрим здесь
несколько алгебр из 594 типов из работы [7] и 128 типов алгебр Ли из работы [8].

1. ГОЛОМОРФНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ И ЗАДАЧА О
ГОЛОМОРФНОЙ ОДНОРОДНОСТИ

В серии статей [3, 4, 9] показано, что поставленная задача локального описания голоморф-
но однородных вещественных гиперповерхностей многомерных комплексных пространств до-
пускает получение содержательных результатов в терминах голоморфных векторных полей
и алгебр Ли, состоящих из таких полей.

Напомним, что голоморфное векторное поле (далее – векторное поле) в Cn — это векторное
поле, компонентами которого являются (голоморфные) функции комплексной переменной
z “ pz1, z2, . . . znq. Векторное поле в C4 задается формулой следующего вида

Z “ apzq B
Bz1

` bpzq B
Bz2

` cpzq B
Bz3

` dpzq B
Bz4

. p1q

Особую роль в статье играют «выпрямленные» поля, каждое из которых является диффе-
ренцированием по одной из четырех комплексных переменных.

Нас интересуют векторные поля, касательные к вещественно аналитическим гиперповерх-
ностям пространства C4. Вблизи неособой точки любая такая поверхность задается уравне-
нием Φpz1, z2, z3, z4q “ 0 с некоторой аналитической функцией Φ от переменных z, z̄, имеющей
ненулевой градиент. Как известно (см., например [10]), векторное поле Z является касатель-
ным к такой поверхности M , если выполняется условие

RepZpΦqq|M ” 0. p2q
Голоморфная однородность вещественной гиперповерхности M в точке P P M означает,

что имеются голоморфные преобразования, определенные вблизи точки P P C4, сохраняю-
щие эту поверхность и переводящие точку P в любую близкую к ней точку M . Совокуп-
ность таких преобразований можно считать локальной группой Ли G (см. [11]). А переходя к
инфинитезимальным преобразованиям, отвечающим однопараметрическим подгруппам этой
группы, мы получаем алгебру Ли g, связанную с группой G и состоящую из голоморфных
векторных полей, касательных к исходной поверхности M .

Уточним, что абстрактной (вещественной) алгеброй Ли называется (см. [12]) линейное
пространство с билинейной операцией умножения, которая удовлетворяет условиям

rx,xs “ 0, rx,ry,zss ` ry,rz,xss ` rz,rx,yss “ 0.

Всякая 7-мерная алгебра Ли описывается своей «таблицей умножения», т.е. множеством
коммутационных соотношений вида

rei, ejs “
7ÿ

k“1

α
pkq
ij ek, p3q
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где e1 . . . e7 — какой-либо базис обсуждаемой алгебры, rx,ys — антикоммутативное произве-

дение (коммутатор) элементов x, y обсуждаемой алгебры, αpkq
ij — вещественные параметры.

Коммутатор в алгебре векторных полей вычисляется по известной формуле

rZ1, Z2s “ Z1pZ2q ´ Z2pZ1q. p4q

Мы будем использовать сокращенную запись для полей вида (1), представляя каждое та-
кое поле в виде набора его компонент papzq, bpzq, cpzq, dpzqq. Тогда коммутатором rE1, E2s двух
полей E1 “ pa1pzq, b1pzq, c1pzq, d1pzqq и E2 “ pa2pzq, b2pzq, c2pzq, d2pzqq является, в соответствии
с формулой (4), разность двух формальных слагаемых. Первое из них получается суммиро-
ванием последовательных дифференцирований всех компонент второго поля слагаемыми

a1pzq B
Bz1

, b1pzq B
Bz2

, c1pzq B
Bz3

, d1pzq B
Bz4

первого поля. Второе формальное выражение, входящее в коммутатор rE1, E2s со знаком
«минус», вычисляется аналогично с переставленными полями E1 и E2.

Такой способ вычисления коммутаторов векторных полей является наглядным и удобным
в случаях, когда отдельные компоненты полей зависят не от всех четырех комплексных пе-
ременных z1, z2, z3, z4, а имеют некоторые значимые упрощения. А сами такие упрощения ба-
зисных векторных полей обсуждаемых алгебр Ли оказываются возможными (см. [9]) за счет
использования общих теорем о дифференциальных уравнениях и таблиц коммутационных
соотношений в этих алгебрах. При этом важную играют максимальные абелевы подалгебры
и абелевы идеалы исходных алгебр.

Напомним, что подалгебра Ли алгебры g называется абелевой, если коммутатор любых
двух элементов подалгебры равен нулю. Абелева подалгебра Ли I Ă g называется (абелевым)
идеалом, если для любых a P g, b P I их коммутатор ra,bs является элементом I.

Ниже обсуждаются примеры 7-мерных алгебр Ли с 5-мерными (раздел 2) и 4-мерными
(раздел 3) абелевыми идеалами. Независимо от размерности абелевых идеалов предлагаемая
в статье техника опирается на упрощение четверки коммутирующих голоморфных векторных
полей, касательных к вещественной гиперповерхности пространства C4.

Уточним, что все обсуждения статьи относятся к невырожденным по Леви гиперповерх-
ностям. Согласно [10], аналитическая гиперповерхность M Ă C4, заданная уравнением

Imz4 “ F pz1, z2, z3, Rez4q,

называется невырожденной по Леви, если эрмитова форма из тейлоровского разложения пра-
вой части этого уравнения является невырожденной на комплексной касательной плоскости
к M .

Для поиска реализаций абстрактных алгебр Ли в виде алгебр векторных полей на невы-
рожденных гиперповерхностях в C4 мы воспользуемся леммой из [3], являющейся модифи-
кацией рассуждений [9].

Согласно этой лемме, любую упорядоченную четверку коммутирующих линейно незави-
симых векторных полей на невырожденной гиперповерхности в C4 (например, четверку e1,
e2, e3, e4 на гипотетической невырожденной орбите 7-мерной алгебры Ли) можно привести
(голоморфной) заменой координат в этом пространстве к одному из трех видов

e1 “ p1,0,0,0q, e1 “ p0,b2pz1q,c2pz1q,d2pz1qq, e1 “ p0,1,0,0q,
e2 “ p0,1,0,0q, e2 “ p0,1,0,0q, e2 “ p0,0,c3pz1q,d3pz1qq,
e3 “ p0,0,1,0q, e3 “ p0,0,1,0q, e3 “ p0,0,1,0q,
e4 “ p0,0,0,1q, e4 “ p0,0,0,1q, e4 “ p0,0,0,1q.

p5q
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Отметим, что два поля из выбранной упорядоченной четверки («основная пара полей»)
выпрямляются во всех трех случаях, а два других («первое и второе примыкающие поля»)
выпрямляются, соответственно, во втором и третьем случаях леммы. В приведенной форму-
лировке леммы основная пара – это поля e4, e3, а e2 и e1, соответственно, первое и второе
примыкающие поля.

При упрощенном виде четырех из семи базисных полей коммутационные соотношения,
имеющиеся в произвольной 7-мерной алгебре Ли, позволяют получить относительно простой
вид остальных элементов базиса. В качестве следствия для большинства рассматриваемых
алгебр достаточно легко получить вывод о возможных или невозможных реализациях с невы-
рожденными орбитами.

2. АЛГЕБРЫ ЛИ С 5-МЕРНЫМ АБЕЛЕВЫМ ИДЕАЛОМ

В этом разделе будут рассмотрены 5 типов алгебр Ли с 5-мерным абелевым идеалом из
[7]. Алгебры r7, r6, 31s, 1, ks, k “ t3, 5, 13, 14, 24u из классификации [7] имеют абелев идеал
I5 “ă e1, e2, e3, e4, e6 ą. Эти алгебры возможно описать при помощи следующей (общей)
таблицы коммутационных соотношений (табл. 1)

Таблица 1
Коммутационные соотношения для пяти типов алгебр из блока r6,31s

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 e1
e2
e3 e1 δe1 ` e3
e4 e2
e5 e4 αe6
e6 λe2
e7

где δ P t0,1u, α P t0,1u, λ P R

Каждая из обозначенных выше алгебр имеет свой уникальный набор описанных парамет-
ров. Ниже приведена таблица, наглядно показывающая этот факт

Таблица 2
Значения параметров для пяти типов алгебр из блока r6,31s

1.3 1.5 1.13 1.14 1.24

δ 0 0 0 0 1

α 0 0 1 1 1

λ 0 ε 0 ε a

где, ε2 “ 1 и a P R.
Предложение 1. Голоморфные реализации в пространстве C4 алгебр Ли из обсуждае-

мых пяти семейств не допускают Леви-невырожденных 7-мерных орбит в этом простран-
стве.

Доказательство.
Главным упрощением в изучении алгебр с 5-мерным абелевым идеалом является достаточ-

ность рассмотрения лишь второго и третьего случаев формул (5) для какой-либо четверки
базисных полей 5-мерного абелева идеала исходной 7-мерной алгебры. Первый случай формул
(5) в такой ситуации запрещается замечанием из работы [13]. Согласно этому замечанию при
наличии 5-мерной абелевой алгебры голоморфных векторных полей на Леви-невырожденной
гиперповерхности пространства C4, невозможно одновременное выпрямление никакой чет-
верки независимых полей из этой 5-мерной алгебры.
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При рассмотрении двух оставшихся случаев упомянутой выше леммы мы зафиксируем
в качестве упорядоченной четверки независимых полей из идеала I5 набор e1, e2 (основная
пара полей, выпрямленная до e1 “ B

Bz4 , e2 “ B
Bz3 ), e3 (первое примыкающее) и e6 (второе

примыкающее).
Еще одно поле e4 из идеала I5 коммутирует в каждом из двух рассматриваемых случаев

с тройкой выпрямленных полей идеала, а потому его компоненты могут зависеть только
от переменной z1. При этом первая компонента e4 обязана быть тождественно нулевой, т.к.
в противном случае процедурами, аналогичными описанным в статье [9], можно было бы
выпрямить четверку независимых полей из I5. А это (см. [13]) невозможно.

Учитывая сказанное, мы можем сразу считать базис идеала I5 имеющим во втором и
третьем случаях леммы, соответственно, следующий вид:

e1 “ p0,0,0,1q, e1 “ p0,0,0,1q,
e2 “ p0,0,1,0q, e2 “ p0,0,1,0q,
e3 “ p0,1,0,0q, e3 “ p0,0,c3pz1q, d3pz1qq,
e4 “ p0, b4pz1q, c4pz1q, d4pz1qq, e4 “ p0, b4pz1q, c4pz1q, d4pz1qq,
e6 “ p0, b6pz1q, c6pz1q, d6pz1qq, e6 “ p0,1,0,0q.

p6q

Для дальнейшего рассмотрения вопроса о возможных реализациях алгебр Ли в виде ал-
гебр векторных полей, касательных к невырожденным гиперповерхностям необходимо упро-
стить поля e5 и e7. Для этого обсудим в несколько шагов коммутаторы этих двух полей с
остальными полями 7-мерной алгебры.

Начнем с первого случая формул (6). На первом шаге мы рассмотрим коммутаторы e5 и
e7 с выпрямленными полями e1, e2, e3. Например, из соотношения

re1, e5s “
ˆ B

Bz4
a5pzq, B

Bz4
b5pzq, B

Bz4
c5pzq, B

Bz4
d5pzq

˙
“ 0,

где z “ pz1, z2, z3, z4q, в котором не участвуют обозначенные параметры пяти алгебр, следует,
что голоморфные компоненты поля e5 не зависят от переменной z4. Проделав аналогичные
вычисления с оставшимися скобками, получаем следующий вид поля e5:

e5 “ pa5pz1q, b5pz1q, c5pz1q, z2 ` d5pz1qq,

с некоторыми голоморфными компонентами a5, b5, c5, d5.
Аналогичными рассуждениями упрощаем поле e7 (имеющее некоторые различия в зави-

симости от значений параметров) и получаем, что

e7 “ pa7pz1q, z2 ` b7pz1q, c7pz1q, z4 ` δz2 ` d7pz1qq.

Отметим, что одним из условий вырожденности любой орбиты обсуждаемой 7-мерной ал-
гебры Ли является тождественное равенство нулю, например, первой компоненты у шести
базисных векторных полей алгебры. Так как нас интересуют только невырожденные орбиты,
можно считать, что в таких ситуациях a5pz1q ‰ 0. Воспользуемся леммой «о линеаризации»
из [9] (см. также [14], Замечание 3.2), с помощью которой можно голоморфной заменой ко-
ординат поле e5 привести к виду

e5 “ p1, 0, 0, z2q
с сохранением вида оставшихся полей.

Для дальнейшего упрощения поля e4 необходимо выяснить вид его компонент, которые
зависят от z1. Для этого рассмотрим коммутатор этого поля с полем e5. Решая четыре диф-
ференциальных уравнения, получаемые из соотношения

re4, e5s “
ˆ
0,´ d

dz1
b4pz1q,´ d

dz1
c4pz1q,´ d

dz1
d4pz1q ` b4pz1q

˙
“ p0, 0, 1, 0q,
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легко увидеть, что поле e4 имеет вид

e4 “ p0, B4,´z1 ` C4, B4z1 `D4q.

с некоторыми комплексными константами B4, C4, D4.
Заметим, что если в дальнейшем рассмотрении скобок доказать, что a7pz1q “ 0, то у пяти

обсуждаемых алгебр первая компонента шести базисных векторных полей будет равна нулю,
что является признаком наличия только вырожденных орбит у этих алгебр.

Для доказательства этого факта рассмотрим коммутационное соотношение

re4,e7s “ p0, B4, a7pz1q, B4δ `B4z1 `D4 ´ a7pz1qB4q “ 0.

Очевидно, что из этого соотношения следует тождественное равенство нулю компоненты
a7pz1q у каждой из пяти обсуждаемых алгебр, а значит эти алгебры могут иметь только
вырожденные орбиты в рамках схемы второго случая реализации базисных полей алгебры.
Заметим, что наличие параметров, которые объединили пять алгебр для общего рассмотре-
ния, никак не повлияло на вычисления в этом случае.

Рассмотрим теперь второй случай формул (6), в котором выпрямленными оказываются
поля e1, e2, e6. По аналогии с предыдущим случаем получим предварительно упрощенный
вид полей e5 и e7:

e5 “ pa5pz1q,´z2b4pz1q ` b5pz1q,´z2c4pz1q ` c5pz1q,´z2d4pz1q ` d5pz1qq,
e7 “ pa7pz1q, b7pz1q, λz2 ` c7pz1q, z4 ` d7pz1qq.

Дальнейшие рассмотрения оказываются более простыми по сравнению с предыдущим слу-
чаем, несмотря на более громоздкую формулу для поля e5.

Так, из коммутационного соотношения re3, e5s “ e1 получаем равенство

´a5pz1qp0,0,c1
3pz1q, d1

3pz1qq “ p0,0,0,1q.

Из четвертой компоненты этого равенства следует, что a5pz1q ‰ 0, а с учетом этого из
третьей компоненты получаем условие c1

3
pz1q “ 0, или c3pz1q “ C3 “ const.

Рассматривая далее третью компоненту коммутационного соотношения re3, e7s “ δe1 ` e3,
приходим к равенству ´a7pz1qC 1

3
“ C3, из которого следует, что C3 “ 0.

В такой ситуации два базисных поля e1 “ p0,0,0,1q и e3 “ p0,0,0,d3pz1qq обсуждаемой ал-
гебры оказываются комплексно линейно зависимыми (в каждой точке любой орбиты). Сама
такая орбита вырождена по Леви, т.к. ее определяющая функция не зависит от переменной
z4.

Предложение 1 доказано.
В процессе изучения голоморфных реализаций в C4 7-мерных алгебр Ли возникает доста-

точно естественная гипотеза об отсутствии у алгебр с 5-мерным абелевым идеалом невырож-
денных орбит. Эта гипотеза выполняется, например, для 7-мерных нильпотентных алгебр
Ли.

Доказанное предложение 1 является дополнительным аргументом в пользу этой гипотезы
даже при отсутствии условия нильпотентности. В то же время для полной проверки этой
гипотезы в случае неразложимых разрешимых алгебр Ли необходимо рассмотреть еще более
50 типов таких алгебр, описанных в [7].

Отметим еще, что невырожденные орбиты в C4 у других 7-мерных алгебр Ли также встре-
чаются достаточно редко. Это показывают обсуждения следующего раздела.
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3. АЛГЕБРЫ ЛИ С 4-МЕРНЫМ АБЕЛЕВЫМ ИДЕАЛОМ

В этом разделе обсуждаются 128 типов алгебр из работы [8]. Каждая алгебра из [8] имеет
5-мерный нильпотентный идеал, при этом, для 127 типов алгебр внутри такого идеала содер-
жится 4-мерная абелева подалгебра. Отметим, что коммутационные соотношения для алгебр
из [8] заданы в краткой закодированной форме. Например, алгебра L1.1 имеет в этой работе
следующую кодировку (табл. 3)

Таблица 3
Кодировка алгебры L1.1

No. A B rA,Bs
L1.1 p1, ´ 1,0,0,0q p0,0,0,0,1q σX3 `X4

где A и B — диагональные матрицы 5-го порядка, определяемые коммутационными соотно-
шениями между базисными элементами 5-мерного нильпотентного идеала, и двумя дополни-
тельными базисными элементами этой алгебры, σ P t0,1u.

На первом шаге 128 закодированных типов алгебр Ли из [8] переведены программным об-
разом в табличные описания. Упомянутая алгебра L1.1 задается теперь следующей «таблицей
умножения» (табл. 4).

Таблица 4
Коммутационные соотношения для алгебры L1.1

L1.1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 e3 e1
e2 ´e2
e3
e4
e5 e5
e6 σe3 ` e4
e7

Для поиска абелевых идеалов и подалгебр 7-мерных алгебр Ли были написаны процедуры
в пакете Maple. Описание этих процедур приведено в [15]. Например, алгебра L1.1 имеет, как
легко увидеть, два 4-мерных абелева идеала I4 “ă e2, e3, e4, e5 ą и I 1

4 “ă e1, e3, e4, e5 ą.
Этими же процедурами установлено, что 127 из 128 типов обсуждаемых алгебр имеют 4-

мерную абелеву подалгебру (при этом 101 алгебра имеет, как минимум, две такие подалгеб-
ры). Последняя алгебра L1 из списка [8] не имеет 4-мерных абелевых подалгебр, но содержит
ровно три 3-мерные абелевы подалгебры, одна из которых является абелевым идеалом.

Три указанных случая формул (5) означают, что потенциально количество возможных
реализаций алгебр Ли с 4-мерной абелевой подалгеброй увеличивается в три раза (т.е. необ-
ходимо рассмотреть не 127 случаев реализаций алгебр, а более 300 различных по сложности
случаев). В связи с такими объемами требуемых вычислений естественным образом мы при-
ходим к необходимости использования компьютерных алгоритмов.

Работу предлагаемого алгоритма рассмотрим на примере алгебры L1.1. При рассмотрении
трех случаев леммы (см. (5)) в качестве упорядоченной четверки независимых полей из иде-
ала I4 зафиксируем набор e5, e4 (основная пара полей, выпрямленная до e5 “ B

Bz4 , e2 “ B
Bz3 ),

e3 (первое примыкающее), e2 (второе примыкающее).
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3.1. Первый подслучай

Алгоритм базируется на специальном порядке рассмотрения коммутационных соотноше-
ний в алгебрах. Всего у любой 7-мерной алгебры имеется 21 коммутационное соотношение:
6 соотношений между базисными элементами абелевой подалгебры; 12 соотношений между
элементами подалгебры и элементами, не входящими в абелеву подалгебру; оставшиеся 3
соотношения между тремя базисными элементами из дополнения к идеалу.

Наличие 4-мерной абелевой подалгебры в абстрактной алгебре гарантирует нам, что в
первом случае из (5) базисные элементы потенциальной реализации такой алгебры, т.е. век-
торные поля, будут линейными по четырем комплексным переменным. В самом деле, 6 упо-
мянутых соотношений позволяют выпрямить базисную четверку полей из идеала

e2 “ p1, 0, 0, 0q,
e3 “ p0, 1, 0, 0q,
e4 “ p0, 0, 1, 0q,
e5 “ p0, 0, 0, 1q.

Упомянутые 12 соотношений распадаются на три группы по четыре соотношения для
каждого из трех полей, не входящих в абелев идеал. Например, из соотношения re1, e2s “ e3,
выполняющегося в алгебре L1.1 (как и во многих других обсуждаемых алгебрах), следует,
что производная по переменной z1 поля e1 равна — e3. Аналогичные выводы следуют из
соотношений re1, e3s “ 0, re1, e4s “ 0, re1, e5s “ 0. Тогда все поле e1 имеет вид

e1 “ pA1,´z1 `B1, C1,D1q p7q

где A1, B1, C1, D1 — комплексные константы.
Две других четверки приводят (как в ручном, так и в компьютерном варианте) к следу-

ющему виду полей e6, e7:

e6 “ pz1 `A6, B6, C6,D6q,
e7 “ pA7, B7, C7, z4 `D7q.

Последние 3 соотношения между полями e1, e6, e7

re1, e6s “ p´A1,´z1 `A6, 0, 0q “ e1 “ pA1,´z1 `B1, C1,D1q,
re1, e7s “ p0, 0, 0, 0q “ 0,

re6, e7s “ pA7, 0, 0,D6q “ σe3 ` e4p0, σ, 1, 0q.
p8q

также легко обрабатываются.
Их сравнение с данными из таблицы коммутационных соотношений (реализованное для

алгебры L1.1 в формулах (8)) для каждой конкретной алгебры Ли приводит к системе линей-
ных уравнений на комплексные коэффициенты. В первом случае из (5) такая система легко
исследуется программным образом. Если она не имеет решений, то обсуждаемая алгебра не
имеет реализаций в виде алгебр векторных полей в C4 (такая ситуация является характерной
для большинства из обсуждаемых 128 алгебр Ли). Так в примере L1.1 имеем противоречие
в третьих элементах 0 “ 1 соотношения re6, e7s “ σe3 ` e4.

Искомые реализации абстрактных алгебр Ли могут получиться, если формулы (8) не про-
тиворечат таблицам коммутационных соотношений. Однако часть подобных «реализаций»
не удовлетворяет заложенным в алгоритм проверочным условиям, связанным с линейной
независимостью базисных векторных полей и наличием невырожденных орбит у изучаемых
алгебр.
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Реализации алгебр Ли, прошедшие все этапы алгоритма, записываются в итоговый файл.
Более детальными рассмотрениями этого файла можно показать, что еще у некоторых из
полученных реализаций все орбиты также вырождены, т.е. предложенный алгоритм имеет
возможности для усовершенствования. Однако представляется вполне перспективным сле-
дующий вывод из уже проведенного компьютерного исследования первого случая.

Предложение 1. Из 127 типов обсуждаемых алгебр Ли в рамках первого случая формул
(5) невозможны реализации в C4 с невырожденными орбитами для 95 алгебр.

3.2. Второй и третий подслучаи

В рамках второго и третьего случаев формул (5) исследование алгебр из списка [8] с
помощью компьютерных алгоритмов пока оказывается менее продуктивным.

Во втором случае рассмотрены начальные (61 тип) алгебры Ли из этого списка. Каждая
из этих алгебр Ли имеет две 4-мерные абелевы подалгебры. При этом либо обе они, либо хотя
бы одна из двух является абелевым идеалом, что значительно упрощает обсуждения.

В частности, при фиксированном абелевом идеале, рассмотренном в первом случае (5),
обсуждение второго случая для таких алгебр фактически сводится к схеме первого случая,
применяемой для «запасной» абелевой подалгебры. В итоге здесь использование разработан-
ных компьютерных программ приводит к следующему утверждению.

Предложение 2. В рамках второго случая формул (5) из 61 рассмотренного типа алгебр
Ли из списка [8] лишь два типа могут иметь невырожденные орбиты.

Отметим, что количества нетривиальных коммутационных соотношений в алгебрах Ли
этих типов равны, соответственно, 7 и 8.

Например, реализацией алгебры L4.6 с коммутационными соотношениями (табл. 5)

Таблица 5
Коммутационные соотношения для алгебры L4.6

L4.6 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 e3 e1 ` e2 e4
e2 e2 ` ae4
e3 2e3
e4 e4
e5 e5
e6
e7

является алгебра векторных полей с базисом

e1 “ p1,0,0,0q,
e2 “ p0, z1, C2, 0q,
e3 “ p0, 1, 0,0q,
e4 “ p0,0,1,0q,
e5 “ p0, 0, 0, 1q,

e6 “ pz1, 2z2 ` 1

2
z21 , C2z1 ` z3, 0q,

e7 “ p0, 0, z1, z4q.

Третий случай формул (5) является наиболее сложным для программных вычислений,
т.к. базисные поля гипотетических реализаций, дополнительные к максимально упрощенной
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четверке (5), теряют, вообще говоря, свой линейный характер. Модификация основного ал-
горитма для третьего случая пока оказывается эффективной для алгебр с двумя 4-мерными
абелевыми идеалами (в списке [8] имеется 48 типов таких алгебр).

В этом же случае две компоненты одного из базисных полей

e3 “ p0,0, c3pz1q, d3pz1qq p9q

упрощенной четверки (5) содержат пару функций, зависящих от переменной z1. Это приводит
к появлению нелинейных слагаемых в формулах для трех остальных базисных полей. Одна-
ко все такие слагаемые зависят только от переменной z1, а потому очередные этапы предла-
гаемого алгоритма используют процедуры формирования и решения систем обыкновенных
дифференциальных уравнений относительно этих функций (вместо исследования системы
линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных числовых коэффициентов).

Для первых 48 алгебр из списка [8] все эти этапы реализованы. Как и в двух первых слу-
чаях, алгоритмическое рассмотрение значительной части обсуждаемых абстрактных алгебр
Ли и здесь приводит к противоречиям.

Предложение 3. В рамках третьего случая формул (5) из первых 48 типов алгебр Ли из
списка [8] невырожденные орбиты могут иметь не более чем 15 типов алгебр.

4. ПРИМЕРЫ ВЫРОЖДЕННЫХ И НЕВЫРОЖДЕННЫХ ОРБИТ

Выше обсуждались реализации алгебр Ли, вырождения орбит которых были заметны по
некоторым свойствам базисных векторных полей. Однако, не всегда по реализации алгебры
легко определить: вырождены ли ее орбиты или нет? В этом разделе рассмотрим два примера
алгебр Ли векторных полей, ответ на поставленный вопрос для которых устанавливается
после интегрирования этих алгебр.

Первым примером будет алгебра r7,r6,17s,1,2s с вырожденными по Леви трубчатыми ор-
битами. Алгебра векторных полей имеет следующую реализацию

e1 “ p0,0,0,1q,
e2 “ p0,0,1,0q,
e3 “ p0,1,0,0q,
e4 “ p0,0, ´ z1,´ z2q,
e5 “ p1,0,0,0q,
e6 “ p0, z1, z2, z3q,
e7 “ pz1,z2,z3,z4q.

Воспользуемся формулой (2) и получим систему из 7 (по факту из 3) дифференциальных
уравнений в частных производных первого порядка

´y1
BF
By3

` y2 “ 0,

y1
BF
By2

` y2
BF
By3

´ y3 “ 0,

y1
BF
By1

` y2
BF
By2

` y3
BF
By3

´ F “ 0.

Отметим, что определяющую функцию Φ из формулы (2) мы ищем в виде Φ “ ´y4 `
F px1, y1,x2, y2,x3, y3, x4q, и переменные xi “ Repziq, yi “ Impziq.
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Подробно останавливаться на решении подобных систем мы не будем, однако, стоит отме-
тить, что решить их можно в «ручном» режиме и с помощью компьютерного алгоритма (см.
[16]).

Орбиты исходной алгебры, описываемые решениями последней системы, сводятся аффин-
ными преобразованиям к следующему виду

y21y4 ` y1y2y3 ` y32 “ 0.

Для проверки вырожденности полученной поверхности воспользуемся обозначенным выше
определением невырожденной по Леви гиперповерхности. При y1 ‰ 0 запишем полученное
уравнение в разрешенной форме относительно y4

y4 “ ´
ˆ
y2y3

y1
` y3

2

y2
1

˙
. p10q

Разложение в ряд Тейлора будем рассматривать в произвольной точке QpA,B,C,Y4q. Квад-
ратичная часть этого разложения

BpAC ` 3B2q
A4

y21 ´ AC ` 6B2

A3
y1y2 ´ B

A2
y1y3 ` 1

A
y2y3 ` 3B

A2
y22

вырождена, так как определитель матрицы, составленной из ее коэффициентов, равен нулю.
Вырожденность (или невырожденность) квадратичной части поверхности Γ P R4 типа (10)
переносится на вырожденность (или невырожденность) формы Леви для трубчатой поверх-
ности Γ ` iR4 в C4.

Вторым примером рассмотрим алгебру Ли с невырожденной по Леви орбитой. Такой ал-
геброй, например, является алгебра Ли L2.6 с набором коммутационных соотношений из [8]

re1, e2s “ e3, re1, e6s “ e1, re1, e7s “ σe5, re2, e7s “ e2

re3, e6s “ re3, e7s “ e3, re4, e6s “ e4 ` e5, re5, e6s “ e5.

Одна из ее реализаций имеет следующие базисные векторные поля

e1 “ pA1,0, ´ z4,0q,
e2 “ p0,0,0,1q,
e3 “ p0,0,1,0q,
e4 “ p0,1,0,0q,
e5 “ p1,0,0,0q,
e6 “ pz1 ` z2, z2, z3, 0q,
e7 “ p0,0,z3,z4q

и соответствующую эти полям систему дифференциальных уравнений

a12
BF
By1

´ F
BF
By3

“ 0,

py1 ` y2q BF
By1

` y2
BF
By2

` y3
BF
By3

“ 0,

y3
BF
By3

´ F “ 0.

Одним из решений этой системы является поверхность с уравнением

y4 “ y2y3plnpy2q ` 1q ` y1y3,
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Невырожденность орбиты рассмотрим в точке Qp0,1,1,1q P R4. Введем замену переменных

y2 “ 1 ` y˚
2 , y3 “ 1 ` y˚

3 , y4 “ 1 ` y˚
4

и перепишем уравнение через полученные переменные

1 ` y˚
4 “ y1p1 ` y˚

3 q ` p1 ` y˚
2 qp1 ` y˚

3 q
`
1 ` lnp1 ` y˚

2 q
˘
.

Определитель матрицы

A “

¨
˝

0 0 1

0 1 2

1 2 0

˛
‚,

составленной из коэффициентов квадратичной формы тейлоровского разложения правой ча-
сти полученного уравнения равен detpAq “ ´1. Это означает, что полученная гиперповерх-
ность невырождена по Леви.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В связи с задачей описания голоморфно однородных вещественных гиперповерхностей
пространства C4 изучены реализации абстрактных 7-мер-ных вещественных алгебр Ли в ви-
де алгебр Ли голоморфных векторных полей в этом пространстве. Показано, что для зна-
чительной части обширного списка таких алгебр Ли изучаемые реализации не допускают
невырожденных по Леви орбит. Тем самым, «большинство» однородных гиперповерхностей
в C4, ассоциированных с 7-мерными алгебрами Ли, относится к семейству Леви-вырожденных
многообразий.

Для пяти алгебр Ли, имеющих 5-мерный абелев идеал, этот факт устанавливается неслож-
ными рассуждениями. Для достаточно большого списка (содержащего более 100 типов) ал-
гебр Ли, имеющих лишь 4-мерные абелевы идеалы, продемонстрирована эффективность ис-
пользования в изучаемой задаче компьютерных алгоритмов.

Как непосредственные рассуждения, так и компьютерные вычисления используют общую
схему изучения голоморфных реализаций абстрактных алгебр Ли, опирающуюся на совмест-
ное упрощение нескольких коммутирующих векторных полей. В дополнение к общим утвер-
ждениям статьи рассматриваются примеры, в которых эта схема приводит к содержательным
алгебрам векторных полей. В частности, в статье имеется пример Леви-невырожденной ор-
биты одной из рассмотренных алгебр Ли.
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