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Аннотация. Рассматриваются феноменологические модели спинового горения на
плоскости и кольцевой области. Открытие нестационарных эффектов, автоколебательно-
го и спинового режимов распространения зоны экзотермической реакции, принадлежит
Я. Б. Зельдовичу, развившему теорию горения конденсированных систем. Для задачи
на всей плоскости решение строится с помощью преобразования Фурье, получено эк-
вивалентное нелинейное интегральное уравнение. Представление уравнения в полярной
системе координат в случае процессов, сосредоточенных на кольце радиуса R приводит к
наиболее простому нелинейному уравнению. Для модели горения тонкостенного цилин-
дра проведен бифуркационный анализ и сформулированы утверждения об устойчивости
и динамике рождающихся решений. Получена зависимость автомодельных циклов горе-
ния от пространственной переменной. Приводятся результаты численных расчетов.

Ключевые слова: нелинейное уравнение спинового горения, нестационарные эффек-
ты, решения типа бегущих волн, метод Галеркина, бифуркация решений.

NON-STATIONARY REGIMES OF THE
PHENOMENOLOGICAL MODEL OF SPIN COMBUSTION

A. Grebeneva, V. A. Lukianenlo, Yu. A. Khazova

Abstract. The article is concerned with phenomenological models of spin combustion.
The discovery of non-stationary effects, autooscillating and spin modes of exothermic reaction
zone propagation has been observed by J. B. Zeldovich, who developed the theory of burning
condensed systems. For the whole-plane problem, the solution is reformulated by an equivalent
integral equation on the Fourier transform. For the model of burning of thin-walled cylinder
bifurcation analysis was conducted and statements about stability and dynamics of emerging
solutions were formulated. The dependence of automodel combustion cycles on the spatial
variable is obtained. The results of numerical calculations are given.

Keywords: nonlinear equation of spin combustion, non-stationary effects, running-wave
solutions, Galerkin’s method, bifurcation solutions.

ВВЕДЕНИЕ

Феноменологическое уравнение спинового горения предложено А. П. Алдушиным,
Я. Б. Зельдовичем и Б. А. Маломедом [1–3]

:ξ ` ξ “ 2ε
”

9ξ
´
1 ´ 4

3
9ξ2
¯

` λ2

4π2∆ 9ξ ` βλ
2π

?
´∆ 9ξ

ı
,

ξpx` 2πR,tq “ ξpx,tq,
(1)

где ξ “ ξpx,tq – функция, описывающая фронт распространения реакции горения. Инкремент
неустойчивости 0 ă ε ! 1, λ ą 0 – корреляционная длина теплопроводности связей между
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соседними участками фронта, β ą 0 – коэффициент нелокальной связи участков фронта.
Точка означает дифференцирование по времени, а ∆ – одномерный лапласиан.

В феноменологическом уравнении учитывается факт, обнаруженный экспериментально,
наличия максимума в спектре инкрементов возмущений при определенной длине волны ис-
кривленного фронта реакции. В уравнении (1) учитываются режимы нестационарного рас-
пространения фронта: автоколебательная неустойчивость плоского фронта, которая стабили-
зируется нелинейными эффектами и режим взаимодействия тепловых слоев, примыкающих
к зоне экзотермической реакции.

Структура слоев определяется скоростью и температурой прилегающего участка поверх-
ности реакции, а также распределением температуры вдоль всего фронта реакции.

Уравнение представляет собой сингулярно возмущенное нелинейное параболическое урав-
нения ван-дер-полевского типа. С его помощью можно исследовать пространственные неста-
ционарные эффекты горения полого цилиндра радиуса R. Представляет интерес динамика
бегущих волн при изменении параметра R [4–7].

Динамика бегущих волн исследовалась в [5] методом квазинормальных форм. Для таких
уравнений Е. П. Беланом и соавторами развит метод, в котором сочетаются метод Галерки-
на и метод Крылова – Боголюбова – Митропольского – Самойленко. С его помощью найден
критерий устойчивости бегущих волн [4, 8], связанный с, так называемым, принципом 1:2 вза-
имодействия, а также установлено явление высокомодовой буферности [8, 9]. Учитывая, что
поведение решений зависит от увеличения параметра R, то представляет интерес рассматри-
вать уравнения на плоскости, а также заменить оператор

?
´∆ на псевдодифференциальный

оператор p´∆qα, 0 ă α ă 1 [10].
В первом разделе работы установлена связь задачи Коши для феноменологического урав-

нения спинового горения на R2 с нелинейным интегральным уравнением типа свертки [11].
Во втором разделе проводится бифуркационный анализ для тонкостенного цилиндра.

1. ЗАДАЧА СПИНОВОГО ГОРЕНИЯ НА ВСЕЙ ПЛОСКОСТИ

Рассмотрим задачу спинового горения на R2 с оператором p´∆qα, 0 ă α ă 1:

:u ` u “ 2ε

„
9u
`
1 ´ µ 9u2

˘
` λ2

4π2
∆ 9u` βλ

2π
p´∆qα 9u


, t ą 0, x,y P R, µ “ 4

3
, (2)

upx,y,0q “ u0px,yq, 9upx,y,0q “ u1px,yq. (3)

Оператор Лапласа ∆ действует по пространственным переменным x, y.
Задачи (1) и (2)–(3) можно записать в виде эквивалентного операторного уравнения в

банаховом пространстве
ut “ Au, u “ pu1,u2q,

Bu1

Bt “ u2,
Bu2

Bt “ ´u1 ` 2ε
”
u2

`
1 ´ µu22

˘
` λ2

4π2∆u2 ` βλ
2π

p´∆qαu2
ı
.

Если в начальных условиях u10,u20 P E “ tu “ pu1,u2q : uj P L2,j “ 1,2u, то задача имеет
единственное решение, принадлежащее L8pr0,T s ,Eq. А полугруппа StpE,Eq, соответствую-
щая ut “ AupE,Eq, – непрерывна. Доказательство ограниченности полугруппы tStu следует
из оценки

}uptq}2E “ }u1}2 ` }u2}2 ď }u10}2 ` }u20}2 ` εCT.

Непрерывность следует из оценки

}wt}2 ` }wptq}2 “ C
´

}wtp0q}2 ` }wp0q}2
¯
,
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где w “ u´ v, u,v – решение задачи.
Для решения задачи (2)–(3) во всем пространстве применим двойное преобразование Фу-

рье:

Upξ,η,tq “ pFuq pξ,η,tq “ 1

2π

ż

R2

upx,y,tqeipξx`ηyqdxdy.

Действие операторов ´∆, p´∆qα, 0 ă α ă 1 определяется через преобразование Фурье F
(для тонкого конца через дискретное преобразование Фурье W q в гильбертовом пространстве
H2 “ W 2

2 Ă L2 (или Hsq в соответствии с [10].
Утверждение 1. Задача Коши (2)–(3) для нелинейного уравнения спинового горения

представима в виде нелинейного интегрального уравнения вида

upx,y,tq “
ż

R2

pk1px´ ξ,y ´ η,tqu0pξ,ηq ` k2px´ ξ,y ´ η,tqu1pξ,ηqqdξdη´ (4)

´2µε

tż

0

ż

R2

pk3px ´ ξ,y ´ η,tq 9u3pξ,η,τqdξdηdτ ,

где kjpx,y,tq “ F´1 tKjpξ,η,tqu px,y,tq, j “ 1,2,3;

K1pξ,η,tq “ eapξ,ηqt
„
cos bpξ,ηqt ´ apξ,ηqsin bpξ,ηq

bpξ,ηq


; K2pξ,η,tq “ K3pξ,η,tq “ eapξ,ηqt sin bpξ,ηqt

bpξ,ηq ;

apξ,ηq “ ε

„
1 ´ λ2

4π2
pξ2 ` η2q ` λβ

2π
pξ2 ` η2qα


“ ε

„
1 ´ λ2

4π2
ρ2 ` λβ

2π
ρ2α


“ εqpρq;

bpξ,ηq “
˜
1 ´ ε2

„
1 ´ λ2

4π2
pξ2 ` η2q ` λβ

4π
pξ2 ` η2qα

2¸1{2
“
`
1 ´ ε2q2pρq

˘1{2 ,

ξ “ ρ cos θ, η “ ρ sin θ.

Доказательство. Для задачи (2)–(3) во всем пространстве применим двойное преобра-
зование Фурье:

Upξ,η,tq “ pFuq pξ,η,tq “ 1

2π

ż

R2

upx,y,tqeipxξ`ηyqdxdy.

В образах Фурье для (2)–(3) получаем задачу Коши с коэффициентами, зависящими от
параметров ξ, η:

LU ” Utt ´ 2ε
´
1 ´ λ2

4π2 pξ2 ` η2q ` λβ
2π

pξ2 ` η2qα
¯
Ut ` U “ 2εGpξ,η,tq, ξ,η P R,

Upξ,η,0q “ U0pξ,ηq, Utpξ,η,0q “ U1pξ,ηq,
(5)

где Gpξ,η,tq обозначено преобразование Фурье F
`
´µ 9u3

˘
, µ “ 4

3
.

Зависимость от t выберем в виде Upξ,η,tq “ Cpξ,ηqeυt, тогда характеристическое уравнение
линейной части имеет вид:

υ2 ´ 2ε

„
1 ´ λ2

4π2
pξ2 ` η2q ` λβ

2π
pξ2 ` η2qα


υ ` 1 “ 0. (6)

Обозначим через qpρq “ 1 ´ λ2

4π2 pξ2 ` η2q ` λβ
2π

pξ2 ` η2qα “ 1 ´ λ2

4π2 ρ
2 ` λβ

2π
ρ2α, в полярной

системе координат ξ “ ρ cos θ, η “ ρ sin θ . Для корней характеристического уравнения (6):

υ1,2 “ εqpρq ˘
a
ε2q2pρq ´ 1 (7)
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возможны три случая:
1) корни кратные и действительные, если ε2q2pρq ´ 1 “ 0;

2) корни различные и действительные, если ε2q2pρq ´ 1 ą 0;

3) корни комплексные, если ε2q2pρq ´ 1 ă 0.

Первые два случая соответствуют затухающим (или растущим) решениям. Наибольший
интерес представляют комплексные корни вида

υ “ Reυ ˘ iImυ “ a˘ ib.

В полярной системе координатa “ Reυ “ εqpρq,b “ Imυ “
a
1 ´ ε2q2pρq.

В случае комплексных корней (7) для характеристического уравнения (6) общее решение
однородного уравнения (5) LU “ 0 имеет вид:

Upξ,η,tq “ eat pC1pξ,ηq cos bt` C2pξ,ηq sin btq “ C1pξ,ηqU1pξ,η,tq ` C2pξ,ηqU2pξ,η,tq,

где U1pξ,η,tq “ eat cos bt и U2pξ,η,tq “ eat sin bt.
Тогда частное решение представимо в виде:

Uч “ C1ptqeat cos bt` C2ptqeat sin bt “ C1ptqU1ptq ` C2ptqU2ptq.

Подставляя в (5), получим систему уравнений относительно C 1
1ptq, C 1

2ptq:

C 1
1U1 ` C 1

2U2 “ 0

C 1
1U

1
1 ` C 1

2U
1
2 “ 2εG,

где U 1
1 “ eat pa cos bt´ b sin btq, U 1

2 “ eat pa sin bt` b cos btq.
С помощью метода Крамера:

∆ “
ˇ̌
ˇ̌ U1 U2

U 1
1 U 1

2

ˇ̌
ˇ̌ “ U1U

1
2 ´ U2U

1
1, ∆1 “

ˇ̌
ˇ̌ 0 U2

2εG U 1
2

ˇ̌
ˇ̌ “ ´2εGU2, ∆2 “

ˇ̌
ˇ̌ U1 0

U 1
1 2εG

ˇ̌
ˇ̌ “ 2εGU1

находим C 1
1 “ ´2εGU2

∆
, C 1

2 “ 2εGU1

∆
.

Откуда ∆pξ,η,tq “ U1U
1
2 ´ U2U

1
1 “ e2atb. Найдем вид частного решения:

Uчptq “ 2ε

tż

0

U1pξ,η,τqU2pξ,η,tq ´ U2pξ,η,τqU1pξ,η,tq
∆pξ,η,τq Gpξ,η,τqdτ “

“ 2ε

tż

0

eapξ,η,τqpt´τq sinpbpξ,η,τqpt ´ τqq
bpξ,η,τq Gpξ,η,τqdτ.

Найдем коэффициенты C1, C2 из начальных условий:

Upξ,η,0q “ C1 “ U0, Utpξ,η,0q “ C1a` C2b “ U1.

Здесь учтено, что

U1 “ aeat cos bt´ beat sin bt|t“0 “ a, U2 “ aeat sin bt` beat cos bt|t“0 “ b.

После преобразований получим, что C2 “ U1´aU0

b
.

Тогда общее решение уравнения (5):

Upξ,η,tq “ U0e
at cos bt` U1 ´ aU0

b
eat sin bt` 2ε

tż

0

eapξ,η,τqpt´τq sinpbpξ,η,τqpt ´ τqq
bpξ,η,τq Gpξ,η,τqdτ “
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“ U0

´
eat cos bt´ a

b
eat sin bt

¯
` U1

eat sin bt

b
` 2ε

tż

0

eapt´τq sin bpt´ τq
b

Gpξ,η,τqdτ.

Решения задачи Коши (5) с правой частью 2εGpξ,η,tq можно представить в виде:

Upξ,η,tq “ U0pξ,ηqK1pξ,η,tq ` U1pξ,ηqK2pξ,η,tq` (8)

`2ε

tż

0

K3pξ,η,τqGpξ,η,t ´ τqdτ.

Применив к (8) обратное преобразование Фурье, с учетом теоремы о свертке F´1tKGu “
“ k ˚ g [12], получим искомое представление (4).

В операторном виде u “ Ap 9u3q ` f, где A – оператор с ядром

k3p
a
x2 ` y2,tq “ k3pr,tq “

8ż

0

eapρqt sin bpρqt
bpρq J0prρqρdρ,

при вычислении которого используется интеграл J0prρq “ 1

2π

πş
´π

e´iρpx cos θ`y sin θqdθ, где x “

“ r cosϕ, y “ r sinϕ [11]. Если u0px,yq “ 0, u1px,yq “ 0, получаем нелинейное уравнение
u “ Ap 9u3q или 9u “ Atp 9u3q. Обозначив v “ 9u, приходим к уравнению v “ Atv

3, удобному для
применения итерационных методов.

Так как ядра kjpx,y,tq, j “ 1,2,3 в нелинейном уравнении (4), эквивалентном задаче (2)–(3),
зависят только от r “

a
x2 ` y2, то запишем (4) в полярной системе координат. Обозначим

черезKjpρ,tq “ Kjpξ,η,tq, j “ 1,2,3, гдеρ2 “ ξ2`η2, upx,y,tq “ upr,ϕ,tq, x “ r cosϕ, y “ r sinϕ,
uipρ,θq “ uipξ,ηq, i “ 0,1. Тогда

kjpx,y,tq “ F´1 tKjpξ,η,tqu “ 1

2π

ż

R2

Kjpξ,η,tqe´ipxξ`yηqdξdη “

“ 1

2π

8ż

0

πż

´π

Kjpρ,tqe´ipxρ cos θ`yρ sin θqdθρdρ “
8ż

0

Kjpρ,tqJ0
´
ρ
a
x2 ` y2

¯
ρdρ.

Следовательно

kj px´ ξ,y ´ η,tq “
8ż

0

Kjpρ,tqJ0
´
ρ
a

px ´ ξq2 ` py ´ ηq2
¯
ρdρ “

“
8ż

0

Kjpρ,tqJ0
´
ρ
a
r2 ` ρ2 ´ 2rρ cospϕ ` θq

¯
ρdρ “ kjpr,ϕ,tq.

Здесь использована формула [11]:

1

2π

πż

´π

e´iρpx cos θ`y sin θqdθ “ J0

´
ρ
a
x2 ` y2

¯

или в вещественной форме

1

2π

2πż

0

cospαR cos θq cospβR sin θqdθ “ J0

´
R
a
α2 ` β2

¯
.
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Уравнение (4) запишется в виде

upr,ϕ,tq “
8ş
0

πş
´π

rk1pr,ϕ ` θ,tqu0pρ,θq ` k2pr,ϕ ` θ,tqu1pρ,θqsdθρdρ´

´2µε
tş
0

8ş
0

πş
´π

k3pr,ϕ ` θ,tq 9u3pρ,θ,τqdθρdρdτ “

“
πş

´π

„
k1pr,ϕ ` θ,tq

ˆ8ş
0

u0pρ,θqρdρ
˙

` k2pr,ϕ ` θ,tq
ˆ8ş

0

u1pρ,θqρdρ
˙
dθ´

´2µε
tş
0

πş
´π

k3pr,ϕ ` θ,tq
ˆ8ş

0

9u3pρ,θ,τqρdρ
˙
dθdτ.

(9)

В формулах для kjpr,ϕ ` θ,tq функции Kjpρ,tq имеют вид

Kjpρ,tq “ eεqpρqt
«
cosp1 ´ ε2q2pρqq 1

2 ´ εqpρqsinp1 ´ ε2q2pρqq 1

2

p1 ´ ε2q2pρqq 1

2

ff
,

K2pρ,tq “ K3pρ,tq “ eεqpρqt sinp1 ´ ε2q2pρqq1{2

p1 ´ ε2q2pρqq1{2
.

Пусть начальные условия сосредоточены в узком кольце R0 ď r ď R1 или на окружности

радиуса R, т. е. uipρ,θq “ δpρ ´RqUipθq,
8ş
0

uipρ,θqρdρ “ RUipθq, i “ 1,2. Тогда

upr,ϕ,tq “ R
πş

´π

rk1pr,ϕ ` θ,tqU0pθq ` k2pr,ϕ ` θ,tqU1pθqsdθ´

´2µε
tş
0

πş
´π

k3pr,ϕ ` θ,tq
8ş
0

9u3pρ,θ,τqρdρdθdτ ,

на окружности r “ R

upR,ϕ,tq “ R
πş

´π

rk1pR,ϕ ` θ,tqU0pθq ` k2pR,ϕ ` θ,tqU1pθqsdθ´

´2µε
tş
0

πş
´π

k3pR,ϕ ` θ,tq
8ş
0

9u3pρ,θ,τqρdρdθdτ ,

kjpR,ϕ ` θ,tq “
8ż

0

Kjpρ,tqJ0
´
ρ
a
R2 ` ρ2 ´ 2Rρ cospϕ ` θq

¯
ρdρ.

Если u, 9u равны нулю вне окружности радиуса R, то получим наиболее простые уравнения

upR,ϕ,tq “

“ R

πż

´π

rk1pR,ϕ ` θ,tqU0pθq ` k2pR,ϕ ` θ,tqU1pθqsdθ ´ 2µεR

tż

0

πż

´π

k3pR,ϕ ` θ,tq 9u3pR,θ,τqdθdτ ,

πż

´π

ki`1pR,ϕ ` θ,tqUipθqdθ “
πż

´π

8ż

0

Kipρ,tqJ0
´
ρ
a
R2 ` ρ2 ´ 2Rρ cospϕ ` θq

¯
Uipθqdθρdρ “

“
8ż

0

Ki`1pρ,tq

¨
˝

πż

´π

J0

´
ρ
a
R2 ` ρ2 ´ 2Rρ cospϕ ` θq

¯
Uipθqdθ

˛
‚ρdρ “
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“
8ż

0

Ki`1pρ,tqru1pR,ρ,ϕqρdρ, i “ 0,1,

9upr,ϕ,tq “ R
πş

´π

“ B
Btk1pr,ϕ ` θ,tqU0pθq ` B

Btk2pr,ϕ ` θ,tqU1pθq
‰
dθ´

´2µε
πş

´π

k3pr,ϕ ` θ,tq
ˆ8ş

0

9u3pρ,θ,tqρdρ
˙
dθ.

Обозначив υ “ 9u, получим

υpr,ϕ,tq “ R
πş

´π

“ B
Btk1pr,ϕ ` θ,tqU0pθq ` B

Btk2pr,ϕ ` θ,tqU1pθq
‰
dθ´

´2µε
πş

´π

k3pr,ϕ ` θ,tq
ˆ8ş

0

υ3pρ,θ,tqρdρ
˙
dθ.

На окружности (тонкий цилиндр) радиуса R получим

υpR,ϕ,tq “ R

πż

´π

„ B
Btk1pR,ϕ ` θ,tqU0pθq ` B

Btk2pR,ϕ ` θ,tqU1pθq ´ 2µεk3pR,ϕ ` θ,tqυ3pR,θ,tq

dθ.

Более подробно задача на окружности радиуса R рассматриваются в следующем разделе.
Также выводится эквивалентное нелинейное интегральное уравнение.

2. ГОРЕНИЕ В ТОНКОСТЕННОМ ЦИЛИНДРЕ

Остановимся детальнее на исследовании периодических решений уравнения (1) на окруж-
ности радиуса R, которое соответствует спиновым режимам горения тонкостенного цилиндра.
Сделаем замену x “ θR, ξpx,tq “ ξpθR,tq “ upθ,tq:

:u` u “ 2ε
”

9u
`
1 ´ 4

3
9u2
˘

` λ2

4π2R2∆ 9u` βλ
2πR2α p´∆qα 9u

ı
, 0 ă α ă 1,

upθ ` 2π,tq “ upθ,tq, 0 ď θ ď 2π, upθ,0q “ u0pθq, 9upθ,0q “ u1pθq.
(10)

Также могут быть заданы краевые условия, например, условия Неймана:

B 9u

Bθ |θ“0 “ B 9u

Bθ |θ“2π “ 0. (11)

Для решения задачи (10) применим дискретное преобразование Фурье W [12]:

upθ,tq “
8ř

n“´8
unptqeinθ “ Wu, un “ W´1u.

Тогда p´∆qα 9u “ ´
8ř

n“´8
9unptqn2αeinθ, где p´∆qα– псевдодифференциальный оператор,

0 ă α ă 1 [10, 12]. В образах Фурье для функций unptq получим:

Lun ” :un ´ 2ε

ˆ
1 ´ λ2n2

4π2R2
` βλ

2πR
2α n

2α

˙
9un ` un “ 2εgnptq, (12)

где gn “ W´1G, Gpθ,tq “ ´µ
8ř

n“´8
p 9u3qneinθ .
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Для уравнения Lun “ 0 соответствующее характеристическое уравнение:

ω2
n ´ 2ε

ˆ
1 ´ λ2n2

4π2R2
` βλ

2πR
2α n

2α

˙
ωn ` 1 “ 0. (13)

Построим решение задачи (10)–(11) для комплексных корней характеристического урав-
нения (13):

pω1,2qn “ ε

ˆ
1 ´ λ2n2

4π2R2
` βλ

2πR
2α n

2α

˙
˘

d

ε2
ˆ
1 ´ λ2n2

4π2R2
` βλ

2πR
2α n

2α

˙2

´ 1, (14)

где pω1,2q
n

“ Reωn ˘ iImωn, Reωn “ εqn, Imωn “
a

1 ´ ε2q2n,qn “ 1 ´ λ2n2

4π2R2 ` βλ

2πR
2α n

2α.

В случае комплексных корней (14) для характеристического уравнения (13) общее решение
однородного уравнения (12) Lu “ 0 имеет вид:

unptq “ C1ne
pω1qnt ` C2ne

pω2qnt.

Тогда частное решение представимо в виде:

uчptq “ C1nptqepω1qnt ` C2nptqepω2qnt.

Подставляя в (12), получим систему уравнений относительно C 1
1nptq, C 1

2nptq:

C 1
1e

pω1qnt ` C 1
2e

pω2qnt “ 0, C 1
1pω1qnepω1qnt ` C 1

2pω2qnepω2qnt “ 2εgn.

Тогда с помощью метода Крамера:

∆ “
ˇ̌
ˇ̌ epω1qnt epω2qnt

pω1qnepω1qnt pω2qnepω1qnt

ˇ̌
ˇ̌ “ ppω2qn ´ pω1qnqeppω1qn`pω2qnqt,

∆1 “
ˇ̌
ˇ̌ 0 epω2qnt

2εgn pω2qnepω1qnt

ˇ̌
ˇ̌ “ ´2εgne

pω2qnt, ∆1 “
ˇ̌
ˇ̌ epω1qnt 0

pω1qnepω1qnt 2εgn

ˇ̌
ˇ̌ “ 2εgne

pω1qnt.

Тогда C 1
1ptq “ ´ 2εgne

pω2qnt

ppω2qn´pω1qnqeppω1qn`pω2qnqt “ ´2εgn
e´pω1qnt

pω2qn´pω1qn ,

C 1
2ptq “ 2εgne

pω1qnt

ppω2qn ´ pω1qnqeppω1qn`pω2qnqt “ 2εgn
e´pω2qnt

pω2qn ´ pω1qn
.

Откуда

C1ptq “ ´ 2ε

pω2qn ´ pω1qn

tż

0

gnpτqe´pω2qnτdτ, C2ptq “ 2ε

pω2qn ´ pω1qn

tż

0

gnpτqe´pω1qnτdτ.

Найдем вид частного решения:

uчptq “ 2ε

pω2qn ´ pω1qn

tż

0

”
epω2qnpt´τq ´ epω1qnpt´τq

ı
gnpτqdτ.

Общее решение:

unptq “ C1ne
pω1qnt ` C2ne

pω2qnt ` 2ε

pω2qn ´ pω1qn

tż

0

”
epω2qnpt´τq ´ epω1qnpt´τq

ı
gnpτqdτ,
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upθ,tq “
8ÿ

n“´8

”
C1ne

pω1qnt ` C2ne
pω2qnt

ı
einθ ´ 2µε

tż

0

1

2π

πż

´π

Ktpθ ´ s,t´ τq 9u3ps,τqdsdτ.

Найдем коэффициенты C1, C2 из начальных условий:

upθ,0q “ u0pθq “
8ÿ

n“´8
rC1n ` C2nseinθ “

8ÿ

n“´8
u0ne

inθ,

9upθ,0q “ u1pθq “
8ÿ

n“´8
rC1npω1qn ` C2npω1qnseinθ “

8ÿ

n“´8
u1ne

inθ.

После преобразований получим, что C1n “ pω2qnu0n´u1n

pω2qn´pω1qn , C2n “ u1n´pω1qnu0n

pω2qn´pω1qn .
Тогда общее решение уравнения (12):

upθ,tq “
8ÿ

n“´8

1

pω2qn ´ pω1qn

´
rpω2qnu0n ´ u1ns epω2qnt ´ ru1n ´ pω1qnu0ns epω1qnt

¯
einθ´

´2µε

tż

0

1

2π

πż

´π

K3pθ ´ s,t´ τq 9u3ps,τqdsdτ.

Из полученных выкладок следует
Утверждение 2. Решение исходной задачи (10) для комплексных корней представимо в

виде

Upθ,tq “ 1

2π

πż

´π

pK1pθ ´ squ0psq `K2pθ ´ squ1psqq ds´ (15)

´2µε

tż

0

1

2π

πż

´π

K3pθ ´ s,t´ τq 9u3ps,τqdsdτ,

где

pk1qn ptq “ pω2qnepω2qnt ` pω1qnepω1qnt

pω2qn ´ pω1qn
, pk2qnptq “ epω2qnt ` epω1qnt

pω2qn ´ pω1qn
,

pk3qnptq “ sh
?

ε2q2n´1¨t?
ε2q2n´1

eεqnt,

Kjpθ,tq “ W pkjqnpθ,tq, j “ 1,2,
1

2π

πż

´π

K3pθ ´ s,t´ τq 9u3ps,τqdsdτ “ W pk3qngn, ε2q2n ´ 1 ă 0.

Представление (15) позволяет находить вид приближенного решения в зависимости от
малого параметра 0 ă ε ! 1 и параметров β, λ, α.

Найдем приближенные решения (10) при α “ 1{2 с помощью метода Галеркина. Обозначим
ρ “ 2πRλ´1. Согласно методу при малых колебаниях решением уравнения является функция
вида:

upθ,tq “ y0ptq ` y1ptq cos θ ` vpθ,tq, (16)

где ykptq, k “ 0,1 – периодические относительно переменной t функции, функция vpθ,tq также
периодическая, кроме того обладает свойствами:

P0v :“ 1

π

2πş
0

vpθ,tqdt “ 0, P1v :“ cos θ 1

π

2πş
0

vpθ,tq cos tdt “ 0, P2v :“ sin θ 1

π

2πş
0

vpθ,tq sin tdt “ 0 .
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Операторы Pi, i “ 0,1,2 выписаны на основании реализации условий разрешимости. Па-
раметр q1 “ 1 ´ λ2

4π2R2 ` βλ
2πR

будем рассматривать в качестве бифуркационного параметра.
Ранее в работе [7] q1 обозначено как α1 “ 1 ´ ρ´2 ` βρ´1 при ρ “ 2πRλ´1.

На Международной конференции имени И. Г. Петровского [6] анонсировалось построение
периодического решение задачи (10):

u0 “ ξ0pθ,τ,εq “ cos τ ` 1

12
ε p3 sin τ ´ sin 3τ q `Opε2q, (17)

где τ “
`
1 ` 1

4
p1 ´ 6pq1 ´ 1qq ε2 `Opε2,pq1 ´ 1q2q

˘
t.

Дальнейшие исследования показали, что после прохождения бифуркационного парамет-
ра через критическое значение q1 “ 1, от решения (17) ответвляется пара периодических
решений:

u1 “ ξ˘
1

pθ,τ,εq “
a
3 ´ 2q1 cos τ ˘ 2

a
q1 ´ 1 sin τ cos θ `Opεq. (18)

Спектр системы имеет вид:

tq1 ´ 1,q1 ´ 3, . . . ,qk ´ 1,qk ´ 3, . . .u , при k “ 1,2, . . . .

Исследуя динамику периодических структур и проведя бифуркационный анализ, можно
сформулировать утверждение:

Утверждение 3. Решение уравнения (10), представленное в виде (17), является устойчи-
вым при q1 ă 1. После прохождения через критическое значение параметра q1 “ 1 решение
теряет свою устойчивость, рождается пара других устойчивых периодических решений (18).
Пара ответвляющихся решений (17) существует только на интервале p1; 1,5q.

Численный анализ устойчивости иллюстрирует зависимость динамики решений от пара-
метра β (который содержится в q1q. Его изменения приводят к изрезанности волн.

Рис. 1. Решения ξ˘
1

при q1 “ 1,06.

Рис. 2. Решения ξ˘
1

при q1 “ 1,48.
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Так как q1 “ 1 ´ ρ´2 ` βρ´1, то q1 монотонно возрастает на промежутке p0, β{2q и моно-
тонно убывает на промежутке pβ{2, 8q. Динамика системы (10) при возрастании ρ зависит
от величины β. Кроме того, q1 “ q1pρq Ñ 1 при ρ Ñ 8. То есть можем сделать вывод, что
параметр ρ также является бифуркационным, его критическим значением является ρ “ β´1.

На рис. 1–2 представлено поведение автомодельных режимов ξ˘
1

pθ,t,εq при фиксированном
значении параметра ρ “ 1,4 и параметре β “ 0.8 (рис. 1) и β “ 1,4 (рис. 2), для которых ха-
рактерна зависимость амплитуды колебаний от величины коэффициента нелокальной связи
β и пространственной переменной θ.

Утверждение 4. Увеличивая значения параметра β при фиксированном ρ, увеличивает-
ся максимальное значение амплитуды A (коэффициент при cos θq. К аналогичной ситуации
приводит увеличение параметра ρ при фиксированном β, – это объясняется амплитудной тур-
булентностью, скачкообразным характером зависимости амплитуды автомодельных циклов
от пространственной переменной θ. Вблизи бифуркационного значения ρ “ β´1 амплиту-
да принимает постоянное значение равное 1, что соответствует амплитуде синфазной волны
ξ0 “ cos t`Opεq.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассмотрены основные задачи теории горения, автоколебательный и спиновый
режимы распространения фронта реакции для феноменологической модели спинового горе-
ния с псевдодифференциальным оператором p´∆qα, 0 ă α ă 1 на плоскости и тонкостенном
цилиндре.

Впервые с помощью двойного преобразования Фурье, когда зона горения вся плоскость,
исходная задача приводится к нелинейному интегральному уравнению с ядрами, зависящи-
ми от функции Бесселя. Показано использование уравнения в полярной системе координат
для процессов горения в кольцевой области. Для области тонкостенного цилиндра прове-
ден анализ периодических решений уравнения спинового горения, в результате исследования
сформулировано утверждение об устойчивости решения в зависимости от значения бифурка-
ционного параметра, а также утверждение о динамике рождающихся решений в зависимости
от коэффициента нелокальной связи участков фронта. Дальнейший интерес представляет
изучение феноменологического уравнения спинового горения на полуплоскости, полосе и ис-
следование спинового режима в тонкостенном цилиндре при произвольной степени α опера-
тора Лапласа.
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