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Аннотация. Работа посвящена построению алгебры специального вида одномерных
псевдодифференциальных операторов, включающих операторы Бесселя отрицательно-
го параметра. Одной из важнейших задач является улучшение некоторых элементар-
ных оценок, связанных с оператором псевдосдвига, коммутирующим с указанным выше
оператором Бесселя. Это неравенство получено Л. Н. Ляховым, для изучаемых ранее
j-псевдодифференциальных операторов на основе обобщенного сдвига Пуассона.
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A COROLLARY FROM PETRE’S INEQUALITY FOR
GENERALIZED T-PSEUDO-SHIFTINGS IN R1

Yu. N. Bulatov

Abstract. The work is devoted to the construction of an algebra of a special type of one-
dimensional pseudodifferential operators, including Bessel operators of a negative parameter.
One of the most important tasks is to improve some elementary estimates associated with the
pseudoshift operator commuting with the above Bessel operator. This inequality was obtained
by L. N. Lyakhov for the previously studied j-pseudodifferential operators on the basis of the
generalized Poisson shift.
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ВВЕДЕНИЕ

В этой работе речь идет о сингулярном дифференциальном операторе Бесселя

B´γ “ B2
Bx2 ` ´γ

x

B
Bx, ´γ ă 0,

в области x P R`
1

“ tx : x ą 0u с отрицательным параметром. Сингулярный дифференци-
альный оператор

∆B´γ “
nÿ

i“1

B´γi ,

слагаемые которого представляют собой операторы Бесселя с параметром ´γi P p´1,0q, изу-
чался в [5], где решалась задача Дирихле с граничным условием на поверхности шара и это
привело к новому специальному классу весовых сферических функций.

Принципиальной особенностью изучаемого здесь оператора B´γ заключается в том, что
оператор, играющий роль “сдвига” и коммутирующий с оператором B´γ , не принадлежит
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классу обобщенных сдвигов Левитана. Далее он будет называться T-псевдосдвигом. Работа
с этим оператором, создает особые трудности при исследовании класса сингулярных псевдо-
дифференциальных операторов, которые включают в себя указанные выше операторы Бес-
селя. Этот класс сингулярных псевдодифференциальных операторов будем называть сингу-
лярными J-псевдодифференциальными операторами И. А. Киприянова (в дальнейшем, со-
кращая будем писать J-ПДО).

Преобразование Бесселя, которое применяется при построении J-ПДО, основано на функ-
циях Бесселя, удовлетворяющих сингулярному дифференциальному уравнению Бесселя
B´γupxq ` upxq “ 0. Эти функции будем называть J-функции Бесселя и обозначать J˘µ,
где µ “ 1`γ

2
. Эти функции в дальнейшем будут ядрами соответствующих интегральных пре-

образований Бесселя, используемых при построении J-ПДО.
J–Функции Бесселя использовались в работах [6], [8] для изучения уравнений с оператором

Киприянова ∆B´γ и для построения специального класса сингулярных J-ПДО.

1. РЕШЕНИЯ СИНГУЛЯРНОГО УРАВНЕНИЯ БЕССЕЛЯ
С ПАРАМЕТРОМ ´γ ă 0

J-Функции Бесселя определены как линейно независимые решения сингулярного диффе-
ренциального уравнения Бесселя

B´γ J˘µpλxq ` λ2J˘µpλxq “ 0, ´ γ ă 0.

Пусть µ “ γ`1

2
. Фундаментальной системой решений этого уравнения являются следующие

функции:

Jµpxq “ C1 x
µ Jµpxq “ x2µ

8ÿ

m“0

p´1qm Γp1 ` µq
m!Γ pm ` 1 ` µq

´x
2

¯2m

, C1 “ 2µΓp1 ` µq,

J´µpxq “ C2 x
µ J´µpxq “

8ÿ

m“0

p´1qm Γp1 ´ µq
m!Γ pm` 1 ´ µq

´x
2

¯2m

, C2 “ 2´µΓp1 ´ µq,

где Jµ — функция Бесселя первого рода, µ ą 1

2
. В отличие от [6], нам удобнее рассматривать J-

функции Бесселя, с соответствующими коэффициентами, облегчающими связь этих функций
с j-функциями Бесселя

jµpxq “ 2µΓpµ` 1qJµpxq
xµ

, µ ą ´1

2
,

которые определены в работе [3], т. е. мы будем полагать Jµpxq “ x2µjµpxq.
Для j-функции Бесселя с параметром µ ą ´1

2
в работе [3] приведены свойства и доказана

следующая теорема сложения
jµptxqjµptyq “ T y

x jµptxq,
где T y

x — обобщенный сдвиг Пуассона:

T y
x fptxq “

Γ
´
γ`1

2

¯

Γ
`
1

2

˘
Γ
`
γ
2

˘
ż π

0

f
´
t
a
x2 ` y2 ´ 2xy cosα

¯
sinγ´1 α dα.

Функции jµ и Jµ имеют положительный индекс и связаны равенством

Jµpxq “ x2µjµpxq,

из которого в [6] получена теорема сложения для Jµ-функций Бесселя

JµpxtqJµpytq “ T
y
xJµpxtq, (1)
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где µ “ γ`1

2
, µ ą 1

2
и в равенстве (1) оператор T

y
x, имеет следующий вид

T
y
xfptxq “ Cµ ptxq2µptyq2µ

ż π

0

f
´
t
a
x2 ` y2 ´ 2xy cosα

¯

´
t
a
x2 ` y2 ´ 2xy cosα

¯2µ
sin2µ α dα, (2)

где

Cµ “
Γ
´
γ`3

2

¯

Γ
`
1

2

˘
Γ
´
γ`2

2

¯ .

Оператор (2) будем называть обобщенным T-псевдосдвигом. Этот сдвиг уже не принадле-
жит классу обобщенных сдвигов Левитана, так как T0

xfpxq ‰ fpxq, T
y
x1 ‰ 1.

2. T-ПСЕВДОСДВИГ И НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА

Отметим, что особенность, возникающая в (2) при x “ y и при α “ 0, является слабой.
Здесь приведены лишь необходимые в этой работе свойства T-псевдосдвига, взятые из работы
[6].

Свойство 1 (Самосопряжённость T-псевдосдвига). Пусть f и g четные, для которых

8ż

0

| fpxq|x´γdx ă 8 и

8ż

0

| gpxq|x´γdx ă 8 ,

тогда
8ż

0

T
yfpxqgpxqx´γdx “

8ż

0

fpxqTygpxqx´γdx.

Свойство 2 (Коммутируемость T-псевдосдвига с сингулярным дифференциальным опе-
ратором B´γq. Пусть f четная, дважды непрерывно дифференцируемая функция, 0 ă γ ă 1

и x´γfpxq P L2p0,8q. Тогда
B´γ,xT

yfpxq “ T
yB´γ,xfpxq.

Свойство 3 (Переместительность T-псевдосдвига). Если функция f представлена равно-
мерно сходящимся рядом Фурье по J-функциям Бесселя, то

T
y
T
zfpxq “ T

z
T
yfpxq.

Свойство 4 (Ассоциативность T-псевдосдвига). Если функция f представлена равномер-
но сходящимся рядом Фурье по J-функциям Бесселя, то

T
z
yT

yfpxq “ T
z
T
yfpxq.

3. ЭЛЕМЕНТАРНОЕ НЕРАВЕНСТВО ДЛЯ T-ПСЕВДОСДВИГА В R1

Доказываемое в этом пункте работы неравенство для T-псевдосдвига ранее было получено
Л. Н. Ляховым для обобщенного сдвига Пуассона, действующего по одной из переменных (см.
[4]).

При изучении классических псевдодифференциальных операторов важную роль играет
неравенство Петре [7]

ˆ
1 ` |ξ|2
1 ` |η|2

˙k

ď 2|k|
´
1 ` |ξ ´ η|2

¯|k|
, k P Rn , (3)
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и интегральное неравенство

8ż

0

´
1 ` |ξ ´ η|2

¯´p ´
1 ` |η ´ τ |2

¯´q

dη ď C
´
1 ` |ξ ´ τ |2

¯´p

, (4)

где p и q произвольные достаточно большие числа.
Соответствующим аналогом неравенства (4) является неравенство

Л. Н. Ляхова для обобщенного сдвига Пуассона, действующего по последней переменной (см.
в [4] лемму 1 и лемму 2).

Приведем формулировку этого неравенства.
Пусть ξ “ pξ1,ξn`1q,η “ pη1,ηn`1q,τ “ pτ 1,τn`1q принадлежат пространству R`

n`1
и пусть

q “ 3p произвольное большое число. Тогда имеет место следующее неравенство
ż

R
`
n`1

T ξn`1

ηn`1

`
1 ` |ξ1 ´ η1|2 ` η2n`1

˘´p
T ηn`1

τn`1

`
1 ` |η1 ´ τ 1|2 ` τ2n`1

˘´q
η´γdη ď

ď C T ξn`1

τn`1

`
1 ` |ξ1 ´ τ 1|2 ` τ2n`1

˘´p
. (5)

Необходимость в неравенствах аналогичных (4) и (5) возникает при исследовании сингу-
лярных J-псевдодифференциальные операторов.

Теорема 1. Пусть ξ,η,τ точки пространства R`
1

и пусть p и q произвольные достаточно
большие числа. Тогда

ż

R
`
n

T
ξ
η

`
1 ` η2

˘´p
T
η
τ

`
1 ` τ2

˘´q
η´γdη ď C T

ξ
τ

`
1 ` τ2

˘´p
(6)

Доказательство. Обозначим левую часть неравенства (6) через I. Имеем

I “
ż

R
`
1

T
ξ
η

`
1 ` η2

˘´p
T
η
τ

`
1 ` τ2

˘´q
η´γdη.

Применяя свойство самосопряжённости T-псевдосдвига (см. свойство 1), получим

I “
ż

R
`
1

T
τ
ηT

ξ
η

`
1 ` η2

˘´p `
1 ` η2

˘´q
η´γdη.

Далее используем свойство переместительности оператора T-псевдосдвига, тогда

I “
ż

R
`
1

T
ξ
ηT

τ
η

`
1 ` η2

˘´p `
1 ` η2

˘´q
η´γdη.

По свойству ассоциативности оператора T-псевдосдвига (см. свойство 4), имеем

I “
ż

R
`
1

T
ξ
τT

τ
η

`
1 ` η2

˘´p `
1 ` η2

˘´q
η´γdη. (7)

Теперь рассмотрим отдельно Tτ
η

`
1 ` η2

˘´p
:

T
τ
η

`
1 ` η2

˘´p “ Cµ

ż π

0

pητq2µ
´a

1 ` η2 ` τ2 ´ 2ητ cosα
¯´p

´a
η2 ` τ2 ´ 2ητ cosα

¯2µ
sin2µ α dα.
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Учитывая, что
|η ´ τ |2 ď η2 ` τ2 ´ 2ητ cosα, (8)

получим

T
τ
η

`
1 ` η2

˘´p “ Cµ

ż π

0

pητq2µ
`
1 ` |η ´ τ |2

˘´p

´a
η2 ` τ2 ´ 2ητ cosα

¯2µ
sin2µ α dα.

Следовательно, т. к. µ “ γ`1

2
, то

T
τ
η

`
1 ` η2

˘´p “ Cµ

πż

0

˜
ητa

η2 ` τ2 ´ 2ητ cosα

¸γ`1 `
1 ` |η ´ τ |2

˘´p
sinγ`1 αdα.

Минимальное значение выражение
a
η2 ` τ2 ´ 2ητ cosα принимает при α “ 0 и η “ τ .

Положим η “ τ , тогда

T
τ
η

`
1 ` η2

˘´p “ Cµ

πż

0

˜
τa

τ22p1 ´ cosαq

¸γ`1 `
1 ` |η ´ τ |2

˘´p
sinγ`1 αdα “

“ Cµ

πż

0

ˆ
1

2 sin α
2

˙γ`1 `
1 ` |η ´ τ |2

˘´p
2 sinγ`1 α

2
cosγ`1 α

2
dα “

“ Cµ

πż

0

`
1 ` |η ´ τ |2

˘´p
cosγ`1 α

2
dα.

Теперь перейдём к пределу при α Ñ 0. В результате

T
τ
η

`
1 ` η2

˘´p “ lim
αÑ0

Cµ

πż

0

`
1 ` |η ´ τ |2

˘´p
cosγ`1 α

2
dα “

“ Cµ

`
1 ` |η ´ τ |2

˘´p
.

Теперь вернемся к основному неравенству (7). Имеем

I ď CµT
ξ
τ

ż

R
`
1

`
1 ` |η ´ τ |2

˘´p `
1 ` η2

˘´q
ηdη.

Из неравенства Петре (3), получим
ˆ
1 ` |η|2
1 ` |τ |2

˙p

ď 2|p|
´
1 ` |η ´ τ |2

¯|p|
, p P R1,

следовательно

I ď 2|p|Cµ T
ξ
τ

ż

R
`
1

ˆ
1 ` τ2

1 ` η2

˙´p `
1 ` η2

˘´q
ηdη.

Обозначим приведенные выше постоянные 2|p|Cµ за C. Тогда

I ď C T
ξ
τ

`
1 ` τ2

˘´p
ż

R
`
1

`
1 ` η2

˘p `
1 ` η2

˘´q `
1 ` η2

˘ 1

2 dη “
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“ C T
ξ
τ

`
1 ` τ2

˘´p
ż

R
`
1

`
1 ` η2

˘p´q` 1

2 dη.

Поскольку p и q произвольные числа, то положим p´ q ą ´n´ 3

2
. Тогда

ż

R
`
1

T
ξ
η

`
1 ` η2

˘´p
T
η
τ

`
1 ` τ2

˘´q
η´γdη ď C T

ξ
τ

`
1 ` τ2

˘´p

Доказательство закончено.
Теорема 2. Пусть ξ,η точки пространства R`

1
. Тогда для любых p и q

ˆ
1 ` |ξ|2
1 ` |η|2

˙k

T
η
ξ

`
1 ` ξ2

˘´p ď C T
η
ξ

`
1 ` ξ2

˘|k|´p
(9)

Доказательство. Обозначим левую часть неравенства (9) через Q. Тогда

Q “
ˆ
1 ` |ξ|2
1 ` |η|2

˙k

T
η
ξ

`
1 ` ξ2

˘´p
.

Согласно неравенству Петре (3), имеем

Q “
ˆ
1 ` |ξ|2
1 ` |η|2

˙k

T
η
ξ

`
1 ` ξ2

˘´p ď 2|k|
´
1 ` |ξ ´ η|2

¯|k|
T
η
ξ

`
1 ` ξ2

˘´p “

“ 2|k|
´
1 ` |ξ ´ η|2

¯|k|
Cµ

ż π

0

pξηq2µ
´a

1 ` ξ2 ` η2 ´ 2ξη cosα
¯´p

´a
ξ2 ` η2 ´ 2ξτ cosα

¯2µ
sin2µ α dα.

Согласно неравенству (8), получим

Q ď 2|k| Cµ

´a
1 ` ξ2 ` η2 ´ 2ξη cosα

¯|k| ż π

0

pξηq2µ
´a

1 ` ξ2 ` η2 ´ 2ξη cosα
¯´p

´a
ξ2 ` η2 ´ 2ξτ cosα

¯2µ
sin2µ α dα.

Обозначим постоянные за C. Тогда

Q ď C
´a

1 ` ξ2 ` η2 ´ 2ξη cosα
¯|k| ż π

0

pξηq2µ
´a

1 ` ξ2 ` η2 ´ 2ξη cosα
¯´p

´a
ξ2 ` η2 ´ 2ξτ cosα

¯2µ
sin2µ α dα ď

ď C

ż π

0

pξηq2µ
´a

1 ` ξ2 ` η2 ´ 2ξη cosα
¯|k|´p

´a
ξ2 ` η2 ´ 2ξτ cosα

¯2µ
sin2µ α dα ď C T

η
ξ

`
1 ` ξ2

˘|k|´p
.

Доказательство закончено.
Отметим также, что из неравенства (8) аналогично доказательству теоремы 2 получим

весьма полезное для теории J-ПДО неравенство

´
1 ` |ξ ´ η|2

¯|k|
T
η
ξ

`
1 ` ξ2

˘´p ď C T
η
ξ

`
1 ` ξ2

˘|k|´p
.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведены линейно независимые решения сингулярного уравнения Бесселя B´γ J˘µpλxq`
λ2J˘µpλxq “ 0, и теорема сложения для Jµ-функций Бесселя. Приведен коммутирующий с
оператором B´γ T-псевдосдвиг. Доказаны интегральные неравенства для T-псевдосдвига в
R1.
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