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Аннотация. В данной работе исследована прямая представимость обыкновенно-
го дифференциального уравнения восьмого порядка в форме уравнений Гамильтона-
Остроградского. Для этого получены необходимые и достаточные условия прямой пред-
ставимости заданного уравнения в форме уравнения Лагранжа-Остроградского и по-
строено соответствующее действие по Гамильтону-Остроградскому. Определена также
вариационная структура рассматриваемого обыкновенного дифференциального уравне-
ния восьмого порядка.
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Abstract. In the paper, we investigate the direct representability of an eight-order ordinary
differential equation in the form of Hamilton-Ostrogradskii equations. For this purpose,
necessary and sufficient conditions of the direct representability of the given equation in
the form of Lagrange-Ostrogradskii equation are obtained and the corresponding Hamilton-
Ostrogradskii action is constructed. The variational structure of the considered ordinary
differential equation of the eighth order is also determined.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Вариационные принципы сыграли основополагающую роль в становлении и развитии ме-
ханики (см., например, монографию [1] и библиографию в ней). В [2], [3], [4] излагаются
классические и современные методы решения основных задач динамики. Задачи исследова-
ния вариационности дифференциальных уравнений и их представимости в форме уравнений
Гамильтона являются достаточно актуальными. Отметим, что этим вопросам посвящено зна-
чительное количество работ (см., например, [1], [5–17]). Представляет значительный интерес
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распространить некоторые изложенные в этих работах методы на исследование вопросов
прямой и косвенной представимости дифференциальных уравнений с производными выс-
ших порядков в форме уравнений Лагранжа-Остроградского, построение соответствующих
функционалов - действий по Гамильтону-Остроградскому и представление этих уравнений в
форме уравнений Гамильтона-Остроградского. В связи с этим вопрос о вариационности од-
ного обыкновенного дифференциального уравнения восьмого порядка и его представимости
в форме уравнений Гамильтона-Остроградского приобретает особую важность, что и опре-
делило актуальность данной работы.

Основная цель настоящей работы — установить связь прямой вариационной форму-
лировки обыкновенного дифференциального уравнения восьмого порядка с уравнения-
ми Гамильтона-Остроградского, т.е. получить условия прямой представимости заданно-
го уравнения в форме уравнения Лагранжа-Остроградского, построить соответствующий
функционал-вариационный принцип, применить схему Остроградского [16] для представле-
ния этого уравнения в форме уравнений Гамильтона-Остроградского. Для этого также тре-
буется определить вариационную структуру рассматриваемого обыкновенного дифференци-
ального уравнения восьмого порядка.

Следует отметить, что метод построения функционалов, предложенный в [9], [10], [11], тре-
бует введения некоторых дополнительных операторов для операторных уравнений (функций
для обыкновенных дифференциальных уравнений). Разработанный в [7] подход позволяет
избежать введения таких операторов (функций), а в настоящей работе он распространен на
обыкновенное дифференциальное уравнение восьмого порядка, допускающее прямую вариа-
ционную формулировку.

Далее используем обозначения и терминологию из [1], [7].
Предположим, что U, V — действительные линейные нормированные пространства.
Для дальнейшего изложения нам понадобятся следующие определение и теорема.
Определение 1. [1] Оператор N : DpNq Ă U Ñ V называется потенциальным на множе-

стве DpNq относительно билинейной формы Φ : V ˆ V Ñ R, если существует дифференци-
руемый по Гато функционал FN : DpFN q “ DpNq Ñ R такой, что

δFN ru,hs “ ΦpNpuq,hq @u P DpNq, @h P DpN 1
uq.

В этом случае говорят, что соответствующее уравнение Npuq “ 0 допускает прямую вариа-
ционную формулировку.

Теорема 1. [1] Пусть дифференцируемый по Гато оператор N : DpNq Ă U Ñ V и били-
нейная форма Φ : V ˆ V Ñ R такие, что для любых фиксированных элементов u P DpNq,
g,h P DpN 1

uq функция ε Ñ Φ pNpu ` εhq,gq является непрерывно дифференцируемой на отрез-
ке r0,1s. Тогда для потенциальности оператора N на выпуклом множестве DpNq относительно
рассматриваемой билинейной формы необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

ΦpN 1
uh,gq “ ΦpN 1

ug,hq @u P DpNq, @g,h P DpN 1
uq. (1)

При этом функционал имеет вид

FN rus “
ż

1

0

ΦpNpu0 ` λpu ´ u0qq,u ´ u0qdλ ` FN ru0s, (2)

где u0 - фиксированный элемент из DpNq.
Заметим, что N 1

u является производной Гато оператора N в точке u P DpNq. Область
DpN 1

uq состоит из таких элементов h P U , что pu ` εhq P DpNq для всех достаточно малых ε.
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2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И УСЛОВИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОСТИ

Рассматривается обыкновенное дифференциальное уравнение

Npuq ”
8ÿ

i“1

aiptqupiqptq ` a0pt,uptqq “ 0, t P pt0,t1q. (3)

Здесь u “ uptq´ неизвестная функция, ai P Cirt0,t1s pi “ 1,8q, a0 P C1prt0,t1s ˆ Rq´
заданные функции.

Зададим область определения оператора N (3) следующим образом:

DpNq “
"
u P U “ C8rt0,t1s : upt0q “ ϕ1, upt1q “ ϕ2, u

1pt0q “ ϕ3, u
1pt1q “ ϕ4,

u2pt0q “ ϕ5, u
2pt1q “ ϕ6, u

3pt0q “ ϕ7, u
3pt1q “ ϕ8

*
.

(4)

Отметим, что V “ Crt0,t1s и

DpN 1
uq “

"
h P U “ C8rt0,t1s : hpt0q “ 0, hpt1q “ 0, h1pt0q “ 0, h1pt1q “ 0,

h2pt0q “ 0, h2pt1q “ 0, h3pt0q “ 0, h3pt1q “ 0

*
.

Введем следующую билинейную форму:

Φpv,gq “
ż t1

t0

vptqgptqdt. (5)

Теорема 2. Оператор N уравнения (3) является потенциальным на множестве DpNq (4)
относительно билинейной формы (5) тогда и только тогда, когда @t P rt0, t1s выполняются
следующие условия:

a7ptq ´ 4a1
8ptq “ 0, (6)

a5ptq ´ 3a1
6ptq ` 14a3

8 ptq “ 0, (7)

a3ptq ´ 2a1
4ptq ` 5a3

6 ptq ´ 28a
p5q
8

ptq “ 0, (8)

a1ptq ´ a1
2ptq ` a3

4 ptq ´ 3a
p5q
6

ptq ` 17a
p7q
8

ptq “ 0. (9)

Доказательство. Критерий потенциальности (1) в данном случае принимает вид

ż t1

t0

ˆ 8ÿ

i“1

aiptqhpiqptq ` pa0q1
upt,uptqqhptq

˙
gptqdt “

ż t1

t0

ˆ 8ÿ

i“1

aiptqgpiqptq ` pa0q1
upt,uptqqgptq

˙
hptqdt

@u P DpNq, @h,g P DpN 1
uq. (10)
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Заметим, что

ż t1

t0

ˆ 8ÿ

i“1

aiptqhpiqptq ` pa0q1
upt,uptqqhptq

˙
gptqdt “

“
ż t1

t0

ˆ 8ÿ

i“1

p´1qipaiptqgptqqpiq ` pa0q1
upt,uptqqgptq

˙
hptqdt “

“
ż t1

t0

ˆ
a

p8q
8

ptqgptq ` 8a
p7q
8

ptqg1ptq ` 28a
p6q
8

ptqg2ptq ` 56a
p5q
8

ptqg3ptq`

` 70a
p4q
8

ptqgp4qptq ` 56a3
8 ptqgp5qptq ` 28a2

8ptqgp6qptq ` 8a1
8ptqgp7qptq`

` a8ptqgp8qptq ´ a
p7q
7

ptqgptq ´ 7a
p6q
7

ptqg1ptq ´ 21a
p5q
7

ptqg2ptq´
´ 35a

p4q
7

ptqg3ptq ´ 35a3
7 ptqgp4qptq ´ 21a2

7ptqgp5qptq ´ 7a1
7ptqgp6qptq´

´ a7ptqgp7qptq ` a
p6q
6

ptqgptq ` 6a
p5q
6

ptqg1ptq ` 15a
p4q
6

ptqg2ptq`

` 20a3
6 ptqg3ptq ` 15a2

6ptqgp4qptq ` 6a1
6ptqgp5qptq ` a6ptqgp6qptq´

´ a
p5q
5

ptqgptq ´ 5a
p4q
5

ptqg1ptq ´ 10a3
5 ptqg2ptq ´ 10a2

5ptqg3ptq´
´ 5a1

5ptqgp4qptq ´ a5ptqgp5qptq ` a
p4q
4

ptqgptq ` 4a3
4 ptqg1ptq`

` 6a2
4ptqg2ptq ` 4a1

4ptqg3ptq ` a4ptqgp4qptq ´ a3
3 ptqgptq´

´ 3a2
3ptqg1ptq ´ 3a1

3ptqg2ptq ´ a3ptqg3ptq ` a2
2ptqgptq ` 2a1

2ptqg1ptq`

` a2ptqg2ptq ´ a1
1ptqgptq ´ a1ptqg1ptq ` pa0q1

upt,uptqqgptq
˙
hptqdt.

Таким образом, из (10) получаем

ΦpN 1
uh,gq ´ ΦpN 1

ug,hq “
ż t1

t0

ˆ
a

p8q
8

ptqgptq ` 8a
p7q
8

ptqg1ptq ` 28a
p6q
8

ptqg2ptq ` 56a
p5q
8

ptqg3ptq`

` 70a
p4q
8

ptqgp4qptq ` 56a3
8 ptqgp5qptq ` 28a2

8ptqgp6qptq ` 8a1
8ptqgp7qptq`

` a8ptqgp8qptq ´ a
p7q
7

ptqgptq ´ 7a
p6q
7

ptqg1ptq ´ 21a
p5q
7

ptqg2ptq´

´ 35a
p4q
7

ptqg3ptq ´ 35a3
7 ptqgp4qptq ´ 21a2

7ptqgp5qptq ´ 7a1
7ptqgp6qptq´

´ a7ptqgp7qptq ` a
p6q
6

ptqgptq ` 6a
p5q
6

ptqg1ptq ` 15a
p4q
6

ptqg2ptq`
` 20a3

6 ptqg3ptq ` 15a2
6ptqgp4qptq ` 6a1

6ptqgp5qptq ` a6ptqgp6qptq´

´ a
p5q
5

ptqgptq ´ 5a
p4q
5

ptqg1ptq ´ 10a3
5 ptqg2ptq ´ 10a2

5ptqg3ptq´
´ 5a1

5ptqgp4qptq ´ a5ptqgp5qptq ` a
p4q
4

ptqgptq ` 4a3
4 ptqg1ptq`

` 6a2
4ptqg2ptq ` 4a1

4ptqg3ptq ` a4ptqgp4qptq ´ a3
3 ptqgptq´
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´ 3a2
3ptqg1ptq ´ 3a1

3ptqg2ptq ´ a3ptqg3ptq ` a2
2ptqgptq ` 2a1

2ptqg1ptq`

` a2ptqg2ptq ´ a1
1ptqgptq ´ a1ptqg1ptq ´

8ÿ

i“1

aiptqgpiqptq
˙
hptqdt “ 0

@h,g P DpN 1
uq.

Это тождественно выполняется тогда и только тогда, когда

a
p8q
8

ptqgptq ` 8a
p7q
8

ptqg1ptq ` 28a
p6q
8

ptqg2ptq ` 56a
p5q
8

ptqg3ptq`
`70a

p4q
8

ptqgp4qptq ` 56a3
8 ptqgp5qptq ` 28a2

8ptqgp6qptq ` 8a1
8ptqgp7qptq`

`a8ptqgp8qptq ´ a
p7q
7

ptqgptq ´ 7a
p6q
7

ptqg1ptq ´ 21a
p5q
7

ptqg2ptq´
´35a

p4q
7

ptqg3ptq ´ 35a3
7 ptqgp4qptq ´ 21a2

7ptqgp5qptq ´ 7a1
7ptqgp6qptq´

´a7ptqgp7qptq ` a
p6q
6

ptqgptq ` 6a
p5q
6

ptqg1ptq ` 15a
p4q
6

ptqg2ptq`

`20a3
6 ptqg3ptq ` 15a2

6ptqgp4qptq ` 6a1
6ptqgp5qptq ` a6ptqgp6qptq´

´ap5q
5

ptqgptq ´ 5a
p4q
5

ptqg1ptq ´ 10a3
5 ptqg2ptq ´ 10a2

5ptqg3ptq´
´5a1

5ptqgp4qptq ´ a5ptqgp5qptq ` a
p4q
4

ptqgptq ` 4a3
4 ptqg1ptq`

`6a2
4ptqg2ptq ` 4a1

4ptqg3ptq ` a4ptqgp4qptq ´ a3
3 ptqgptq´

´3a2
3ptqg1ptq ´ 3a1

3ptqg2ptq ´ a3ptqg3ptq ` a2
2ptqgptq ` 2a1

2ptqg1ptq`

`a2ptqg2ptq ´ a1
1ptqgptq ´ a1ptqg1ptq ´

8ÿ

i“1

aiptqgpiqptq “ 0

@g P DpN 1
uq.

Для этого необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

a
p8q
8

ptq ´ a
p7q
7

ptq ` a
p6q
6

ptq ´ a
p5q
5

ptq ` a
p4q
4

ptq ´ a3
3 ptq ` a2

2ptq ´ a1
1ptq “ 0, (11)

8a
p7q
8

ptq ´ 7a
p6q
7

ptq ` 6a
p5q
6

ptq ´ 5a
p4q
5

ptq ` 4a3
4 ptq ´ 3a2

3ptq ` 2a1
2ptq ´ 2a1ptq “ 0, (12)

28a
p6q
8

ptq ´ 21a
p5q
7

ptq ` 15a
p4q
6

ptq ´ 10a3
5 ptq ` 6a2

4ptq ´ 3a1
3ptq “ 0, (13)

56a
p5q
8

ptq ´ 35a
p4q
7

ptq ` 20a3
6 ptq ´ 10a2

5ptq ` 4a1
4ptq ´ 2a3ptq “ 0, (14)

70a
p4q
8

ptq ´ 35a3
7 ptq ` 15a2

6ptq ´ 5a1
5ptq “ 0, (15)

56a3
8 ptq ´ 21a2

7ptq ` 6a1
6ptq ´ 2a5ptq “ 0, (16)

28a2
8ptq ´ 7a1

7ptq “ 0, (17)

8a1
8ptq ´ 2a7ptq “ 0. (18)

Заметим, что условия (11) - (18) сводятся к условиям (6) - (9).
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3. ПОСТРОЕНИЕ ВАРИАЦИОННОГО ПРИНЦИПА

Теорема 3. Если выполнены условия (6) - (9), то действие по Гамильтону-Остроградскому
имеет вид

FN rus “
ż t1

t0

„
1

2

ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙`
u1ptq

˘2`

` 1

2

ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙`
u2ptq

˘2`

` 1

2

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙`
u3ptq

˘2 ` 1

2
a8ptq

`
up4qptq

˘2 `B
`
t,uptq

˘
dt,

(19)

где

B
`
t,uptq

˘
“

ż
1

0

a0pt,rupt,λqqpuptq ´ u0ptqqdλ `B
`
t,u0ptq

˘
, (20)

rupt,λq “ u0ptq `λ
`
uptq ´u0ptq

˘
, u0 “ u0ptq´ фиксированный элемент из DpNq, B P C2prt0,t1s ˆ

Rq.

Доказательство. Если условия (6) - (9) выполнены, то по теореме 2 оператор N (3) явля-
ется потенциальным на множестве DpNq (4) относительно билинейной формы (5). Тогда по
формуле (2) получаем

FN rus “
ż t1

t0

ż
1

0

„ 8ÿ

i“1

aiptq
Birupt,λq

Bti
`
uptq ´ u0ptq

˘
` a0pt,rupt,λqq

`
uptq ´ u0ptq

˘
dλdt` FN ru0s.

Обозначим

Jirus “
ż t1

t0

ż
1

0

aiptq
Birupt,λq

Bti
`
uptq ´ u0ptq

˘
dλdt, i “ 1,8.

Имеем

J8rus “
ż t1

t0

ż
1

0

a8ptqB8rupt,λq
Bt8 puptq ´ u0ptqqdλdt “

“
ż t1

t0

ż
1

0

„
a

p4q
8

ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqq ` 4a3

8 ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqq1`

`6a2
8ptqB4rupt,λq

Bt4 puptq ´ u0ptqq2 ` 4a1
8ptqB4rupt,λq

Bt4 puptq ´ u0ptqq3`

`a8ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqqp4q


dλdt “

“
ż t1

t0

ż
1

0

„
´ a

p5q
8

ptqB3rupt,λq
Bt3 puptq ´ u0ptqq ´ 5a

p4q
8

ptqB3rupt,λq
Bt3 puptq ´ u0ptqq1´

´10a3
8 ptqB3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq2 ´ 6a2
8ptqB3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq3`

`4a1
8ptqB4rupt,λq

Bt4 puptq ´ u0ptqq3 ` a8ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqqp4q


dλdt “
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“
ż t1

t0

ż
1

0

„
a

p6q
8

ptqB2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq ` 6a

p5q
8

ptqB2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq1`

`5a
p4q
8

ptqB2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq2 ´ 10a3

8 ptqB3rupt,λq
Bt3 puptq ´ u0ptqq2´

´6a2
8ptqB3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq3 ` 4a1
8ptqB4rupt,λq

Bt4 puptq ´ u0ptqq3`

`a8ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqqp4q


dλdt “

“
ż t1

t0

ż
1

0

„
´ a

p7q
8

ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq ´ a

p6q
8

ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq1`

`6a
p5q
8

ptqB2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq1 ` 5a

p4q
8

ptqB2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq2´

´10a3
8 ptqB3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq2 ´ 6a2
8ptqB3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq3`

`4a1
8ptqB4rupt,λq

Bt4 puptq ´ u0ptqq3 ` a8ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqqp4q


dλdt.

Аналогично,

J7rus “
ż t1

t0

ż
1

0

a7ptqB7rupt,λq
Bt7 puptq ´ u0ptqqdλdt “

“
ż t1

t0

ż
1

0

„
a

p6q
7

ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq ` a

p5q
7

ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq1´

´5a
p4q
7

ptqB2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq1 ´ 4a3

7 ptqB2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq2`

`6a2
7ptqB3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq2 ` 3a1
7ptqB3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq3´

´a7ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqq3


dλdt,

J6rus “
ż t1

t0

ż
1

0

a6ptqB6rupt,λq
Bt6 puptq ´ u0ptqqdλdt “

“
ż t1

t0

ż
1

0

„
´ a

p5q
6

ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq ´ a

p4q
6

ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq1`

` 4a3
6 ptqB2rupt,λq

Bt2 puptq ´ u0ptqq1 ` 3a2
6ptqB2rupt,λq

Bt2 puptq ´ u0ptqq2´

´ 3a1
6ptqB3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq2 ´ a6ptqB3rupt,λq
Bt3 puptq ´ u0ptqq3


dλdt,

J5rus “
ż t1

t0

ż
1

0

a5ptqB5rupt,λq
Bt5 puptq ´ u0ptqqdλdt “
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“
ż t1

t0

ż
1

0

„
a

p4q
5

ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq ` a3

5 ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq1´

´ 3a2
5ptqB2rupt,λq

Bt2 puptq ´ u0ptqq1 ´ 2a1
5ptqB2rupt,λq

Bt2 puptq ´ u0ptqq2`

` a5ptqB3rupt,λq
Bt3 puptq ´ u0ptqq2


dλdt,

J4rus “
ż t1

t0

ż
1

0

a4ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqqdλdt “

“
ż t1

t0

ż
1

0

„
´ a3

4 ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq ´ a2

4ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq1`

` 2a1
4ptqB2rupt,λq

Bt2 puptq ´ u0ptqq1 ` a4ptqB2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq2


dλdt,

J3rus “
ż t1

t0

ż
1

0

a3ptqB3rupt,λq
Bt3 puptq ´ u0ptqqdλdt “

“
ż t1

t0

ż
1

0

„
a2
3ptqBrupt,λq

Bt puptq ´ u0ptqq ` a1
3ptqBrupt,λq

Bt puptq ´ u0ptqq1´

´a3ptqB2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq1


dλdt,

J2rus “
ż t1

t0

ż
1

0

a2ptqB2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqqdλdt “

“
ż t1

t0

ż
1

0

„
´ a1

2ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq ´ a2ptqBrupt,λq

Bt puptq ´ u0ptqq1

dλdt,

J1rus “
ż t1

t0

ż
1

0

a1ptqBrupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqqdλdt.

Тогда

FN rus ´ FN ru0s “
8ÿ

i“1

Jirus `
ż t1

t0

ż
1

0

a0pt,rupt,λqqpuptq ´ u0ptqqdλdt “

“
ż t1

t0

ż
1

0

„ˆ
´ a

p7q
8

ptq ` a
p6q
7

ptq ´ a
p5q
6

ptq ` a
p4q
5

ptq ´ a3
4 ptq ` a2

3ptq ´ a1
2ptq`

`a1ptq
˙Brupt,λq

Bt puptq ´ u0ptqq`

`
ˆ

´ a
p6q
8

ptq ` a
p5q
7

ptq ´ a
p4q
6

ptq ` a3
5 ptq ´ a2

4ptq ` a1
3ptq ´ a2ptq

˙Brupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq1`

`
ˆ
6a

p5q
8

ptq ´ 5a
p4q
7

ptq ` 4a3
6 ptq ´ 3a2

5ptq ` 2a1
4ptq ´ a3ptq

˙B2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq1`

`
ˆ
5a

p4q
8

ptq ´ 4a3
7 ptq ` 3a2

6ptq ´ 2a1
5ptq ` a4ptq

˙B2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq2`
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`
ˆ

´ 10a3
8 ptq ` 6a2

7ptq ´ 3a1
6ptq ` a5ptq

˙B3rupt,λq
Bt3 puptq ´ u0ptqq2`

`
ˆ

´ 6a2
8ptq ` 3a1

7ptq ´ a6ptq
˙B3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq3`

`
ˆ
4a1

8ptq ´ a7ptq
˙B4rupt,λq

Bt4 puptq ´ u0ptqq3`

`a8ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqqp4q ` a0pt,rupt,λqqpuptq ´ u0ptqq


dλdt.

Используя условия (6)-(9), получаем

FN rus ´ FN ru0s “
ż t1

t0

ż
1

0

„ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙Brupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq1`

`
ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙B2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq2`

`
ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙B3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq3 ` a8ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqqp4q`

` a0pt,rupt,λqqpuptq ´ u0ptqq

dλdt. (21)

Отметим, что
ż

1

0

ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙Brupt,λq
Bt puptq ´ u0ptqq1dλ “

“
ż

1

0

ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙Brupt,λq
Bt

B2rupt,λq
BλBt dλ “

“ 1

2

ż
1

0

B
Bλ

„ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙ˆBrupt,λq
Bt

˙2
dλ “

“ 1

2

ˆ
17a

p6q
8

ptq´3a
p4q
6

ptq`a2
4ptq´a2ptq

˙`
u1ptq

˘2´ 1

2

ˆ
17a

p6q
8

ptq´3a
p4q
6

ptq`a2
4ptq´a2ptq

˙`
u0

1ptq
˘2
,

ż
1

0

ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙B2rupt,λq
Bt2 puptq ´ u0ptqq2dλ “

“
ż

1

0

ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙B2rupt,λq
Bt2

B3rupt,λq
BλBt2 dλ “

“ 1

2

ż
1

0

B
Bλ

„ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙ˆB2rupt,λq
Bt2

˙2
dλ “

“ 1

2

ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙`
u2ptq

˘2 ´ 1

2

ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙`
u0

2ptq
˘2
,

ż
1

0

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙B3rupt,λq

Bt3 puptq ´ u0ptqq3dλ “
ż

1

0

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙B3rupt,λq

Bt3
B4rupt,λq

BλBt3 dλ “

“1

2

ż
1

0

B
Bλ

„ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙ˆB3rupt,λq

Bt3
˙2

dλ “

“1

2

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙`
u3ptq

˘2 ´ 1

2

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙`
u0

3ptq
˘2
,
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ż
1

0

a8ptqB4rupt,λq
Bt4 puptq ´ u0ptqqp4qdλ “

ż
1

0

a8ptqB4rupt,λq
Bt4

B5rupt,λq
BλBt4 dλ “

“ 1

2

ż
1

0

B
Bλ

„
a8ptq

ˆB4rupt,λq
Bt4

˙2
dλ “ 1

2
a8ptq

`
up4qptq

˘2 ´ 1

2
a8ptq

`
u

p4q
0

ptq
˘2
.

Учитывая (20), из (21) получаем функционал (19).

4. СТРУКТУРА ЗАДАННОГО УРАВНЕНИЯ, ДОПУСКАЮЩЕГО
ПРЯМУЮ ВАРИАЦИОННУЮ ФОРМУЛИРОВКУ

Теорема 4. Условия (6)–(9) выполняются тогда и только тогда, когда уравнение (3) имеет
вид

Npuq ” ´
ˆ
17a

p7q
8

ptq ´ 3a
p5q
6

ptq ` a3
4 ptq ´ a1

2ptq
˙
u1ptq ` a2ptqu2ptq`

`
ˆ
28a

p5q
8

ptq ´ 5a3
6 ptq ` 2a1

4ptq
˙
u3ptq ` a4ptqup4qptq`

`
ˆ

´ 14a3
8 ptq ` 3a1

6ptq
˙
up5qptq ` a6ptqup6qptq`

`4a1
8ptqup7qptq ` a8ptqup8qptq `B1

u

`
t,uptq

˘
“ 0.

(22)

Доказательство. Для функционала (19) имеем

δFN ru,hs “
ż t1

t0

„ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙
u1ptqh1ptq`

`
ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙
u2ptqh2ptq`

`
ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙
u3ptqh3ptq ` a8ptqup4qptqhp4qptq `B1

u

`
t,uptq

˘
hptq


dt “

“
ż t1

t0

„
´
ˆ
17a

p7q
8

ptq ´ 3a
p5q
6

ptq ` a3
4 ptq ´ a1

2ptq
˙
u1ptq ´

ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq´

´17a
p6q
8

ptq ` 3a
p4q
6

ptq ´ a2
4ptq

˙
u2ptq `

ˆ
34a

p5q
8

ptq ´ 6a3
6 ptq ` 2a1

4ptq ´ 6a
p5q
8

ptq ` a3
6 ptq

˙
u3ptq`

`
ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq ´ 18a

p4q
8

ptq ` 3a2
6ptq ` a

p4q
8

ptq
˙
up4qptq`

`
ˆ

´ 18a3
8 ptq ` 3a1

6ptq ` 4a3
8 ptq

˙
up5qptq ´

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq ´ 6a2
8ptq

˙
up6qptq`

`4a1
8ptqup7qptq ` a8ptqup8qptq `B1

u

`
t,uptq

˘
hptqdt “

“
ż t1

t0

„
´
ˆ
17a

p7q
8

ptq ´ 3a
p5q
6

ptq ` a3
4 ptq ´ a1

2ptq
˙
u1ptq ` a2ptqu2ptq`

`
ˆ
28a

p5q
8

ptq ´ 5a3
6 ptq ` 2a1

4ptq
˙
u3ptq ` a4ptqup4qptq `

ˆ
´ 14a3

8 ptq ` 3a1
6ptq

˙
up5qptq ` a6ptqup6qptq`

`4a1
8ptqup7qptq ` a8ptqup8qptq `B1

u

`
t,uptq

˘
hptqdt “ ΦpNpuq,hq @u P DpNq,@h P DpN 1

uq.
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Следовательно, уравнение (3) представляется в виде (22). С другой стороны, уравнение (22)
получено из условия стационарности функционала (19). Это значит, что условия (6)–(9) вы-
полняются.

5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЗАДАННОГО УРАВНЕНИЯ В ФОРМЕ
УРАВНЕНИЙ ГАМИЛЬТОНА-ОСТРОГРАДСКОГО

Теорема 5. Если уравнение (3) является уравнением Лагранжа-Остроградского для
функционала (19), a8ptq ‰ 0, то это уравнение представимо в форме уравнений Гамильтона-
Остроградского

u1ptq “ u1ptq, u2ptq “ u2ptq, u3ptq “ u3ptq, up4qptq “ p4ptq
a8ptq ,

p1
1ptq “ B1

u

`
t,uptq

˘
,

p1
2ptq “ ´p1ptq `

ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙
u1ptq,

p1
3ptq “ ´p2ptq `

ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙
u2ptq,

p1
4ptq “ ´p3ptq `

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙
u3ptq,

(23)

где

p1ptq “
ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙
u1ptq ´

ˆ
17a

p5q
8

ptq ´ 3a3
6 ptq ` a1

4ptq
˙
u2ptq´

ˆ
11a

p4q
8

ptq ´ 2a2
6ptq ` a4ptq

˙
u3ptq `

ˆ
11a3

8 ptq ´ 2a1
6ptq

˙
up4qptq`

`
ˆ
3a2

8ptq ´ a6ptq
˙
up5qptq ´ 3a1

8ptqup6qptq ´ a8ptqup7qptq,

p2ptq “
ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙
u2ptq ´

ˆ
6a3

8 ptq ´ a1
6ptq

˙
u3ptq´

´
ˆ
5a2

8ptq ´ a6ptq
˙
up4qptq ` 2a1

8ptqup5qptq ` a8ptqup6qptq,

p3ptq “
ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙
u3ptq ´ a1

8ptqup4qptq ´ a8ptqup5qptq,

p4ptq “ a8ptqup4qptq.

Доказательство. Из (19) получаем лагранжиан

L
“
t,uptq,u1ptq,u2ptq,u3ptq,up4qptq

‰
“ 1

2

ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙`
u1ptq

˘2`

`1

2

ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙`
u2ptq

˘2 ` 1

2

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙`
u3ptq

˘2`
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`1

2
a8ptq

`
up4qptq

˘2 `B
`
t,uptq

˘
.

Тогда

p4ptq “ BL
Bup4qptq “ a8ptqup4qptq (24)

и

up4qptq “ p4ptq
a8ptq .

Следовательно, гамильтониан H принимает вид

H
“
t,uptq,u1ptq,u2ptq,u3ptq, p1ptq, p2ptq, p3ptq, p4ptq

‰
“ p1ptqu1ptq ` p2ptqu2ptq`

` p3ptqu3ptq `
"
p4ptqup4qptq ´ L

“
t,uptq,u1ptq,u2ptq,u3ptq,up4qptq

‰*
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
up4qptq“ p4ptq

a8ptq

“

“ p1ptqu1ptq ` p2ptqu2ptq ` p3ptqu3ptq ` p24ptq
2a8ptq´

´ 1

2

ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙`
u1ptq

˘2´

´ 1

2

ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙`
u2ptq

˘2´

´ 1

2

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙`
u3ptq

˘2 ´B
`
t,uptq

˘
.

Имеем

BH
Bp4ptq “ p4ptq

a8ptq ,

то есть

BH
Bp4ptq “ up4qptq.

Аналогично,

BH
Bp3ptq “ u3ptq, BH

Bp2ptq “ u2ptq, BH
Bp1ptq “ u1ptq, BH

Buptq “ ´B1
u

`
t,uptq

˘
,

BH
Bu1ptq “ p1ptq ´

ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙
u1ptq,

BH
Bu2ptq “ p2ptq ´

ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙
u2ptq,

BH
Bu3ptq “ p3ptq ´

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙
u3ptq.

Отметим, что для действия по Гамильтону-Остроградскому

FN rus “
ż t1

t0

L
“
t, uptq,u1ptq,u2ptq,u3ptq,up4qptq

‰
dt
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соответствующее уравнение Лагранжа-Остроградского имеет вид

Npuq ” BL
Buptq ´ d

dt

BL
Bu1ptq ` d2

dt2
BL

Bu2ptq ´ d3

dt3
BL

Bu3ptq ` d4

dt4
BL

Bup4qptq “ 0. (25)

Перепишем (25) в виде

d

dt

ˆ BL
Bu1ptq ´ d

dt

BL
Bu2ptq ` d2

dt2
BL

Bu3ptq ´ d3

dt3
BL

Bup4qptq

˙
“ BL

Buptq . (26)

Для

p1ptq “ BL
Bu1ptq ´ d

dt

BL
Bu2ptq ` d2

dt2
BL

Bu3ptq ´ d3

dt3
BL

Bup4qptq “

“
ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙
u1ptq´

´
ˆ
17a

p5q
8

ptq ´ 3a3
6 ptq ` a1

4ptq
˙
u2ptq ´

ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙
u3ptq`

`
ˆ
6a

p4q
8

ptq ´ a2
6ptq

˙
u3ptq ` 2

ˆ
6a3

8 ptq ´ a1
6ptq

˙
up4qptq `

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙
up5qptq´

´a3
8 ptqup4qptq ´ 3a2

8ptqup5qptq ´ 3a1
8ptqup6qptq ´ a8ptqup7qptq “

“
ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙
u1ptq´

´
ˆ
17a

p5q
8

ptq ´ 3a3
6 ptq ` a1

4ptq
˙
u2ptq ´

ˆ
11a

p4q
8

ptq ´ 2a2
6ptq ` a4ptq

˙
u3ptq`

`
ˆ
11a3

8 ptq ´ 2a1
6ptq

˙
up4qptq `

ˆ
3a2

8ptq ´ a6ptq
˙
up5qptq´

´3a1
8ptqup6qptq ´ a8ptqup7qptq

(27)

из (26) получаем

p1
1ptq “ BL

Buptq ,

поэтому в данном случае

p1
1ptq “ B1

u

`
t,uptq

˘
.

Таким образом,

p1
1ptq “ ´ BH

Buptq .
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Для

p2ptq “ BL
Bu2ptq ´ d

dt

BL
Bu3ptq ` d2

dt2
BL

Bup4qptq “

“
ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙
u2ptq´

´
ˆ
6a3

8 ptq ´ a1
6ptq

˙
u3ptq ´

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙
up4qptq`

`a2
8ptqup4qptq ` 2a1

8ptqup5qptq ` a8ptqup6qptq “

“
ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙
u2ptq´

´
ˆ
6a3

8 ptq ´ a1
6ptq

˙
u3ptq ´

ˆ
5a2

8ptq ´ a6ptq
˙
up4qptq`

`2a1
8ptqup5qptq ` a8ptqup6qptq

(28)

из (27) получаем

p1
2ptq “ BL

Bu1ptq ´ p1ptq,

то есть

p1
2ptq “

ˆ
17a

p6q
8

ptq ´ 3a
p4q
6

ptq ` a2
4ptq ´ a2ptq

˙
u1ptq ´ p1ptq.

Следовательно,

p1
2ptq “ ´ BH

Bu1ptq .

Для

p3ptq “ BL
Bu3ptq ´ d

dt

BL
Bup4qptq “

ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙
u3ptq ´ a1

8ptqup4qptq ´ a8ptqup5qptq (29)

из (28) получаем

p1
3ptq “ BL

Bu2ptq ´ p2ptq “
ˆ
17a

p4q
8

ptq ´ 3a2
6ptq ` a4ptq

˙
u2ptq ´ p2ptq,

или

p1
3ptq “ ´ BH

Bu2ptq .

Для p4ptq (24) из (29) получаем

p1
4ptq “ BL

Bu3ptq ´ p3ptq “
ˆ
6a2

8ptq ´ a6ptq
˙
u3ptq ´ p3ptq,

то есть

p1
4ptq “ ´ BH

Bu3ptq .

Таким образом, уравнение (3) с потенциальным оператором N представлено в форме урав-
нений Гамильтона-Остроградского (23).
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получены необходимые и достаточные условия, при выполнении которых обык-
новенное дифференциальное уравнение восьмого порядка допускает прямое представление в
форме уравнения Лагранжа-Остроградского, построен соответствующий функционал - дей-
ствие по Гамильтону-Остроградскому и исследована представимость заданного уравнения в
форме уравнений Гамильтона-Остроградского. Также определена вариационная структура
обыкновенного дифференциального уравнения восьмого порядка.
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