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Аннотация. Рассмотрены результаты строгого решения задачи рассеяния звука на
бесконечной изотропной цилиндрической оболочке с заполнением, находящейся в без-
граничной жидкой среде. Решение получено в рамках динамической теории упругости с
использованием уравнения движения Ламе для изотропной среды, а также разложений
упругих потенциалов и звуковых давлений по фундаментальным решениям уравнения
Гельмгольца в круговой цилиндрической системе координат. Граничные условия относи-
тельно напряжений и смещений формулируются для каждой из поверхностей контакта
оболочки с внешней и внутренней средами. На основании этого получены системы алгеб-
раических уравнений, позволяющих рассчитать значения рассеянного звукового давле-
ния. Вычислены и проанализированы угловые диаграммы и частотные характеристики
рассеяния стационарного звукового сигнала для различных вариантов заполнения цилин-
дрической оболочки.

Ключевые слова: изотропная цилиндрическая оболочка, уравнение движения Ламе,
граничные условия, характеристики рассеяния звука, газообразное и жидкое заполнение.
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Точный метод расчета характеристик рассеяния звука. . .

1. ВВЕДЕНИЕ

При оценке влияния параметров подводных аппаратов на их гидроакустические характе-
ристики значительное внимание уделяется тонким упругим цилиндрическим оболочкам, как
одному из основных элементов их конструкций [1–7]. Особый интерес представляет опреде-
ление характеристик отражения звука в диапазонах низких и средних звуковых частот, где
параметры таких оболочек в наибольшей степени влияют на возможность обнаружения и
идентификации конкретных объектов гидроакустическими средствами.

Рассмотрим строгое решение задачи рассеяния стационарного звукового сигнала упругой
бесконечной цилиндрической оболочкой, заполненной вакуумом, газом или жидкостью [5–7].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

На основе принципов динамической теории упругости рассмотрим решение задачи о рассе-
янии гармонического звукового сигнала цилиндрической изотропной оболочкой, находящейся
в безграничной жидкой среде [1-3,11].

Рис. 1. Цилиндрическая изотропная оболочка в поле падающей плоской звуковой волны.

Пусть на рассматриваемую оболочку падает плоская звуковая волна единичной амплиту-
ды и частоты ω (ω “ 2πf , f — частота сигнала в Гц) таким образом, что волновой вектор k

падающей волны перпендикулярен оси z оболочки (плоская задача, рисунок 1). Физические
свойства материала оболочки описываются плотностью ρ и упругими постоянными Ламе λ,
µ, где λ “ vE{p1 ` vqp1 ´ 2vq; µ “ E{2p1 ` vq; E, v — модуль Юнга и коэффициент Пуассона
материала оболочки соответственно.

Для внутренней области I рассматриваются различные варианты заполнения вакуум, газ,
жидкость), наружная область II — внешняя жидкая среда, характеризующаяся плотностью
ρ0, скоростью звука c0 и звуковыми давлениями в падающей волне pi и рассеянной (отра-
жённой) волне pS , R1 и R2 — внутренний и наружный радиусы оболочки.

Поведение изотропного тела в рамках динамической теории упругости описывается систе-
мой уравнений движения (динамического равновесия) элементарного объема среды [4, 5, 12].
Использование закона Гука позволяет исключить из этих уравнений напряжения и перейти
к одной неизвестной векторной функции — вектору смещения upur, uϕ, uzq, имеющему три
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компоненты, каждая из которых зависит от трех координат: r, ϕ, z. Преобразованные та-
ким образом уравнения движения приводят к уравнению Ламе для изотропной среды при
гармонической зависимости от времени:

pλ ` µq grad divu ` µ∆u “ ´ω2ρu. (1)

Используем известное представление для вектора смещения u упругой среды:

u “ ´ gradΦ ` rotΨ, (2)

где Ψ — скалярный потенциал, характеризующий смещения, вызванные изменением объема;
Ψ — векторный потенциал, описывающий смещения вихревого типа.

Подстановка (2) в (1) позволяет получить два уравнения Гельмгольца: скалярное для Φ и
векторное — для Ψ:

∆Φ ` k2l Φ “ 0, (3)

∆Ψ ` k2tΨ “ 0, (4)

где k2l “ ω{cl, kt “ ω{ct — волновые числа, скорости соответственно продольной и поперечной
волн в упругой среде.

Выражения для компонент вектора смещения ur, uϕ, uz можно получить на основе (2) пу-
тем применения к (1) дифференциальных операторов rot и grad и формул их преобразования
в цилиндрические координаты [6–8, 10, 16]:

ur “ ´BΦ
Br ` 1

r

BΨz

Bϕ ´ BΨϕ

Bz ;

uϕ “ ´1

r

BΦ
Bϕ ` BΨr

Bz ´ BΨz

Br ;

uz “ ´BΦ
Bz ` 1

r
Ψϕ ` BΨϕ

Br ´ 1

r

BΨr

Bϕ .

(5)

В рамках плоской постановки данной задачи переменные в уравнениях (3), (4) разделя-
ются и все векторные потенциалы будут иметь только одну компоненту, отличную от нуля,
а именно, Ψz, которую можно обозначить как Ψ.

Граничные условия относительно напряжений и смещений формулируются для каждой из
поверхностей контакта. Для изотропной среды, в которой выполняется закон Гука, инвари-
антный к выбору системы координат, напряжения выражаются через постоянные Ламе и де-
формации. При малых деформациях в системе круговых цилиндрических координат данные
компоненты деформации представляются через компоненты вектора смещения и принимают
окончательный вид в зависимости от рассматриваемого варианта заполнения оболочки.

Рассмотрим первоначально полую оболочку: внутренняя область I — вакуум (волновые
процессы отсутствуют).

Упругие потенциалы и звуковые давления раскладываются по фундаментальным реше-
ниям уравнения Гельмгольца в круговой цилиндрической системе координат [6, 11, 17]:

Φ “
8ÿ

m“0

rBmJmpklrq ` CmNmpklrqs cosmϕ; (6)

Ψ “
8ÿ

m“1

rDmJmpktrq ` FmNmpktrqs sinmϕ; (7)

pi “
8ÿ

m“0

εmp´iqmJmpkrq cosmϕ; (8)
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ps “
8ÿ

m“0

AmH
p1q
m pkrq cosmϕ. (9)

где k “ ω{c0 — волновое число звуковой волны во внешней жидкой среде; εm “ 1 при m “ 0

и εm “ 2 (m ‰ 0); Am, Bm, Cm, Dm, Fm — неизвестные коэффициенты, которые находятся
из граничных условий: отсутствие нормального напряжения на границе вакуума и упругого
слоя (r “ R1); на внешней границе упругого слоя и жидкой среды (r “ R2) отсутствуют
касательные напряжения в упругом слое; нормальные компоненты смещения непрерывны;
нормальное напряжение в упругом слое равно суммарному (дифрагированному) давлению в
жидкой среде (pΩ “ pi ` ps):

λk2l Φ ` 2µp´B2Φ
Br2 ´ r´2 BΨ

Bϕ ` r´1 B2Ψ
BrBϕ q “ 0 |r“R1

, (10)

µp´2r´1 B2Φ
BrBϕ ` 2r´2 BΦ

Bϕ ´ k2tΨ ´ 2
B2Ψ
Br2 q “ 0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ r “ R1

r “ R2

, (11)

´BΦ
Br ` r´1 BΨ

Bϕ “ ω2ρ´1

0

ˆBpi
Br ` Bps

Br

˙
|r“R2

, (12)

λk2l Φ ` 2µp´B2Φ
Br2 ´ r´2 BΨ

Bϕ ` r´1 B2Ψ
BrBϕ q “ pi ` ps |r“R2

. (13)

Подстановка разложений (6)–(9) в граничные условия (10)–(13) с использованием свойства
ортогональности тригонометрических функций (cosmϕ) и (sinmϕ) позволяет получить для
каждой моды m алгебраическую систему 5–го порядка для нахождения неизвестных коэф-
фициентов разложения с фиксированным индексом. Для нахождения рассеянного давления
ps необходимо определить коэффициенты Am, входящие в выражение (9). С использовани-

ем асимптотики для цилиндрических функций Ханкеля 1–го рода H
p1q
m pkrq из (9) получим

соотношение для угловой характеристики рассеяния Dpϕq:

Dpϕq “ ´ expp´iπ{4qpπkq´1

8ÿ

m“0

p´iqmAm cosmϕ. (14)

Коэффициенты Am определяются из решения системы по правилу Крамера, после чего
на основании (14) рассчитываются значения |Dpϕq.

Перейдем к рассмотрению оболочки с жидким заполнителем. Внутренняя область I —
жидкая среда или газ с плотностью ρ1 и скоростью звука c1. Звуковое давление внутри
оболочки p1 представляется рядом:

p1 “
8ÿ

m“0

GmJmpk1rq cosmϕ; (15)

где Gm — неизвестные коэффициенты разложения; k1 “ ω{c1.
Соответственно изменяются граничные условия (10)-(13). В правой части граничного усло-

вия (10) появится давление p1, а также вводится дополнительное граничное условие (16) о
непрерывности нормальных компонент вектора смещения на внутренней границе упругого
слоя и жидкой среды:

´BΦ
Br ` r´1 BΨ

Bϕ “ ω2ρ´1

1

Bp1
Br |r“R1

. (16)
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Подставляя разложения (6)–(9), (15) в скорректированные граничные условия и опять
используя ортогональность тригонометрических функций (cosmϕ) и (sinmϕ), получим для
каждой моды m алгебраическую систему 6–го порядка для нахождения неизвестных коэф-
фициентов разложения Am, Bm, Cm, Dm, Fm, Gm. Из решения этой системы определяются
коэффициенты Am, необходимые для расчета |Dpϕq|.

3. РАСЧЕТ УГЛОВЫХ И ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК
РАССЕЯНИЯ

В соответствии с приведенными выше соотношениями на основе разработанного программ-
ного обеспечения в среде Matlab [9] были выполнены расчеты угловых характеристик рассе-
яния звука |Dpϕq| в диапазоне углов наблюдения ϕ “ 00 ˜ 3600 и частотных зависимостей
|Dp00q| в диапазоне волновых радиусов kR1 “ 0,95 ˜ 30,0 при следующих физических пара-
метрах оболочки и сред:

1) оболочка – сталь: ρ “ 7,8 ¨ 103 кг/м3; λ “ 2 ¨ 1011 н/м2; µ “ 8,1 ¨ 1010 н/м2; cl “ 5940 м/с;
ct “ 3220 м/с;

2) внутренняя область I — воздух: ρ1 “ 1,2 кг/м3; c1 “ 340 м/с или вода: ρ1 “ 1000 кг/м3;
c1 “ 1500 м/с;

3) наружная область II – вода.

|Dpϕq|

а)

|Dpϕq|

б)

|Dpϕq|

в)

Рис. 2. Модули угловых характеристик рассеяния |Dpϕq| при h “ 0,002.

|Dpϕq|

а)

|Dpϕq|

б)

|Dpϕq|

в)

Рис. 3. Модули угловых характеристик рассеяния |Dpϕq| при h “ 0,02.
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Введем следующие обозначения: h “ pR2 ´ R1q{R1 — относительная толщина оболочки;
kh — волновая толщина оболочки.

Рассмотрим основные результаты расчетов. Так, на рисунках 2 и 3 представлены моду-
ли угловых характеристик рассеяния оболочки |Dpϕq| при kR1 “ 3,0 (а); kR1 “ 10,0 (б);
kR1 “ 30,0 (в) и h “ 0,002; 0,02. Соответственно, значения kh составляют: 0,0012; 0,006; 0,012
(Рис. 2), 0,012; 0,06; 0,12 (Рис. 3). Направление падающей плоской звуковой волны соответ-
ствует ϕ “ 00.

Варианты заполнения оболочки обозначены как: воздух (пунктирная линия); вода (штри-
ховая линия); вакуум (сплошная линия).

Как следует из представленных результатов, уровни сигнала, рассеянного полой оболоч-
кой, превышают уровни сигналов при других вариантах заполнения в среднем на 3-20 дБ в
зависимости от значений ϕ и kR1. Кроме того, для полой оболочки рассеяние в поперечных
направлениях соизмеримо с рассеянием в теневой области, а для случаев газового и жидкого
заполнения преобладает акустически “мягкий” тип рассеяния.

При kh “ 0,01 ´ 0,02 (см. Рис. 2,в и 3,б) превышения уровней рассеянного сигнала для
полой оболочки по сравнению с другими вариантами заполнения не превосходят 1–3 дБ. В
диапазоне kh “ 0,02´0,04 это превышение составляют 5%–10%, а при дальнейшем росте вол-
новой толщины эта величина уменьшается до 3%–5% (см. Рис. 3,в). Отмеченная тенденция
может объясняться увеличением жесткости и уменьшением деформируемости заполненных
оболочек. Для жидкого заполнения, кроме того, можно отметить и влияние присоединен-
ной массы внутренней жидкости, соответствующего определенному возрастанию толщины
оболочки.

Более детальное представление о влиянии типа заполнителя на величину рассеянного
сигнала позволяют получить частотные зависимости уровней модулей обратного рассеяния
20 lg |Dp00q|, дБ, представленные на рис. 4–6. Обозначения линий соответствуют рис. 2, 3.

Приведенные частотные зависимости показывают, что формирование упругих резонансов
происходит, в основном при kR1 ą 4, пространственные резонансы совпадения в некоторых
случаях проявляются и при kR1 “ 2; 3.

Результаты также позволяют проанализировать физические явления, связанные с возник-
новением периферических (поверхностных) волн, которые могут распространяться как в виде
волн типа Шолте-Стоунли в жидкости, так и в виде упругих волн типа Лэмба в материа-
ле оболочки [13, 15, 18]. При распространении таких волн по замкнутому контуру оболочки
может укладываться целое число длин их полуволн и происходит согласование фаз в точке
возбуждения, что приводит к резонансам амплитуд рассеянного сигнала. Вид полученных ча-
стотных зависимостей показывает, что для случая жидкого заполнителя вероятность таких
фазовых согласований значительно выше.

Для полой оболочки резонансы волн типа Шолте-Стоунли могут проявляться, напри-
мер, при kR1 “ 7,5; 10; 14, 20 и т. д., резонансы упругих волн типа Лэмба – в диапазонах
kR1 “ 7 ´ 9; 14 ´ 17 и т. д. Наличие жидкого заполнителя понижает значения резонансных
частот — соответственно до kR1 “ 4; 7,5 и т. д., и способствует большей изрезанности ча-
стотных зависимостей, одной из возможных причин которой можно считать формирование
во внутренней области I рефрагированных волн. В диапазоне h ă“ 0,002 уровни отражен-
ных сигналов с увеличением h в два раза уменьшаются в среднем на 3-6 дБ, особенно это
заметно на резонансах; при h ą“ 0,01 эти уровни определяются, главным образом, упругими
свойствами материала стенки, влияние типа заполнителя при этом существенно снижается.

Для оболочки, заполненной водой или воздухом, различия в уровнях отраженных сигна-
лов при изменении h проявляются практически лишь в диапазоне kR1 ą 12´15 и, в основном,
заключаются в росте в среднем на 2-3 дБ при удвоении h (за исключением резонансов, вызван-
ных согласованием фаз при kR1 « 15; 20, 25, где такие различия могут возрастать до 10 дБ).
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Рис. 4. Уровни модулей частотных зависимостей обратного рассеяния при h “ 0,0005.

Рис. 5. Уровни модулей частотных зависимостей обратного рассеяния при h “ 0,002.

Рис. 6. Уровни модулей частотных зависимостей обратного рассеяния при h “ 0,01.
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основным результатом выполненной работы является получение систем алгебраических
уравнений для строгого решения задачи рассеяния звука изотропной цилиндрической обо-
лочки с заполнителем. Решение базируется на основе принципов динамической теории упру-
гости и сформулированных граничных условий на поверхностях контакта оболочки с внеш-
ней средой и заполнителем. Вычислены и проанализированы угловые диаграммы и частот-
ные зависимости рассеяния стационарного звукового сигнала на рассматриваемой оболочке,
находящейся в жидкости, при различных вариантах ее заполнения. Установлены диапазо-
ны волновых размеров и относительных толщин оболочки, в которых наблюдается наибо-
лее существенное влияние типа заполнителя на характеристики рассеяния звука. Отмечена
возможная физическая природа резонансов амплитуд рассеянного сигнала при различных
вариантах заполнения оболочки.
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