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Аннотация. Исследуется задача распространения малых поперечных колебаний
струны на отрезке с двумя сингулярностями. Изучение задачи использует механизм де-
композиции вспомогательной задачи на составляющие, при этом в анализе одномерной
задачи применяются средства теории колебаний геометрических графов. Главной целью
в исследовании является описание решения через начальные данные в виде некоторо-
го аналога метода Даламбера. Изученная задача представляет собой по сути волновую
задачу на геометрическом графе, погруженную в R1.

Ключевые слова: уравнение гиперболического типа, сингулярность, геометрический
граф, метод бегущих волн.

USING THE DECOMPOSITION ALGORITHM IN RESEARCH
OF A WAVE PROBLEM WITH SINGULARITIES

F. O. Naydyuk

Abstract. The problem of propagation of small transverse vibrations of a string on a
segment with two singularities is investigated. The study of the problem uses the mechanism
of decomposition of the auxiliary problem into components, while the analysis of a one-
dimensional problem uses the means of the theory of oscillations on geometric graphs. The
main purpose of the study is to describe the solution through the initial data in the form of
some analogue of the Dalembert method. The studied problem is essentially a wave problem
on a geometric graph immersed in R1.

Keywords: hyperbolic equation, singularity, geometric graph, method of characteristics.

Тематика исследования дифференциальных уравнений, в общем, и эволюционных задач,
в частности, на геометрических графах (пространственных сетях) не нова и изучается около
полувека. Однако от этого интерес к изучению задач подобного типа нисколько не ослабевает.
Причиной тому является изучение необозримого количества разнообразных явлений, моде-
лирование которых приводит к подобным задачам. Такими явлениями, например, являются:
деформации и колебания струнно-стержневых систем, диффузии в сетях, распространение
электрического потенциала в нейронных сетях, колебания сложных молекул и др. (см., на-
пример [1], [3], [5]).

На данный момент в обозначенной тематике получено весомое количество результатов,
например: для обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка изучен вопрос
о разрешимости задач с краевыми условиями типа Штурма-Лиувилля и о структуре спек-
тра, построена теория функции Грина, доказаны аналоги теорем Штурма, для некоторых
начально-краевых задач получены аналоги формулы Даламбера, позволившие описать их
решение и обосновать их корректность, а также другие результаты.
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ПОСТАНОВКА ВОЛНОВОЙ ЗАДАЧИ С СИНГУЛЯРНЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Основная цель работы — исследование в качестве задачи с сингулярными коэффициентами
фактически двух задач малых поперечных колебаний на отрезке длиной 2ℓ:
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Исследование подобных задач осложнено наличием сразу двух сингулярностей в точках
ℓ
2

и 3ℓ
2

(см., например [4], [5]).
Основным алгоритмом исследования задач p1q и p2q выступит метод, основанный на по-

лучении их решения в виде аналога формулы Даламбера посредством их представления в
терминах волновых уравнений на геометрическом графе специального вида, фактически по-
гружённого в R

1.

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Для описания алгоритма решения введённых задач p1q и p2q вкратце определимся с терми-
нологией для начально-краевой задачи для волнового уравнения на геометрическом графе.

Определение. Пусть γ1, γ2, . . . ,γm — открытые интервалы из R
n такие, что γi

Ş
γj “ ∅

при i ‰ j. Пусть A – некоторое подмножество множества концов интервалов γ1, γ2, . . . ,γm.
Если множество

Γ “
˜

mď

i“1

γi

¸ď
A

связно, то оно называется связным открытым геометрическим графом.
Волновым уравнением на связном открытом геометрическом графе Γ с сингулярностью

будем называть (см., например [1]-[3]):

uxxpx,tq ´
ÿ

zPJ pΓq
kzδpx ´ zqupx,tq “ uttpx,tq px P Γ, t ą 0q p3q

где δ— дельта-функция Дирака.
При этом смешанная (начально-краевая) задача для уравнения p3q будет иметь вид:

upx` 0 ¨ h,tq “ 0 px P BΓ, h P Dpxq, t ě 0q, p4q
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upx,0q “ ϕpxq, utpx,0q “ 0 px P Γq, p5q

где
ϕpxq P rC2pRpΓqq, p6q

причём для любой z P J pΓq и любых h, h1 P Dpzq

ϕ``
hh pzq “ ϕ``

h1h1
pzq, p7q

для z P J pΓq ÿ

hPDpzq
ϕ`
h pzq ´ kzϕpzq “ 0, p8q

для x P BΓ
ϕpxq “ 0, ϕ``

hh pxq “ 0. p9q

Теорема 1. Пусть существует upx,tq – решение задачи p3q-p5q. Тогда оно единственно.
Рассмотрим граф-цикл Γ с четырьмя рёбрами длины ℓ. Смешанную задачу p3q-p5q на нём

будем обозначать через V4pℓ; k,k,k;ϕpxqq по аналогии с [2].
Определение Класс начальных данных задачи V4pℓ; k,k,k;ϕpxqq, определяемый условия-

ми p6q-p8q будем обозначать через KV
4 pℓ; k,k,kq.

Определим рёбра графа-цикла Γ через введение его вершин γi “ pa1,biq
Ťpa2,biq, }γi} “ ℓ

(i “ 1,2), тогда

Γ “
˜

2ď

i “j“1

paj ,biq
¸ď

J pΓq.

Ориентацию на Γ можно будет определить следующим образом: hij “ 1

}aj ´ bi}
paj ´ biq.

В этом случае, введя в рассмотрение два вспомогательных оператора

pPϕqpxq “ 1

2

ˆ
ϕpbi ` }x´ bi}h1iq ` ϕpbi ` }x´ bi}h2iq

˙
px P γiq, p10q

pOϕqpxq “ pPϕqpxq ´ ϕpxq px P Γq, p11q

можно получить описание решения задачи p3q-p5q в новых терминах.
Теорема 2. Если uϕpx,tq (x P Γ, t ą 0) решение задачи V4pℓ; k,k,k;ϕpxqq, upPϕqpx,tq и

upOϕqpx,tq соответствующие решения задач V4pℓ; k,k,k; pPϕqpxqq и V4pℓ; k,k,k; pOϕqpxqq, то

uϕpx,tq “ upPϕqpx,tq ` upOϕqpx,tq, p12q

если решения, правой части равенства p12q существуют.
Факт существования решений правой части p12q обосновывается следующим утверждени-

ем.
Теорема 3. Пусть ϕ : Γ Ñ R

1 и ϕ P KV
4 pℓ; k,k,kq, тогда

1) решение upPϕqpx,tq задачи V4pℓ; k,k,k; pPϕqpxqq существует, причём

upPϕqpx,tq “
#
u

pPϕq
1 px,tq, x P Γ1

u
pPϕq
2 px,tq, x P Γ2

,

где функция u
pPϕq
j px,tq pj “ 1,2q является решением задачи B2pℓ; k; k

2
; pPϕ

ˇ̌
Γj

qpxqq, где

pPϕ
ˇ̌
Γj

qpxq сужение функции pPϕqpxq на Γj pj “ 1,2q,
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2) решение upOϕqpx,tq задачи V4pℓ; k,k,k; pOϕqpxqq существует, причём

upOϕqpx,tq “
#
u

pOϕq
1 px,tq, x P Γ1

u
pOϕq
2 px,tq, x P Γ2

,

где функция u
pНϕq
j px,tq pj “ 1,2q является решением задачи B2pℓ; k;`8; pOϕ

ˇ̌
Γj

qpxqq, а

pOϕ
ˇ̌
Γj

qpxq есть сужение функции pOϕqpxq на Γj pj “ 1,2q.
Замечание 1. В теореме 3 через Γj обозначены подграфы графа-цикла Γ: Γj “

“ paj ,b1qŤpaj ,b2q, (j “ 1,2).
Замечание 2. В теореме 3 через B2pℓ; k; k;ϕpxqq обозначена задача p3q-p5q на графе-звезде

по аналогии [2], решение которой представимо в виде аналога формулы Даламбера.

АЛГОРИТМ ОПИСАНИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
С СИНГУЛЯРНОСТЯМИ

В рамках определённой выше терминологии постановка задач p1q и p2q может быть пе-
реформулирована следующим образом: на геометрическом графе с тремя рёбрами (два из

которых одинаковой длины
ℓ

2
, третье имеет длину ℓ, параллельны и сонаправлены), обозна-

чим его за Γ1
1, определена задача p3q-p5q, в которой функция ϕ совпадает с ψ1 или ψ2 на

соответствующих рёбрах и: для задачи p1q — BΓ1
1 состоит из двух вершин, а в двух других

коэффициенты kz равны между собой и отличны от нуля; для задачи p2q — BΓ1
1 “ ∅, ко-

эффициенты kz в двух вершинах равны между собой и отличны от нуля, а в двух других –
kz “ 0.

Таким образом моделями задач p1q и p2q в терминах геометрических графов могут служить
малые поперечные колебания систем струн, изображённых на рисунках 1 и 2 соответственно.

Рис. 1. Система из трёх струн. Конец
(начало) первой (третьей) струны совме-
щён с подпружиненным, невесомым коль-
цом, которое может перемещаться толь-
ко в вертикальном направлении по несгиба-
емой спице (без трения). Крайние вершины
жёстко закреплены.

Рис. 2. Система из трёх струн. Конец
(начало) первой (третьей) струны совме-
щён с подпружиненным, невесомым коль-
цом, которое может перемещаться толь-
ко в вертикальном направлении по несгиба-
емой спице (без трения). Крайние верши-
ны соединены с невесомыми колечками, ко-
торые свободно (без трения) могут пере-
мещаться в вертикальном направлении по
несгибаемой спице.

Для определённости обозначим рёбра графа Γ1
1 следующим образом:

RpΓ1
1q “ pc,b1q

ď
pb1,a1q

ď
pa1,eq,

тогда коэффициенты kz “ k ą 0 определены в вершинах b1 и a1.
Если использовать введённое выше обозначение графа-цикла Γ, то Γ можно представить

как объединение двух графов Γ1
1 и Γ1

2, где Γ1
2 – "зеркальное" отражение графа Γ1

1 относительно

прямой ce (c P pa2,b1q, e P pa1,b2q, }c ´ b1} “ }e ´ b2} “ }a1´b1}
2

).
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Рассмотрим две задачи V4pℓ; k,k,k;ϕ1pxqq и V4pℓ; k,k,k;ϕ2pxqq, где начальные данные ϕ1pxq
и ϕ2pxq определены через начальные данные задач p1q и p2q следующим образом:

ϕ1pxq “

$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’%
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ℓ

2
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˙
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´ψ1
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ℓ

2
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˙
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ψ1

ˆ
}x´ b1 ` a2

2
}
˙
, x P pb1,cs

´ψ1

ˆ
}x´ b1 ` a2

2
}
˙
, x P pa2,cq

ψ1

ˆ
2ℓ ´ }x´ a1 ` b2

2
}
˙
, x P pa1,es

´ψ1

ˆ
2ℓ ´ }x´ a1 ` b2

2
}
˙
, x P pe,b2q

, p13q

ϕ2pxq “

$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

ψ2

ˆ
ℓ

2
` }x´ b1}

˙
, x P rb1,a1s

ψ2

ˆ
ℓ

2
` }x´ a2}

˙
, x P ra2,b2s

ψ2

ˆ
}x´ b1 ` a2

2
}
˙
, x P pb1,a2q

ψ2

ˆ
2ℓ´ }x´ a1 ` b2

2
}
˙
, x P pa1,b2q

. p14q

Пусть uϕ1px,tq и uϕ2px,tq (x P Γ) – решения задач V4pℓ; k,k,k;ϕ1pxqq и V4pℓ; k,k,k;ϕ2pxqq
соответственно.

Обозначим через uϕi

j px,tq — сужение решения задачи V4pℓ; k,k,k;ϕipxqq на Γ1
j (i “ 1, 2, j “

“ 1, 2).
Теорема 4. Решение задач p1q и p2q существует, причём upx,tq “ u

ϕ1

1 px,tq, — решение за-
дачи p1q, а vpx,tq “ u

ϕ2

1 px,tq, — решение задачи p2q (x P Γ1
1).

Доказательство будет проведено в рамках обозначенной выше терминологии теорем 2–3.
Покажем, что и ϕ1pxq, и ϕ2pxq из класса KV

4 pℓ; k,k,kq:
1) ϕjpxq P rC2pRppΓ1

1

Ť
Γ1
2qzpΓ1

1

Ş
Γ1
2qqq по построению, так как ψjpyq дважды непрерывно

дифференцируема;
кроме того, @ph,η P Dpcqq:

lim
εÑ˘0

ϕjpc` εhq “
"

˘ψ1p0q “ 0, j “ 1

ψ2p0q, j “ 2
,

pϕ1q`
h pcq “ ψ1

1p0q “ ´p´ψ1
1p0qq “ pϕ1q`

η ,ÿ

hPDpcq
pϕ2q`

h pcq “ ψ1
2p0q ´ ψ1

2p0q “ 0 ´ 0 “ 0,

pϕ1q``
hh pcq“

ˆ
˘ψ2

1p0q “ 0 “
˙

“ pϕ1q``
ηη pcq,

pϕ2q``
hh pcq “ ψ2

2p0q “ pϕ2q``
ηη pcq

(аналогично показывается для вершины e, меняется лишь значение аргумента функции ψpyq
с 0 на 2ℓ);

2) pϕjq``
hh pb1q “ ψ2

j

ˆ
ℓ

2
´ 0

˙
“ ψ2

j

ˆ
ℓ

2
` 0

˙
“ pϕjq``

ηη pb1q @ph,η P Dpb1qq для j “ 1,2 (анало-

гичное условие выполняется в вершине a2 для j “ 2, а для j “ 1 с точностью до знака минус);
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pϕjq``
hh pa1q “ ψ2

j

ˆ
3ℓ

2
´ 0

˙
“ ψ2

j

ˆ
3ℓ

2
` 0

˙
“ pϕjq``

ηη pa1q @ph,η P Dpa1qq для j “ 1,2 (аналогич-

ное условие выполняется в вершине b2 для j “ 2, а для j “ 1 с точностью до знака минус).

3)
ÿ

hPDpb1q
pϕjq`

h pb1q ´ k ϕjpb1q “ ψ1
j

ˆ
ℓ

2
` 0

˙
´ ψ1

j

ˆ
ℓ

2
´ 0

˙
´ k ψj

ˆ
ℓ

2

˙
“ 0

для j “ 1,2 (аналогичное условие выполняется в вершине a2 для j “ 2, а для j “ 1 с точно-
стью до знака минус);
ÿ

hPDpa1q
pϕjq`

h pa1q ´ k ϕjpa1q “ ψ1
j

ˆ
3ℓ

2
` 0

˙
´ ψ1

j

ˆ
3ℓ

2
´ 0

˙
´ k ψj

ˆ
3ℓ

2

˙
“ 0 для j “ 1,2 (анало-

гичное условие выполняется в вершине b2 для j “ 2, а для j “ 1 с точностью до знака
минус);

На основе вышеизложенного можно утверждать, что ϕ1pxq и ϕ2pxq принадлежат классу
KV

4 pℓ; k,k,kq.
Опираясь на утверждения теорем 2 ´ 3, можно сделать вывод, что решения задач

V4pℓ; k,k,k;ϕ1pxqq и V4pℓ; k,k,k;ϕ2pxqq существуют и представимы в форме аналога форму-
лы Даламбера, а следовательно существуют и их сужения на Γ1

1, представимые в такой же
форме.

И, наконец, убедимся, что uϕi

1 px,tq px P Γ1
1q при i “ 1 является решением задачи p1q, а при

i “ 2 – решением задачи p2q .
Заметим, что uϕi

1 px,tq удовлетворяет волновому уравнению p3q и принадлежит rC2pRpΓ1
1qq

по переменной x при любом t ą 0.
Кроме того, uϕ1

1 pz ` 0 ¨ h,tq “ 0 при z P tc,eu “ BΓ1
1 для задачи p1q, а

ÿ

hPDpzq
puϕ2

1 q`
h pz,tq ´ 0 ¨ uϕ2

1 pz,tq “
ÿ

hPDpzq
puϕ2

1 q`
h pz,tq “ 0

при z P tc,eu Ă J pΓq для задачи p2q.
Для завершения доказательства остаётся использовать утверждение теоремы 1.
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