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Аннотация. В работе исследовано поведение функции Лебега для точек экстремума
многочлена Чебышева первого рода нечетной степени. Получена оценка сверху констан-
ты Лебега в этом случае в виде конечной суммы асимптотического знакочередующегося
ряда. В зависимости от степени многочлена Чебышева найдены предельные значения для
индекса суммирования в усеченном асимптотическом ряде. Проведен анализ полученных
результатов.
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CONSTANT FOR EXTREMUM POINTS OF THE
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ODD DEGREE
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Abstract. This article investigates the behavior of the Lebesgue function for the extremum
points of the Chebyshev polynomial of the first kind of odd degree. An upper bound for the
Lebesgue constant in this case is obtained in the form of a finite sum of an asymptotic series
with an alternating sign. Depending on the degree of the Chebyshev polynomial, limiting
values are found for the summation index in a truncated asymptotic series. The analysis of the
obtained results is carried out.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Константа Лебега является важной характеристикой интерполяционного процесса при за-
данном наборе узлов [1]. Она обеспечивает обусловленность и устойчивость задач интерполя-
ции. Пусть непрерывная на отрезке r´1, 1s функция f “ fpxq задана своими значениями f0,
f1, . . . , fn в точках Ωn “ tx0, x1, . . . xnu. Тогда функция и константа Лебега для заданного
множества узлов интерполяции с использованием фундаментальных полиномов Лагранжа
lkpxq записываются в виде [2]:

λnpxq “
nÿ

k“0

|lkpxq|, lkpxq “
nź

j“0
j‰k

x´ xj

xk ´ xj
, k “ 0,n, (1)
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Λn “ max
xPr´1, 1s

λnpxq “ max
xPr´1, 1s

nÿ

k“0

|lkpxq|. (2)

Обзор некоторых результатов для константы Лебега и поведения функции Лебега приве-
ден в [3]. Представленная работа посвящена оценке сверху для константы Лебега интерпо-
ляционного процесса Лагранжа на отрезке r´1, 1s с узлами в точках экстремума полинома
Чебышева первого рода Tnpxq [4]:

xex,k “ cos

ˆ
πk

n

˙
, k “ 0,n, (3)

где n – нечетное число. Выбор точек экстремума полинома Чебышева в качестве узлов интер-
поляции связан с тем, что в этом случае константа Лебега при фиксированном числе узлов
стремится к своему минимальному значению на отрезке r´1, 1s с сохранением устойчивости
к ошибкам округления при приближении функции интерполяционным полиномом.

2. ОЦЕНКА СВЕРХУ КОНСТАНТЫ ЛЕБЕГА

Введем обозначение

ωnpxq “
nź

j“0

px ´ xjq. (4)

Тогда базис Лагранжа (1) для Ωn запишем в виде

lkpxq “ ωnpxq
px´ xkqω1

n,xpxkq , ω1
n,xpxkq “ d

dx
ωnpxq

ˇ̌
ˇ̌
x“xk

, k “ 0,n. (5)

Подставляя (5) в (2), получаем

Λn “ max
xPr´1, 1s

nÿ

k“0

ˇ̌
ˇ̌ ωnpxq
px´ xkqω1

n,xpxkq

ˇ̌
ˇ̌ . (6)

В силу существования и единственности интерполяционного многочлена Лагранжа на мно-
жестве Ωn и того факта, что точки (3) являются нулями полинома px2 ´ 1qT 1

n,xpxq с коэффи-
циентом 2n´1n при xn`1 [4], получаем

ωex,npxq “
nź

j“0

px´ xex,jq “ x2 ´ 1

2n´1n
T 1
n,xpxq. (7)

Полагая

x “ cos t, xex,k “ cos tex,k, tex,k “ πk

n
, k “ 0,n, (8)

имеем

ωex,nptq “ ´sin t sinnt

2n´1
, (9)

ωex,nptex,kq “

$
’&
’%

p´1qnn
2n´2

, k “ 0,n,

p´1qnn
2n´1

, 0 ă k ă n.

(10)

Подставляя (7) и (10) в (6), получаем

Λex,n “ 2n´1

n
max

xPr´1, 1s

nÿ

k“0

2

nź

j“0,
j‰k

|x ´ xex,j| , (11)
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где двойной штрих у знака суммы (11) означает, что первое и последнее слагаемое умножается
на 1{2.

Из задания точек интерполирования (3) видно, что функция Лебега

λex,npxq “ 2n´1

n

nÿ

k“0

2

nź

j“0,
j‰k

|x´ xex,j| , (12)

является четной функцией на отрезке r´1, 1s, поэтому для нахождения ее максимального
значения достаточно рассмотреть отрезок r0, 1s

Λex,n “ 2n´1

n
max
xPr0, 1s

nÿ

k“0

2

nź

j“0,
j‰k

|x´ xex,j| . (13)

При j “ pn` 1q{2,n разность x´xex,j принимает неотрицательные значения. Знак x´xex,j
при j “ 0,pn ´ 1q{2 определяем из условий x ´ xex,j ě 0 и k ě j. В этом случае имеем

Λex,n “ 2n´1

n
max
xPr0, 1s

nÿ

k“0

2p´1qq
nź

j“0,
j‰k

px ´ xex,jq, (14)

где q “ 0 для j “ pn` 1q{2,n или rn arccospxq{πs ă k, иначе q “ 1. Символ rn arccospxq{πs
означает целую часть числа.

Рассматривая x P rxex,l, xex,l`1s (l “ 0,pn ´ 1q{2), значение параметра q в выражении (14)
определяем следующим образом: для j “ pn` 1q{2, n или l ă k это значение равно нулю,
иначе q “ 1. Далее исследуем на максимум функцию Лебега (12) на каждом интервале.

Учитывая, что n – нечетное, получаем, что одной из точек локального максимума функции
Лебега (12) на x P r0,1s (t P r0,πs) является x “ 0 (t “ π{2). Сравнивая значения функции
Лебега в точках локального максимума, находим

Λex,n “ 1

n

n´1ÿ

k“0

1

| cos tex,k| “ 1 ` 2

n

pn´1q{2ÿ

k“1

1

cos tex,k
. (15)

Из (15) вытекает, что Λex,n ą 1. Выполняя над (15) элементарные тригонометрические
преобразования, имеем

Λex,n “ 1

n

n´1ÿ

k“0

ctg

ˆ
πk

2n
` π

4n

˙
. (16)

Полученное выражение (16) определяет константу Лебега для множества n узлов интер-
поляции, которые являются нулями полинома Чебышева первого рода Tnpxq [4]:

xnul,k “ cosptnul,kq, tnul,k “ πk

n
` π

2n
, k “ 0,n´ 1,

и согласуется с [3], [5] и [6]. Оценим выражение (16) сверху. Разложим функцию ctg t в ряд
Лорана на p0,π{2q [7]

ctg t “ 1

t
´

8ÿ

i“1

22i|B2i|
p2iq! t2i´1, (17)

где B2i – числа Бернулли. Для нахождения чисел Бернулли применяем рекуррентную фор-
мулу [8]

B1

p2iq! `
iÿ

j“0

B2j

p2pi ´ jq ` 1q!p2jq! “ 0, B0 “ 1, B1 “ ´1

2
, i ě 1.
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Подставляя (17) в (16), получаем

Λex,n “ 4

π

n´1ÿ

k“0

p2k ` 1q´1 `R1,n, (18)

R1,n “ ´
8ÿ

i“1

π2i´1|B2i|41´i

n2ip2iq!
n´1ÿ

k“0

p2k ` 1q2i´1. (19)

Обозначим

F0,n “
n´1ÿ

k“0

p2k ` 1q´1. (20)

Применяя свойство функции Ψpxq “ d lnΓpxq
dx

[9], имеем

Ψp1 ` xq “ Ψpxq ` 1

x
, (21)

где Γpxq – гамма-функция. Перепишем выражение (20) в виде

2F0,n´1 “ Ψ

ˆ
n` 1

2

˙
´ Ψ

ˆ
1

2

˙
. (22)

Для вычисления значения Ψp1{2q применяем следующую формулу из [10] и [11]

Ψ

ˆ
p

q

˙
“ 2

r q

2
sÿ

k“1

cos

ˆ
2πpk

q

˙
ln

ˆ
sin

ˆ
πk

q

˙˙
´ π

2
ctg

ˆ
πp

q

˙
´ lnp2qq ´ γ, (23)

где q и p – натуральные числа, p ă q и rq{2s – целая часть q{2. Находим значение Ψp1{2q:

Ψ

ˆ
1

2

˙
“ ´γ ´ 2 ln 2. (24)

Используя выражение Бине [8]

Ψpxq “ lnpxq ´ 1

2x
´

8ż

0

ˆ
1

expptq ´ 1
´ 1

t
` 1

2

˙
expp´txqdt, (25)

и разложение в ряд Маклорена подынтегральной функции, стоящей в скобках [8],

1

expptq ´ 1
´ 1

t
` 1

2
“

8ÿ

i“1

B2it
2i´1

p2iq! , (26)

получаем

Ψpxq “ lnpxq ´ 1

2x
´ 1

2

qÿ

i“1

B2i

ix2i
´

8ż

0

˜
1

expptq ´ 1
´ 1

t
` 1

2
´

qÿ

i“1

B2it
2i´1

p2iq!

¸
expp´txqdt. (27)

Ряд
8ř
i“1

B2ix
´2ii´1 является знакочередующимся и асимптотическим, поэтому ограничи-

ваем суммирование на члене ряда с индексом qn, за которым следующий член этого ряда
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начинает превосходить его по абсолютной величине. Находим значение qn (1 ď q ď qn) из
неравенства

|B2pq`1q|qx2q
|B2q|pq ` 1qx2pq`1q ď 1. (28)

Учитывая, что модули чисел Бернулли |B2q| через дзета-функцию Римана ζp2qq выража-
ются как [8]

|B2q| “ 2ζp2qqp2qq!
p2πq2q , q ě 1,

и ζp2pq ` 1qq{ζp2qq ď 1, из (28) для x “ n` 1{2 (n ě 3) получаем

qn “

»
–1

4

¨
˝1 `

d
16π2

ˆ
1

2
` n

˙2

` 1

˛
‚
fi
fl , (29)

где квадратными скобками обозначена целая часть числа. В частности, для n “ 3 согласно

(29) получаем qn “ 11, т. е., начиная с i “ qn ` 1, члены ряда
8ř
i“1

B2ipn ` 1{2q´2ii´1 возрас-

тают по абсолютной величине. Для i “ 7, 12 соответствующие члены этого ряда принимают
значения, равные: 4.03 ¨ 10´9, ´1.75 ¨ 10´9, 9.83 ¨ 10´10, ´6.95 ¨ 10´10, 6.04 ¨ 10´10, ´6.32 ¨ 10´10.
Заметим, что из (29) следует, что значение qn увеличивается с ростом n. Значение интеграла
в (27) при x “ n ` 1{2 не превосходит по модулю величины |B2pq`1q|x´2pq`1qp2pq ` 1qq´1, где
q ď qn.

Учитывая, что B2i “ p´1qi`1|B2i| (i ě 1), для любого x “ 1{2`n (n ě 1) имеем следующую
оценку

Ψ

ˆ
n` 1

2

˙
ď Ψn,0 ` Ψn,2m1

, 2 ď 2m1 ď qn, (30)

где

Ψn,0 “ ´ lnp2q ` lnp1 ` 2nq ´ 1

1 ` 2n
,

Ψn,l “ ´1

2

lÿ

i“1

ˆ
1

2
` n

˙´2i
B2i

i
. (31)

Подставляя (24) и (30) в (22), имеем

F0,n ď F ˚
0,n ` 1

2
Ψn,2m, (32)

F ˚
0,n “ γ

2
` 1

2
ln 2 ` 1

2
lnp1 ` 2nq ´ 1

2p1 ` 2nq . (33)

Для нахождения членов с i ě 1 в (19) введем обозначения

F2i´1,n “
n´1ÿ

k“0

p2k ` 1q2i´1, (34)

psj,n “
n´1ÿ

k“1

kj , j “ 2i ´ 1. (35)

Тогда
F2i´1,n “ psj,2n ´ 2jpsj,n. (36)
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Учитывая, что B2k`1 “ 0 (k ě 1) и используя представление [12]

psj,n´1 “ j!

jÿ

k“0

Bkn
j`1´k

k!pj ` 1 ´ kq! , (37)

преобразуем выражение (34) к виду

F2i´1,n “ p2iq!4i´1

i

i´1ÿ

k“0

B2kn
2i´2k

`
21´2k ´ 1

˘

p2kq!p2i ´ 2kq! . (38)

Подставляя (34) и (38) в (19), получаем

R1,n “ ´ 1

π

8ÿ

i“1

π2i|B2i|
i

i´1ÿ

k“0

B2k

`
21´2k ´ 1

˘

n2kp2kq!p2i ´ 2kq! “

“ ´ 1

π

8ÿ

i“1

π2i|B2i|
ip2iq! ` 2

π

8ÿ

j“1

B2jp1 ´ 21´2jq
n2jp2jq!

8ÿ

i“j`1

|B2i|π2i
2j´1ś
q“1

p2i ´ qq

p2iq! . (39)

Интегрируя (17) по t, находим

8ÿ

i“1

π2i|B2i|
ip2iq! “ 2 ln

´π
2

¯
. (40)

Последовательно дифференцируя (17) 2j ´ 1 раз по t (j ě 1), имеем

8ÿ

i“j`1

|B2i|π2i
2j´1ś
q“1

p2i ´ qq

p2iq! “

“ ´
ˆ
ctgp2j´1q

´π
2

¯
` 22j´1|B2j |

j

˙ ´π
2

¯2j

´ p2j ´ 1q!. (41)

Для получения значений производных функции ctg t в точке π{2 воспользуемся ее разло-
жением в ряд

ctg t “ 1

t
`

8ÿ

i“1

ˆ
1

t´ πi
` 1

t` πi

˙
, 0 ă t ă π. (42)

Последовательно дифференцируя (42) по t, получаем

ctgp2j´1q
´π
2

¯
“ p1 ´ 22jq22j´1

j
|B2j |, j ě 1. (43)

Подставляя (40) и (41) в (39) и учитывая (43), имеем

R1,n “ ´ 2

π
ln
´π
2

¯
` 1

π

8ÿ

j“1

B2jp1 ´ 21´2jq
jn2j

ˆ
π2jp22j ´ 2q|B2j |

p2jq! ´ 1

˙
. (44)

Ряд (44) является знакочередующимся и асимптотическим. При нахождении частичной
суммы ряда (44) значение индекса j не должно превосходить величины jn:

jn “
„
1

4

´
3 `

a
16π2n2 ` 1

¯
´ 1. (45)
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Из (45) вытекает, что значение jn увеличивается с ростом n.
Подставляя (20) и (44) в (18) и учитывая (31)-(33), окончательно приходим к следующей

оценке для Λex,n:
Λex,n ď Mn, (46)

Mn “ m˚
n ` B4l`2

p2l ` 1qπ

ˆp1 ´ 2´1´4lq
pn` 1q4l`2

ˆ
π4l`2p24l`2 ´ 2q|B4l`2|

p4l ` 2q! ´ 1

˙˙
, (47)

m˚
n “ 2

π

ˆ
γ ` ln

ˆ
4

π

˙
` lnp1 ` 2nq ´ 1

1 ` 2n

˙
`

` 1

π

2lÿ

j“1

B2j

j

ˆp1 ´ 21´2jq
n2j

ˆ
π2jp22j ´ 2q|B2j |

p2jq! ´ 1

˙
´ 22j

p2n` 3q2j
˙
, 2l ´ 1 ă jn. (48)

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Проведем сравнение значений верхней оценки для константы Лебега (46) со значениями
самой константы (16), а также с аналогичными результатами, представленными в [3], [13] и
[14].

Согласно [13] константа Лебега интерполяционного процесса Лагранжа по узлам Чебыше-
ва имеет следующую оценку [3], [13]:

Λex,n “ 2

π

ˆ
γ ` ln

ˆ
8

π

˙
` lnn

˙
` αn, (49)

αn ă 1

72n2
. (50)

В [14] получено асимптотическое представление Λn:

Λex,n “ 2

π

ˆ
γ ` ln

ˆ
8

π

˙
` lnn

˙
`

8ÿ

i“1

Ai

pn` 1q2i , (51)

где коэффициенты Ai находятся как [3], [14]

Ai “ 4 ¨ p´1qi´1p1 ´ 21´2iqp2i ´ 1q!ζp2iq
πp2πq2i

ˆ
1 `

8ÿ

j“1`i

p2j ´ 1q!ζp2jq
p2j ´ 2iq!p2i ´ 1q!22j´1

˙
. (52)

В таблице 1 представлены результаты вычислений отклонения величины Λex,n от верхней
границы ее оценки (46) при различных значениях n. Расчеты выполнены на основании (46)-
(48) при l “ 1. Там же приведены соответствующие значения отклонений, восстановленные
по формулам (49)-(52). При использовании (51) и (52) суммирование в (51) ограничено i “ 1,
в (52) – значением j “ pi` 1q ` 10.

Таблица 1. Значение Mn ´ Λex,n в зависимости от n

n Mn ´ Λex,n

(45) [13] [14]
11 1.1 ¨ 10´9 6.0 ¨ 10´7 6.0 ¨ 10´7

21 2.6 ¨ 10´11 4.5 ¨ 10´8 4.5 ¨ 10´8

31 2.6 ¨ 10´12 9.5 ¨ 10´9 9.5 ¨ 10´9
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Об оценке сверху константы Лебега. . .

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получена оценка сверху для константы Лебега для случая узловых точек, ко-
торые являются точками экстремума полинома Чебышева первого рода нечетной степени.
Выражение для верхней границы этой оценки представлено в виде суммы членов усеченно-
го асимптотического знакочередующегося ряда с использованием свойств логарифмической
производной от гаммы-функции Эйлера и дзета-функции Римана. Проведен анализ полу-
ченных выражений. В зависимости от числа узлов интерполяционного процесса найдены
предельные значения для индекса суммирования в усеченном асимптотическом ряде.
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