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Аннотация. Получена система дифференциальных уравнений, описывающих движе-
ние свободно падающего тела с точки зрения неподвижного наблюдателя, находящегося
в центре естественного базиса заданной плоской кривой и движущегося вместе с ним. С
помощью компьютерного моделирования построены соответствующие траектории в двух
случаях: когда наблюдатель движется по окружности или с постоянной угловой скоро-
стью, или с переменной, меняющейся по заданным законам в виде косинуса и в виде
функции Бесселя.

Ключевые слова: подвижный базис плоской кривой, абсолютное и относительное
движение, неинерциальная система отсчета.

ON THE QUESTION OF THE TRAJECTORY OF A FREELY
FALLING BODY IN NONINERTIALE REFERENCE SYSTEMS

S. B. Bogdanova, S. O. Gladkov

Abstract. The system of differential equations, describing the motion of free falling body
from the point of the fixed observer view in the center of the standard basis of the certain plave
curve and moving with it, was obtained.

Using some computer simulations, we built desired trajectories for the case of the observer
was moving along the circumference either with constant angular velocities, or with an angular
velocity that varied in accordance to the cosine law or Bessel function.

Keywords: moving basis of plane curve, absolute and relative motion, noninertial frame
of reference.

ВВЕДЕНИЕ

Решение любой механической задачи предполагает известным, какие силы и со стороны
каких тел они действуют на заданное тело, приводя последнее в движение. Это обстоятель-
ство вместе с принципом относительности Галилея позволяет составлять уравнение движения
тела, инвариантное относительно всех инерциальных систем отсчета [1]. Однако, как хорошо
известно, это вовсе не означает, что одно и то же движение должно выглядеть одинаково
во всех инерциальных системах отсчета [2]. Вполне естественно было бы при этом предпо-
ложить, что одно и то же движение тела не может выглядеть одинаково в инерциальной и
неинерциальной системах отсчета.

Специфической особенностью описания движения тела в неинерциальной системе отсчета
(НСО) является учет так называемых сил инерции, которые связаны не с взаимодействием
тел, а с ускоренным движением самой системы отсчета. К таким силам относятся, например,
поступательные и центробежные силы инерции, сила Кориолиса. С подробным анализом
динамических уравнений движения тела в НСО можно познакомиться по любому учебнику
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физики [1–4], чего нельзя сказать об исследовании вида их траекторий движения в НСО.
Более детальное знакомство с исследованиями, касающимися этого направления (см. [5–10])
также показало, что предпочтение отдается анализу динамики движения тел в НСО, но не
описанию их траекторий с точки зрения наблюдателя, находящегося в центре НСО.

Вместе с тем, актуальность этого исследования не может быть объяснена чисто академи-
ческим любопытством. На самом деле, наблюдение за движением того или иного тела из окна
ускоренного движущегося поезда, летательного аппарата или любого наземного транспорта
может помочь в решении таких важных практических вопросов, как, например, точность
стрельбы или точность приземления летательных аппаратов.

В настоящей работе приводится подробный анализ решения задачи о виде траектории
свободно падающих тел в неинерциальных системах отсчета (НСО) с точки зрения непо-
движного наблюдателя, находящегося в центре подвижного базиса τ ´ n, который движется

по заданной плоской кривой R0 ptq “ ix0 ptq ` jy0 ptq со скоростью v0 “
ˇ̌
ˇ 9R0ptq

ˇ̌
ˇ. С помощью

полученной ниже системы дифференциальных уравнений оказывается возможным находить
любые траектории движения тел (в частности, свободно падающих под действием лишь си-
лы тяжести) с точки зрения наблюдателя, находящегося в центре НСО. При решении задачи
предполагаются известными:

1. Все неинерциальные силы и физические факторы, действующие на тело, траекторию
которого мы ищем в НСО;

2. Закон движения самой НСО (он считается заданным).

ВЫВОД ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ

На рис. 1 на плоскости xoy показана кривая

R0 ptq “ ix0 ptq ` jy0 ptq , (1)

вместе со своим естественным (мгновенным подвижным) базисом τ ´ n, состоящим из еди-
ничного вектора касательной τ и единичного вектора нормали n к этой кривой [11–13]. Базис

τ ´ n естественным образом движется вдоль кривой со скоростью v0 “
ˇ̌
ˇ 9R0ptq

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇdR0ptq

dt

ˇ̌
ˇ,

где t´ это абсолютный момент времени в нерелятивистском приближении (v0 ! c, где c—
скорость света в вакууме), образуя при этом неинерциальную систему отсчета относительно
наблюдателя, находящегося в центре неподвижной системы pxoyq, орты которой, естественно,
i´ j.

Орты i´ j неподвижной системы pxoyq связаны с ортами τ ´ n НСО по правилу

"
i “ τ cosα ´ n sinα,

j “ τ sinα` n cosα,
(2)

где α между касательной к кривой и положительным направлением оси ox, а ds— диффе-
ренциал длины дуги кривой, в силу соотношения dτ

ds
“ Kn [14–15], причем кривизна K опре-

деляется формулой

K “ | 9x0:y0 ´ 9y0:x0|
`

9x20 ` 9y20
˘ 3

2

. (3)

Итак, пусть точечное тело массы m находится в произвольной точке ĂM pX,Y q (см. рис. 1),
где координаты pX,Y q относятся к НСО, а наблюдатель движется вместе с ней и находится
в ее начале. Точки M px,yq и ĂM pX,Y q по своему смыслу совпадают, однако первая отно-
сится к неподвижной системе отсчета i ´ j, а вторая — к НСК τ ´ n. Радиус–вектор точки
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Рис. 1. На этом рисунке схематически проиллюстрирована постановка задачи. Здесь кривая
y0 “ y0pxq считается годографом вектор–функции R0 ptq “ ix0 ptq ` jy0 ptq.

M px,yq согласно геометрии рис. 1 определяется как R “ R0 `r, где r “ τX`nY . После диф-
ференцирования вектора R получим выражение для абсолютной скорости движения тела
относительно неподвижной системы i´ j:

vabs “ 9R “ 9R0 ` 9r, (4)

при этом 9R0ptq “ v0τ , а

9r “ d

dt
pτX ` nY q “ τ 9X ` n 9Y ` 9τX ` 9nY.

В силу известных соотношений [14–15]

"
dτ
dt

“ v0Kn,
dn
dt

“ ´v0Kτ,

выражение (4) для абсолютной скорости окончательно примет вид:

vabs “ τ 9X ` n 9Y ` rτ p1 ´KY q ` nKXs v0 “ τ
”

9X ` p1 ´KY q v0
ı

` n

´
9Y `KXv0

¯
, (5)

где vrel “ τ 9X`n 9Y — относительная скорость движения тела, т.е. скорость тела относительно
НСО τ´n, а вектор rτ p1 ´KY q ` nKXs v0 представляет собой линейную связь скорости тела

в системе НСО τ ´ n, движущейся вдоль кривой R0 “ ix0 ` jy0 со скоростью v0 “
ˇ̌
ˇ 9R0

ˇ̌
ˇ.

Повторное дифференцирование формулы (4) дает:

aabs “ :R “ :R0 ` :r, (6)

где :R “ aabs — абсолютное ускорение в неподвижной системе i ´ j, причем

:R0 “ d

dt
pv0τq “ 9v0τ ` v20Kn (7)
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определяет значения тангенциального 9v0 и центростремительного v20K ускорений. Второе же
слагаемое в правой части (6) имеет вид

:r “ :Xτ ` :Y n`
"

´τ
ˆ
2v0K 9Y ` d pv0Kq

dt
y ` v20K

2X

˙
` n

ˆ
2v0K 9X ` d pv0Kq

dt
X ´ v20K

2Y

˙*
,

(8)
где сумма :Xτ ` :Y n “ arel — относительное ускорение в НСК τ ´ n. Подстановка (7) и (8) в
формулу (6) позволяет записать выражение для абсолютного ускорения тела, выраженное в
координатах подвижного базиса τ ´ n:

aabs “ arel ` τ

ˆ
9v0 ´ 2v0K 9Y ` d pv0Kq

dt
Y ` v20K

2X

˙
`

` n

ˆ
v20K ` 2v0K 9X ` d pv0Kq

dt
X ´ v20K

2Y

˙
. (9)

Структура формулы (11) позволяет ввести понятие не только относительного ускорения
arel “ :Xτ ` :Y n, но и переносного

amov “ τ

ˆ
9v0 ´ 2v0K 9Y ` d pv0Kq

dt
Y ` v20K

2X

˙
` n

ˆ
v20K ` 2v0K 9X ` d pv0Kq

dt
X ´ v20K

2Y

˙
.

(10)
Иными словами:

aabs “ arel ` amov . (11)

Сравнивая (11) с выражением второго закона Ньютона aabs “ F
m

, запишем:

arel “ F

m
´ amov, (12)

или, учитывая соотношение arel “ :Xτ ` :Y n и формулу (11):

amov “ τ

ˆ
9v0 ´ 2v0K 9Y ` d pv0Kq

dt
Y ` v20K

2X

˙
` n

ˆ
v20K ` 2v0K 9X ` d pv0Kq

dt
X ´ v20K

2Y

˙
.

(13)
Проектируя (13) на орты τ ´ n, получим систему дифференциальных уравнений, описы-

вающую движение тела в НСО:
#

:X “ Fτ

m
´ 9v0 ` 2v0K 9Y ´ dpv0Kq

dt
Y ´ v20K

2X,
:Y “ Fn

m
´ v20K ´ 2v0K 9X ´ dpv0Kq

dt
X ` v20K

2Y.
(14)

Уравнения (14) позволяют нам находить траекторию движения тела в подвижном базисе
τ ´ n, если траектория движения наблюдателя, находящегося в центре базиса НСО, нам
известна.

АНАЛИЗ ОБЩИХ УРАВНЕНИЙ (14) ПРИ ДВИЖЕНИИ НСО
ПО ОКРУЖНОСТИ

Пусть НСО τ ´ n вращается по окружности радиуса R (см. рис. 2), а тело массой m

падает под действием собственной силы тяжести (сопротивление среды не учитываем). В
силу разложения (2) ясно, что

F “ ´mg psinα ¨ τ ` cosα ¨ nq . (15)
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Вначале рассмотрим случай равномерного движения НСО, т.е. считаем угловую скорость
ω постоянной, v0 “ ωR “ const, K “ 1

R
“ const, а движение начинается из точки A против

часовой стрелки. Ясно, что угол α зависит от времени линейно как α “ ωt (рис. 2). Тогда
переносное ускорение согласно (13) можно записать в виде:

amov “ τK
´

´2v0 9Y ` v20KX
¯

` nK
`
v20 ` 2v0X ´ v20KY

˘
.

Рис. 2. НСО непрерывным образом движется по окружности, увлекая за собой и угол α.

Основная система уравнений (14) в этом случае преобразуется к виду:

"
:X “ Fτ

m
` 2ω 9Y ´ ω2X,

:Y “ Fn

m
´ ω2R ´ 2ω 9X ` ω2Y.

(16)

а с учетом явного разложения (15) переходят в следующую систему

"
:X “ ´g sinα ` 2ω 9Y ´ ω2X,
:Y “ ´g cosα ´ ω2R ´ 2ω 9X ` ω2Y.

(17)

Результат компьютерного моделирования уравнений (17) показан на рисунке 3.
Исследуем теперь вопрос, как будет выглядеть траектория свободно падающего тела с

точки зрения наблюдателя, движущегося неравномерным образом по окружности. Формула
(13) для относительного ускорения при этом несколько усложняется:

amov “ τ ¨
´

9v0ptq ´ 2v0ptq
R

¨ 9Y ptq ` 9v0ptq
R

¨ Y ptq ` v2
0

ptq
R2 ¨Xptq

¯
`

`n ¨
´
v2
0

ptq
R

` 2v0ptq
R

¨ 9Xptq ` 9v0ptq
R

¨Xptq ´ v2
0

ptq
R2 ¨ Y ptq

¯
,

(18)

и потому система (14) запишется как:

#
:X “ ´g sinα` 9v0ptq ´ 2v0ptq

R
¨ 9Y ptq ` 9v0ptq

R
¨ Y ptq ` v2

0
ptq
R2 ¨ Xptq,

:Y “ ´g cosα ` v2
0

ptq
R

` 2v0ptq
R

¨ 9Xptq ` 9v0ptq
R

¨ Xptq ´ v2
0

ptq
R2 ¨ Y ptq.

(19)

Результат численного моделирования системы (19) для различных законов изменения ско-
рости движения НСО показаны на рис. 4–5.
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Рис. 3. Траектория тела в системе τ ´n, совершающей 1,5 оборота по окружности радиуса
R “ 1 c частотой ω “ 1, 0 ď t ď 3πω´1. Начальные условия Xp0q “ 0,Y p0q “ 1,X 1p0q “
0,Y 1p0q “ 0.

Рис. 4. Траектория свободно падающего тела в НСО τ ´n, совершающей первые 2,5 оборота
по окружности радиуса R “ 10 c частотой ωptq “ cos t. Начальные условия Xp0q “ 0,Y p0q “
10,X 1p0q “ 0,Y 1p0q “ 0.
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Рис. 5. Траектория свободно падающего тела в системе τ ´ n, совершающей первые 4,5
оборота по окружности радиуса R “ 10 c угловой частотой ωptq “ Bessel p1,xq. Начальные
условия Xp0.001q “ 0,Y p0.001q “ 10,X 1p0.001q “ 0,Y 1p0.001q “ 0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подводя итог вышеизложенному, отметим:
1. Впервые получена система обыкновенных дифференциальных уравнений, позволяющая

описывать траектории свободно падающих тела с точки зрения наблюдателя, движущегося
вместе с базисом τ ´ n по заданной кривой y “ ypxq;

2. С помощью компьютерного моделирования приведены зависимости Y “ Y pXq для сво-
бодно падающих тел в двух случаях: в условиях равномерного движении по окружности и
при заданном законе изменения скорости.
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