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Аннотация. Проведено численное моделирование свободной конвекции в замкнутой
пористой кубической полости с синусоидальным законом нагрева одной из вертикальных
граней. Математическая модель строилась на основе ньютоновских реологических урав-
нений с учётом зависимости вязкости от температуры согласно соотношению Рейнольдса
и решалась методом конечных разностей. Тепловое взаимодействие между твёрдым ске-
летом и рабочей жидкостью проводилось на основе тепловой локально-неравновесной
модели. Показано влияние определяющих параметров на внутренние процессы тепловой
системы.
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MATHEMATICAL MODELING OF NATURAL CONVECTION
IN A POROUS CUBE UNDER THE INFLUENCE OF

NONUNIFORM HEATING OF THE SIDE WALL
M. S. Astanina, М. А. Sheremet

Abstract. A numerical simulation of free convection in a closed porous cubic cavity with a
sinusoidal heating law of one of the vertical faces has been performed. The mathematical model
has been formulated on the basis of Newtonian rheological equations taking into account the
dependence of viscosity on temperature according to the Reynolds relation and solved by the
finite difference method. The thermal interaction between the solid matrix and the working
fluid has been carried out on the basis of the local thermal non-equilibrium model. The influence
of the governing parameters on the internal processes of the thermal system has been shown.

Keywords: free convection, porous cube, local thermal non-equilibrium model, finite
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ВВЕДЕНИЕ

При современных темпах развития промышленности эффективность и надёжность тепло-
вых систем является одним из основных направлений, требующих всестороннего изучения
и описания. Одними из самых востребованных исследований являются задачи математиче-
ского моделирования тепловых систем, основанных на процессах естественной конвекции.
Эффективным способом оптимизации их работы является введение пористых сред в рабочие
полости, а также использование сред с переменными теплофизическими свойствами [1–4].

˚ Исследование выполнено при финансовой поддержке Совета по грантам Президента РФ для молодых
российских ученых (грант МД-5799.2021.4).
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Учет влияния свойств окружающей среды на структуры внутренних потоков и теплообмен
является одним из важных аспектов численного моделирования тепловых систем. Чаще все-
го в качестве этой характеристики рассматривается непостоянство теплофизических свойств
рабочей среды. В [5–7] экспериментально показано, что начальная температура воды влияет
на коэффициент гидравлической проводимости (сила вязкого сопротивления в жидкости).
Этот эффект авторы связывают с изменением вязкости жидкости с температурой окружа-
ющей среды. Также в доступе имеется ряд опубликованных теоретических исследований в
области изучения конвективных процессов в средах переменной вязкости. Например, авто-
ры [8] представили результаты моделирования естественной конвекции внутри замкнутой
квадратной полости, заполненной жидкостью с переменной вязкостью и теплопроводностью
для низких чисел Прандтля. Были найдены корреляционные зависимости числа Нуссельта
и показано влияние переменных свойств рабочей жидкости при неравномерном нагреве си-
стемы. В [9] показано, что введение переменной плотности рабочей жидкости уменьшает эф-
фект влияния переменной вязкости. В [10] численно исследован естественный конвективный
теплообмен внутри открытой полости, заполненной жидкостью с переменными свойствами.
Результаты показали, что для больших перепадов температуры необходимо учитывать пере-
менные свойства рабочей среды. Авторы [11] проанализировали естественную конвекцию в
кубе, заполненном жидкостью с переменной вязкостью, используя численные и эксперимен-
тальные методы. Полученные данные показали стабильное конвективное течение жидкости
внутри полости, несмотря на высокие числа Рэлея за счёт учёта переменной вязкости. В
[12] исследована естественная конвекция внутри замкнутой полости с изотермическими вер-
тикальными стенками. Влияние переменных теплофизических свойств оказалось сильнее на
первых этапах развития течения жидкости. Кроме того, градиент температуры усиливается
при естественной конвекции жидкости с переменными свойствами. Авторы [13] провели чис-
ленное моделирование теплообмена внутри пористой квадратной полости с изотермическими
вертикальными стенками. Полученные данные показали, что переменная вязкость приводит
к асимметричному течению жидкости и росту теплообмена внутри полости по сравнению со
случаем постоянной вязкости. В [14] проведено моделирование естественной конвекции внут-
ри закрытой пористой полости с переменной пористостью твердой структуры. Кроме того,
вязкость рабочей жидкости изменяется с температурой по экспоненциальному закону. При
увеличении абсолютного значения коэффициента плавучести изменение параметра вязкости
оказывает сильное влияние на распределение скорости внутри камеры, а также на число
Шервуда и локальные числа Нуссельта на горячей изотермической поверхности. Авторы [15]
обобщили законы зависимости вязкости при ламинарном теплообмене внутри прямоугольной
полости. Авторы получили зависимости для средних чисел Нуссельта в зависимости от коэф-
фициентов закона изменения вязкости. Кроме того, было показано влияние выбора закона за-
висимости вязкости на характеристики течения и теплопередачи. В [16] изучена естественная
конвекция внутри замкнутой полости, заполненной жидкостью с температуро-зависимой вяз-
костью. Была представлена эволюция конвективных потоков в полости с течением времени, а
также изучено влияние переменной вязкости и безразмерных параметров на характеристики
теплообмена.

Из вышеприведённого обзора исследований задач ламинарной естественной конвекции
жидкостей с переменными теплофизическими свойствами можно сделать вывод, что вли-
яние изменения вязкости рабочей жидкости является довольно важным эффектом в рас-
сматриваемом классе задач и требует подробного изучения. В настоящей работе проводится
численное исследование естественной конвекции жидкости с переменной вязкостью [5, 17]
в пористой кубической полости с использованием тепловой локально-неравновесной модели:
температуры твёрдого скелета и рабочей жидкости рассчитываются отдельно друг от дру-
га. Конвекция инициируется под воздействием разности температур между вертикальными
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гранями, одна из которых нагревается по синусоидальному закону, а противоположная стен-
ка поддерживается при постоянной низкой температуре. Полученные результаты численного
анализа теплообмена в рассматриваемой системе могут быть использованы в качестве ре-
комендаций при проектировании и оптимизации пассивных систем охлаждения источников
энергии в тепловых системах микроэлектроники и приборостроения.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ

Схематическая постановка рассматриваемой системы показана на рисунке 1. Вязкость ра-
бочей теплопроводной ньютоновской среды изменяется по закону µ “ exp r´ζ pT ´ Tcq {∆T s
[5], где ζ – константа. Нагрев вертикальной грани x̄ “ 0 осуществляется по закону Tw(z̄) “
Tc + ∆T sin pπz̄{Lq, противоположная грань x̄ “ L имеет температуру Tc. При этом дру-
гие границы куба теплоизолированы. Пористая среда считается однородной, изотропной и
проницаемой для жидкости. Для описания пористого скелета используется модель Дарси-
Бринкмана и тепловая локально-неравновесная модель. Кроме того, справедливо приближе-
ние Буссинеска.

Рис. 1. Схематическая постановка решаемой задачи.

С учётом указанных предположений управляющая система уравнений в безразмерных пе-
ременных “векторный потенциал – вектор завихрённости – температура” [17–19] записывается
в виде:

B2ψx
Bx2 ` B2ψx

By2 ` B2ψx
Bz2 “ ´ωx (1)

B2ψy
Bx2 ` B2ψy

By2 ` B2ψy
Bz2 “ ´ωy (2)

B2ψz
Bx2 ` B2ψz

By2 ` B2ψz
Bz2 “ ´ωz (3)

εBωx
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Bx ´ ωy

Bu
By ´ ωz

Bu
Bz “ ε

b
Pr
Ra

´
B2pµωxq

Bx2 `

` B2pµωxq
By2 ` B2pµωxq

Bz2 ´ εµωx

Da
´ ε

b
Pr
Ra

B
Bx

´
ωx

Bµ
Bx ` ωy

Bµ
By ` ωz

Bµ
Bz

¯
`

`2ε

b
Pr
Ra

”
Bv
Bz

B2µ
By2 ` Bu

Bz
B2µ

BxBy ´ Bw
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ε
Bωy

Bτ ` u
Bωy

Bx ` v
Bωy

By ` w
Bωy

Bz ´ ωx
Bv
Bx ´ ωy

Bv
By ´ ωz

Bv
Bz “ ε

b
Pr
Ra

´
B2pµωyq

Bx2 `

` B2pµωyq
By2 ` B2pµωyq

Bz2 ´ ε
µωy

Da

¯
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b
Pr
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By

´
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Bx ` ωy
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`2ε

b
Pr
Ra

”
Bv
Bx
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BxBy ´ Bu
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B2µ
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B2µ
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//////-
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Bx ´ ωy

Bw
By ´ ωz

Bw
Bz “ ε

b
Pr
Ra

´
B2pµωzq

Bx2 `

` B2pµωzq
By2 ` B2pµωzq

Bz2 ´ εµωz

Da

¯
´ ε
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Pr
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B
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ωx

Bµ
Bx ` ωy
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¯
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`2ε
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Pr
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”
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B2µ
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B2µ
Bx2 ´ Bv
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2Da
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ε
BΘf

Bτ ` u
BΘf

Bx ` v
BΘf

By ` w
BΘf

Bz “ ε?
Ra¨Pr

´
B2Θf

Bx2 ` B2Θf

By2 ` B2Θf

Bz2
¯

`
` ξ?

Ra¨Pr pΘs ´ Θf q
(7)

p1 ´ εq Bθs
Bτ “ p1´εqΛγ?

Ra¨Pr

´
B2θs
Bx2 ` B2θs

By2 ` B2θs
Bz2

¯
`

` ξγ?
Ra¨Pr pΘf ´ Θsq

(8)

В этой системе использованы безразмерные переменные

x “ x̄{L, y “ ȳ{L, z “ z̄{L, τ “ t
a
gβ∆T {L, Θf “ pTf ´ Tcq{∆T , Θs “ pTs ´ Tcq{∆T ,

µ “ µ̄{µ0, u “ ū
L?

gβ∆TL, v “ v̄
L?

gβ∆TL, w “ w̄
L?

gβ∆TL,

ψx “ ψ̄x

Ma
gβ∆TL3, ψy “ ψ̄y

Ma
gβ∆TL3, ψz “ ψ̄z

Ma
gβ∆TL3,

ωx “ ω̄x
a
L{gβ∆T , ωy “ ω̄y

a
L{gβ∆T , ωz “ ω̄z

a
L{gβ∆T

и безразмерные числа такие, как Da “ K
L
L2 (число Дарси), Ra “ ρgβ∆TL3

L
αµ0 (число

Рэлея), Pr “ µ0{ρα (число Прандтля), ξ “ rhL2
M
λf (число Нильда), µ “ exp p´ζΘfq (без-

размерный закон зависимости вязкости), Λ “ λs{λf (коэффициент теплопроводности между

твёрдым скелетом и рабочей средой),γ “ pρcqf
M

pρcqs (коэффициент теплоёмкости между

твёрдым скелетом и рабочей средой).
Начальные и граничные условия для сформулированной системы уравнений (1)–(8) запи-

сываются в виде:

τ “ 0 :

$
&
%

ψx “ 0,

ψy “ 0,

ψz “ 0

$
&
%

ωx “ 0,

ωy “ 0,

ωz “ 0

Θ “ 0 на

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
0 ă x ď 1,

0 ď y ď 1,

0 ď z ď 1

но Θ “ Θw “ sin pπzq на x “ 0

τ ą 0 :

$
&
%

Bψx{Bx “ 0,

ψy “ 0,

ψz “ 0

$
&
%

ωx “ 0,

ωy “ ´Bw{Bx,
ωz “ Bv{Bx

Θ “ Θw “ sin pπzq на x “ 0,0 ď y ď 1 и 0 ď z ď 1

$
&
%

Bψx{Bx “ 0,

ψy “ 0,

ψz “ 0

$
&
%

ωx “ 0,

ωy “ ´Bw{Bx,
ωz “ Bv{Bx

Θ “ 0на x “ 1,0 ď y ď 1 и 0 ď z ď 1

$
&
%

ψx “ 0,

Bψy{By “ 0,

ψz “ 0

$
&
%

ωx “ Bw{By,
ωy “ 0,

ωz “ ´Bu{By
BΘ
By “ 0 на y “ 0 и y “ 1,0 ď x ď 1 и 0 ď z ď 1

$
&
%

ψx “ 0,

ψy “ 0,
Bψz

Bz “ 0

$
&
%

ωx “ ´Bv{Bz,
ωy “ Bu{Bz,
ωz “ 0

BΘ
Bz “ 0 на z “ 0 и z “ 1,0 ď x ď 1 и 0 ď y ď 1

(9)
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Решение системы уравнений (1)–(8) с начальными и граничными соотношениями (9) про-
водилось с помощью метода конечных разностей на равномерной вычислительной сетке [17–
20]. Для реализации численного алгоритма был создан и протестирован вычислительный код
на языке программирования С++. Используемый метод решения задач свободной конвекции
был протестирован на сеточную сходимость и на соответствие с уже имеющимися данными из
литературы [21, 22]. В таблице 1 приведено сравнение результатов моделирования модельных
задач естественной конвекции с опубликованными результатами для фиксированного числа
Рэлея и различных размерностей расчётной сетки.

Таблица 1. Результаты валидации разработанной методики.
Полученные результаты Данные [21]

86ˆ65ˆ65
Данные [22]
62ˆ62ˆ62

50ˆ50ˆ50 100ˆ100ˆ100
Ra = 105

Wmax для
Y “ Z “ 0.5

0.2471
(X “ 0.94)

0.2466
(X “ 0.94)

0.2471
(X “ 0.935)

0.2453
(X “ 0.936)

Numax для
Y “ 0.5

8.474
(Z “ 0.08)

8.072
(Z “ 0.08)

7.795
(Z “ 0.083)

7.9669
(Z “ 0.0836)

Numin для
Y = 0.5

0.7869
(Z = 1.0)

0.727
(Z = 1.0)

0.7867
(Z = 1.0)

0.675
(Z = 1.0)

Nu 4.494 4.378 4.361 4.339

Кроме того, был проведён анализ независимости решения от расчётной сетки на четырех
размерностях: 30ˆ30ˆ30, 60ˆ60ˆ60, 90ˆ90ˆ90, 120ˆ120ˆ120 элементов. На рисунке 2 пока-
заны временные зависимости средней температуры внутри полости и интенсивности течения
жидкости при Pr = 7, ε = 0.9, Ra = 105, Da = 10´4, ξ = 10, ζ = 1. Для дальнейших численных
расчетов была выбрана равномерная сетка из 60ˆ60ˆ60 элементов.

Рис. 2. Временные зависимости средней температуры в полости (а) и интенсивности те-
чения жидкости (б) при Da “ 10´2, ξ “ 10, ζ “ 1, Ra “ 105 для различных сеточных
параметров.
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ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Численные эксперименты проводились в следующем диапазоне изменения определяющих
параметров: пористость (ε = 0.9), число Прандтля (Pr = 7), число Нильда (ξ “ 10), число
Дарси (10´4 ď Da ď 10´2q, число Рэлея (104 ď Ra ď 106q, параметр изменения вязкости
(ζ = 0, 1) и время (0 ď τ ď 100). Особое внимание уделялось влиянию этих параметров на
структуру конвективных потоков и теплообмен в полости, среднюю температуру внутри куба
и интенсивность циркуляции жидкости в полости. Следует отметить, что рассматриваемые
диапазоны управляющих параметров были выбраны на основе теплофизических свойств ис-
пользуемых материалов в тепловой системе: воды (рабочая жидкость) и алюминиевой пены
(пористый слой) [23]. Рассматриваемый диапазон чисел Рэлея описывает ламинарные режи-
мы естественной конвекции, что было показано ранее. Число Рэлея в диапазоне между 107 и
108 считается определяющим параметром переходных режимов естественной конвекции, но
дальнейшее увеличение числа Рэлея приводит к появлению турбулентных потоков [24, 25].
При значении параметра изменения вязкости ζ = 0 рассматривается жидкость с постоянной
вязкостью, в случае ζ = 1 вязкость рабочей жидкость зависит от температуры. Время рас-
чета τ было выбрано на основе вычислительных экспериментов для достижения стабильного
устойчивого конвективного течения.

На рисунке 3 показаны трехмерные поля температур Θf , Θs и вертикальной скорости
W для Da =10´2 , ζ = 1, τ = 100 и различных значений числа Рэлея. Температура ра-
бочей жидкости и температура твердой структуры пористого материала не равны, и для
каждой фазы было отдельно решено уравнение энергии в соответствии с тепловой локально-
неравновесной моделью, которая была использована в исследовании. Теплоперенос в полости
усиливается вместе с увеличением Ra. Скорость течения жидкости возрастает при увеличе-
нии Ra от 104 (рисунок 3а) до 106 (рисунок 3б). Такой скачок значений рассматриваемого
параметра объясняется интенсивным взаимодействием двух режимов теплопереноса в поло-
сти: теплопроводности и конвекции. С течением времени течение стабилизируется. Почти все
тепло от нагретой стенки перераспределяется в полости и передается в окружающую среду
благодаря охлаждающему действию противоположной поверхности. В пористой структуре
наблюдается преобладание режима теплопроводности, нагрев в ней происходит более равно-
мерно и практически не зависит от Ra. Кроме того, значения компонент скорости возрастают,
а охлаждение от вертикальной стенки становится сильнее. Число Рэлея оказывает наиболь-
шее влияние на среднюю температуру и интенсивность движения жидкости (рисунок 4). На
первых временных шагах интенсивность циркуляции жидкости значительно возрастает при
увеличении Ra. Такой скачок значений рассматриваемого параметра объясняется интенсив-
ным взаимодействием двух режимов теплопереноса в полости: теплопроводности и конвек-
ции. С течением времени течение стабилизируется. Как упоминалось выше, увеличение Ra
усиливает теплоперенос в кубе и снижает температуру.

На рисунке 5 показаны трехмерные поля температур Θf , Θs и вертикальной скорости W

для Ra = 105, ζ = 1, τ = 100 и различных значений Da. В кубе наблюдается ламинарное
течение жидкости из-за умеренного числа Рэлея (Ra = 105q.

Пористая матрица (алюминий) обладает высокой теплопроводностью, и тепло отводится
равномерно за счет развития конвективных потоков под воздействием бокового охлаждения.
Для любых значений Da представленные поля показывают равномерный нагрев куба. Внут-
ри полости образуются горячие и холодные области, демонстрирующие наличие нисходящих
и восходящих потоков жидкости внутри куба. Рост Da приводит к увеличению конвективной
скорости теплообмена и улучшению распределения тепла внутри куба (рисунок 5в). Более
того, скорость увеличивается и улучшается охлаждение от холодной вертикальной стенки. В
пористом скелете преобладающим механизмом является теплопроводность, поэтому в этой

44 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2023. № 3



Математическое моделирование естественной конвекции. . .

Рис. 3. Пространственные поля температур и вертикальной компоненты скорости при
Da “ 10´2, ζ “ 1, τ “ 100: a) Ra “ 104, б) Ra “ 105, в) Ra “ 106.

Рис. 4. Временные зависимости средней температуры в полости (а) и интенсивности те-
чения жидкости (б) при Da “ 10´2, для различных Ra и ζ.
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Рис. 5. Пространственные поля температур и вертикальной компоненты скорости при
Ra “ 105, ζ “ 1, τ “ 100: a) Da “ 10´4, б) Da “ 10´3, в) Da “ 10´2.

фазе наблюдается равномерный нагрев. На рисунке 6 представлено совместное влияние пара-
метра изменения вязкости и числа Дарси на временные распределения средней температуры
внутри куба и интенсивности течения жидкости в полости для Ra = 105, τ = 100.

Увеличение Da, отражающее рост проницаемости твердого скелета, усиливает отвод жид-

Рис. 6. Временные зависимости средней температуры в полости (а) и интенсивности те-
чения жидкости (б) при Ra “ 105 для различных Da и ζ.
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кости от нагретой стенки и приводит к увеличению средней температуры полости. Переход
от жидкости с постоянной вязкостью к жидкости с переменной вязкостью усиливает этот
эффект из-за снижения вязкости с ростом температуры.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Было проведено численное исследование естественной конвекции жидкости (Pr = 7) в
пористой кубической полости под влиянием неравномерного нагрева боковой грани. Полу-
ченные результаты показали, что рост числа Дарси (проницаемости пористой среды) увели-
чивает скорость конвективного движения жидкости. В этой ситуации средняя температура
пористой зоны повышается. Использование рабочей жидкости с вязкостью, зависящей от
температуры с параметром ζ = 1 из закона зависимости вязкости µ “ exp p´ζΘfq, приводит
к уменьшению вязкости жидкости и увеличению скорости течения жидкости в кубе. Таким
образом, варьирование свойств рабочей жидкости и пористой среды в тепловых системах,
в основе которых лежат процессы естественной конвекции, является эффективным методом
регулирования теплопередачи.
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