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Аннотация. Исследуется система массового обслуживания (СМО) с бесконечным на-
копителем, одним обслуживающим прибором и экспоненциальным обслуживанием. На
вход СМО поступает дважды стохастический пуассоновский поток, интенсивность кото-
рого λptq представляет собой диффузионный процесс с нулевым коэффициентом сноса
a “ 0, коэффициентом диффузии b и упругими границами α,β. В работе разработан чис-
ленный метод и приведен численный анализ вероятностных характеристик числа заявок
исследуемой СМО в зависимости от значений входных параметров.

Ключевые слова: система массового обслуживания, дважды стохастический пуас-
соновский поток, диффузионный процесс, вероятностные характеристики числа заявок.
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Abstract. We study a queuing system with an infinite storage device, one servicing device
and exponential maintenance. The input of the queuing system receives a doubly stochastic
Poisson flow, the intensity of which λptq is a diffusion process with a zero drift coefficient
a “ 0, a diffusion coefficient b and elastic boundaries α,β. In this work, a numerical method has
been developed and a numerical analysis of the customers number probabilistic characteristics
depending on the values of the input parameters is presented.
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ВВЕДЕНИЕ

С целью повышения эффективности работы информационных сетей разрабатываются но-
вые средства мониторинга. Для создания и модернизации средств мониторинга используют
модели информационных сетей и систем. В качестве аналитических моделей информацион-
ных сетей и их элементов применяют системы массового обслуживания. Общие закономер-
ности построения информационных сетей позволяют рассматривать сеть и каждый сервер
в качестве СМО, где совокупность поступающих заявок образует входной поток заявок си-
стемы обслуживания. Вероятностные процессы, возникающие при поступлении требований в
СМО, их характеристики изучены, например, в [1–5].

При моделировании систем массового обслуживания большое внимание уделяется изуче-
нию дважды стохастических потоков, как правило, пуассоновских. Статистический анализ
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потока заявок, поступающих на web-серверы, показывает диффузионный характер измене-
ния интенсивности входного дважды стохастического пуассоновского потока [6].

В [7] для СМО с конечным накопителем и диффузионной интенсивностью входного потока
представлены краевые задачи и предлагается матричный метод анализа стационарных ха-
рактеристик числа заявок. Для СМО с бесконечным накопителем и диффузионной интенсив-
ностью входного потока с нулевым в [8] и ненулевым в [9] коэффициентом сноса представлен
вывод уравнений типа Колмогорова – Чепмена с дифференциальным оператором Фоккера
– Планка относительно вероятностных характеристик числа заявок. Различные методы ре-
шения дифференциальных уравнений, в том числе численные методы решения уравнений
Колмогорова – Чепмена, представлены в [10–12]. В [13] доказано необходимое условие суще-
ствования стационарного режима и неотрицательности стационарных характеристик числа
заявок СМО с бесконечным накопителем и диффузионной интенсивностью входного потока.
Предложен метод решения бесконечных систем дифференциальных уравнений типа Кол-
могорова – Чепмена с дифференциальным оператором Фоккера – Планка относительно ха-
рактеристик числа заявок с применением производящей функции. Получены моменты числа
заявок в СМО. Данная работа, являясь логическим продолжением [13], содержит разработку
численного метода и численный анализ вероятностных характеристик числа заявок рассмат-
риваемой СМО в зависимости от значений входных параметров.

ОПИСАНИЕ СМО

Исследуется система массового обслуживания с бесконечным накопителем, одним обслу-
живающим прибором и экспоненциальным обслуживанием с интенсивностью µ. На вход СМО
поступает дважды стохастический пуассоновский поток, интенсивность которого λptq изме-
няется на промежутке rα,βs и представляет собой диффузионный процесс с нулевым коэф-
фициентом сноса a “ 0, коэффициентом диффузии b и упругими границами α,β. Такие СМО
используются при моделировании web-узлов Интернет [6].

Согласно определению диффузионный процесс представляет собой марковский случай-
ный процесс второго порядка с независимыми приращениями, диффузионные операторные
моменты первого и второго порядка которого равны соответственно коэффициенту сноса a и
коэффициенту диффузии b [14].

В дальнейшем интенсивность входного потока в нестационарном режиме будем обозначать
через λptq, в стационарном через pλ. Пусть Qkpt,xqdx “ Ptνptq “ k,x ď λptq ă x ` dxu, где
νptq — число заявок в СМО в момент t, qkpxqdx “ Ptpν “ k,x ď pλ ă x ` dxu, где pν — число
заявок в СМО в стационарном режиме, Qkpt,xq, qkpxq — плотности по x, представляют собой
нестационарные и стационарные характеристики числа заявок, k ě 0; fpt,xqdx “ Ptx ď
λptq ă x ` dxu, pfpxqdx “ Ptx ď pλ ă x ` dxu, fpt,xq, pfpxq — нестационарная и стационарная
плотности интенсивности входного потока, x P rα,βs.

Интегралы
şβ
α
Qkpt,xqdx “ Pkptq,

şβ
α
qkpxqdx “ pk, k ě 0, представляют собой нестационар-

ное и стационарное распределение числа заявок соответственно.

Обозначим через Mpν “ ř
kě1 kpk среднее число (математическое ожидание числа) за-

явок в СМО в стационарном режиме. Пусть Mpxqdx “ ř
kě1

kqkpxq dx, где Mpxq — плот-

ность распределения среднего числа заявок по интенсивности pλ в стационарном режиме.
Обозначим через Dpν “

ř
kě0pk ´ Mpνq2pk дисперсию числа заявок в стационарном режиме;

Dpxq dx “
ř
kě0

pk´Mpνq2qkpxq dx, где Dpxq — плотность распределения дисперсии числа заявок

по интенсивности pλ в стационарном режиме.

Моменты числа заявок выражаются через плотности моментов числа заявок следующим
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образом

Mpν “
ż β

α

Mpxq dx,Dpν “
ż β

α

Dpxq dx. (1)

Будем рассматривать функции pfpxq, qkpxq в пространстве непрерывно дифференцируемых
функций C2rα,βs, функции fpt,xq, Qkpt,xq в пространстве непрерывно дифференцируемых
функций L. Функции в L являются непрерывными и ограниченными в области определения
tt ě 0, x P rα,βsu, непрерывными и ограниченными являются их частные производные по t,
по x первого и второго порядков в области определения tt ě 0, x P pα,βqu. Будем считать
частные производные по x функций первого и второго порядка непрерывно продолжаемыми
при x Ñ α, x Ñ β. В дальнейшем будем использовать частные производные данных функций,
повторно не оговаривая указанные свойства.

В [8] приведен вывод уравнений относительно fpt,xq,Qkpt,xq,qkpxq с помощью ∆t-метода
для СМО с диффузионной интенсивностью входного потока с упругими границами α,β с
нулевым коэффициентом сноса a “ 0.

Нестационарные характеристики числа заявок Qkpt,xq, k ě 0, удовлетворяют системе диф-
ференциальных уравнений:

1) во внутренних точках x P pα,βq нестационарным уравнениям типа Колмогорова — Че-
пмена с дифференциальным оператором Фоккера — Планка

BQ0pt,xq
Bt “ ´xQ0pt,xq ` µQ1pt,xq ` b

2

B2Q0pt,xq
Bx2 , (2)

BQkpt,xq
Bt “ xQk´1pt,xq ´ px ` µqQkpt,xq ` µQk`1pt,xq`

` b

2

B2Qkpt,xq
Bx2 , k ě 1, (3)

2) в граничных точках r1 “ α , r2 “ β краевым условиям

BQkpt,riq
Bx “ 0, k ě 0,i “ 1,2, (4)

3) начальным условиям с начальными плотностями ξkpxq

Qkp0,xq “ ξkpxq, ξkpxq ě 0,

ż β

α

ÿ

kě0

ξkpxq dx “ 1, k ě 0, (5)

4) условию нормировки
ÿ

kě0

Qkpt,xq “ fpt,xq, t ě 0, x P rα,βs. (6)

Для решения краевой задачи (2)–(6) введем производящую функцию

Rpt,x,zq “
ÿ

kě0

Qkpt,xq zk, t ě 0, x P rα,βs, |z| ď 1, z P C, (7)

с областью определения

Dtxz “ tpt,x,zq : t ě 0, x P rα,βs, |z| ď 1, z P Cu.

В результате умножения уравнений (2)–(3) на zk`1, уравнений (4) на zk, суммирования по
k ě 0, получим краевую задачу относительно производящей функции Rpt,x,zq :

Rpt,x,zq
„
xz2 ´ px ` µqz ` µ


` b

2
zR2

xxpt,x,zq “ zR1
tpt,x,zq ` p1 ´ zqµQ0pt,xq
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с краевыми условиями
R1

xpt,α, zq “ 0, R1
xpt,β, zq “ 0,

начальным условием
Rp0,x,zq “

ÿ

kě0

Qkp0,xqzk

и условием нормировки
Rpt,x,1q “ fpt,xq.

Если в СМО существует стационарный режим, то стационарные характеристики qkpxq, k ě
0, рассматриваемой СМО удовлетворяют следующим уравнениям:

1) во внутренних точках x P pα,βq стационарным уравнениям типа Колмогорова – Чепмена
с дифференциальным оператором Фоккера – Планка

´xq0pxq ` µq1pxq ` b

2
q2
0pxq “ 0, (8)

xqk´1 pxq ´ px` µq qk pxq ` µqk`1 pxq ` b

2
q2
kpxq “ 0, k ě 1, (9)

2) в граничных точках α, β краевым условиям

q1
kpαq “ 0, q1

kpβq “ 0, k ě 0, (10)

3) условию нормировки ÿ

kě0

qkpxq “ pfpxq. (11)

Система дифференциальных уравнений (8)–(9) во внутренних точках x P pα, βq вместе с
краевыми условиями (10) и условием нормировки (11) названа первой моделью стационарной
СМО [13].

Введем производящую функцию

pRpx,zq “
ÿ

kě0

qkpxqzk, |z| ď 1, z P C, (12)

с областью определения

Dxz “ tpx,zq : x P rα,βs, |z| ď 1, z P Cu.

В результате умножения уравнений (8)–(9) на zk`1, уравнений (10) на zk, суммирования
по k ě 0, получим краевую задачу относительно производящей функции pRpx,zq:

pRpx,zq
„
xz2 ´ px ` µqz ` µ


` b

2
z pR2

xxpx,zq “ p1 ´ zqµq0pxq (13)

с краевыми условиями
pR1
xpα,zq “ 0, pR1

xpβ,zq “ 0. (14)

Заметим, что с учетом условия нормировки (11) выполняется равенство

pRpx,1q “
ÿ

kě0

qkpxq “ pfpxq. (15)

В результате суммирования уравнений (8)–(10) получим краевую задачу относительно
pfpxq

pf2pxq “ 0, pf 1pαq “ 0, pf 1pβq “ 0,
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решение которой представляет собой плотность равномерного распределения

pfpxq “ 1{pβ ´ αq.

В [13] показано, что необходимое условие существования решения первой модели стацио-
нарной СМО и неотрицательности характеристик qkpxq,k ě 0, имеет вид

λ̄ ă µ, (16)

где λ̄ “
şβ
α
x pf pxqdx – среднее значение интенсивности входного потока в стационарном режи-

ме. Причем вероятность простоя p0 СМО удовлетворяет условию

0 ă p0 “
βż

α

q0pxq dx “
βż

α

p1 ´ x{µq pfpxq dx ă 1.

ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА ХАРАКТЕРИСТИК

Для наблюдения за установлением стационарного режима в зависимости от значений вход-
ных параметров применен численный метод расчета характеристик числа заявок.

Нестационарное и стационарное распределения числа заявок предлагается вычислять с
применением решения задачи Коши и краевых условий относительно производящей функции
Rpt,x,zq.

Значения функции Rpt,x,zq для сеточных значений t P r0;T s, x P rα;βs, z P tξ P C, |ξ| “ ru
вычисляются последовательно в моменты времени △t, 2△t, 3△t, . . . через значения Rp0,x,zq
в начальный момент времени t “ 0. На каждом шаге по t значения функции Rpt ` △t,x,zq
вычисляются с учетом начального условия

Rp0,x,zq “
ÿ

kě0

Qkp0,xqzk , (17)

по формуле Эйлера

Rpt` △t,x,zq “ Rpt,x,zq `
„
Rpt,x,zqrxz2 ´ px ` µqz ` µs ` b

2
zR2

xxpt,x,zq´

´p1 ´ zqµQ0pt,xq

△t{z, (18)

с учетом краевых условий

Rpt,α ` ∆x,zq ´Rpt,α,zq
∆x

“ 0,
Rpt,β,zq ´Rpt,β ´ ∆x,zq

∆x
“ 0, (19)

и разностной производной второго порядка ([12], с. 142)

R2
xxpt,x,zq “ Rpt,x` ∆x,zq ´ 2Rpt,x,zq `Rpt,x´ ∆x,zq

p∆xq2 . (20)

На каждом шаге по t плотности Qkpt,xq вычисляются по формуле обратного преобразова-
ния Лорана

Qkpt,xq “ 1

2πi

ż

|ξ|“r

Rpt,x,ξq
ξk`1

dξ, k ě 0, (21)
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где i — мнимая единица.
Нестационарное Pkptq, k ě 0, и стационарное qkpxq, pk, k ě 0, распределения числа заявок

вычисляются по формулам

Pkptq “
ż β

α

Qkpt,xqdx, (22)

qkpxq “ lim
tÑ8

Qkpt,xq, pk “ lim
tÑ8

Pkptq. (23)

Согласно [13] в стационарном режиме плотности Mpxq и Dpxq выражаются через произ-
водящую функцию pRpx,zq следующим образом:

Mpxq “ pR1
zpx,1q, (24)

Dpxq “ pR2
zzpx,1q ` pR1

zpx,1q ´ 2 pR1
zpx,1qMpν ` pMpνq2 pfpxq, (25)

pR1
zpx,1q “ lim

tÑ8
R1

zpt,x,1q, pR2
zpx,1q “ lim

tÑ8
R2

zpt,x,1q.

Численный метод расчета характеристик числа заявок, в котором применяются формулы
Эйлера и Лорана, назовем методом Эйлера – Лорана. Метод Эйлера – Лорана позволяет
выполнить численный анализ нестационарного и стационарного распределения числа заявок
для значений параметров СМО при различных начальных распределениях числа заявок в
СМО. Для применения метода Эйлера – Лорана в [13] показано выполнение необходимого
условия (16) существования и единственности стационарного режима в СМО.

Для численного вычисления нестационарных характеристик числа заявок были сделаны
разбиения отрезков rα, βs, r0, T s и окружности |ξ| “ r в комплексной области на n̄, m̄ и l̄` 1

частей соответственно.
Разобьем отрезок rα, βs точками x0, x1, . . . , xn̄ на n̄ частей, где x0 “ α, xn “ x0 ` n ¨ ∆x,

∆x “ pβ ´ αq{n̄, 0 ď n ď n̄.

Разобьем интервал времени r0, T s точками t0, t1, . . . , tm̄ на m̄ частей, где t0 “ 0, tm “
t0 `m ¨ ∆t, ∆t “ T {m̄, 0 ď m ď m̄.

Разобьем окружность |ξ| “ r в комплексной области с центром в начале координат радиуса
r точками z0, z1, . . . , zl̄ на l̄ ` 1 секторов, где

∆l “ p2πrq{pl̄ ` 1q, ϕl “ p2πq{pl̄ ` 1q ¨ l, 0 ď l ď l̄,

xl “ r cosϕl, yl “ r sinϕl,

zl “ xl ` i yl, где i — мнимая единица; ∆zl “ zl ´ zl´1.

Рассмотрим ступенчатую функцию 3-х аргументов rRpt,x,zq, значение которой равно
rRm,n,l “ Rptm,xn,zlq, если t P rtm,tm ` ∆ts, x P rxn, xn ` ∆xs, z принадлежит l-му секто-
ру единичной окружности, 0 ď m ď m̄, 0 ď n ď n̄ ´ 1, 0 ď l ď l̄. Будем обозначать эту
ступенчатую функцию rRm,n,l “ rRptm,xn,zlq, т.е. так же как и значения функции.

Разностным производным для R1
xpt,x,zq,R2

xxpt,x,zq аналогичным образом поставим в соот-
ветствие ступенчатые функции

rR1
xptm´1,x0,zlq «

rRm´1,1,l ´ rRm´1,0,l

∆x
,

rR1
xptm´1,xn̄´1,zlq «

rRm´1,n̄´1,l ´ rRm´1,n̄´2,l

∆x
,

rR2
xxptm´1,xn,zlq «

rRm´1,n`1,l ´ 2 rRm´1,n,l ` rRm´1,n´1,l

p∆xq2 ,

1 ď m ď m̄,1 ď n ď n̄´ 2,0 ď l ď l̄.
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На каждом шаге по t значения функции rRm,n,l вычислялись с учетом начального условия
(17), с использованием формулы Эйлера (18), краевых условий (19), разностной производной
(20) следующим образом:

m “ 0,0 ď n ď n̄´ 1,0 ď l ď l̄ : rR0,n,l “
ÿ

kě0

Qkp0,xnqzkl ;

1 ď m ď m̄, 1 ď n ď n̄´ 2, 0 ď l ď l̄ :

rRm,n,l “ rRm´1,n,l `
„
rRm´1,n,lrxnz2l ´ pxn ` µqzl ` µs ` b

2
zl rR2

xxptm´1,xn,zlq´

´p1 ´ zqµQ0ptm´1,xnq

△t{zl,

n “ 0,0 ď l ď l̄ : rRm,0,l “ rRm,1,l;

n “ n̄´ 1,0 ď l ď l̄ : rRm,n̄´1,l “ rRm,n̄´2,l.

Плотности Q0ptm,xnq, Qkptm,xnq при t0 “ 0 находились из начальных условий

Qkp0,xnq “ ξkpxnq,k ě 0,

плотности Q0ptm, xnq, Qkptm, xnq, 1 ď m ď m̄, находились с использованием формулы обрат-
ного преобразования Лорана (21)

Qkptm, xnq “ 1

2πi

ż

|ξ|“r

rRptm, xn,ξq
ξk`1

dξ “

“ 1

2π

πż

´π

rRptm, xn,ξq
ξk`1

r eiϕ dϕ «

« r

2π

l̄ÿ

l“0

rRptm, xn,zlqeiϕl

zk`1
l

∆ϕ, k ě 0.

Нестационарные распределения числа заявок Pkptq, k ě 0, вычислялись согласно (22). Для
приближенного вычисления интегралов применяли метод прямоугольников:

Pkptmq « ∆x

„
Qkptm,x1q `Qkptm,x2q ` . . . Qkptm,xn̄´1q `Qkptm,xn̄q


.

Функции pRpx,zq рассматриваем в линейном пространстве pL степенных рядов

pRpx,zq “
ÿ

kě0

qkpxqzk, qkpxq P C2rα,βs,

сходящихся равномерно и абсолютно по x,z на множестве Dxz. Функции pRpx,zq P pL явля-
ются непрерывными и ограниченными на множестве Dxz, непрерывными и ограниченными
являются их частные производные по x первого и второго порядков на множестве Dxz. Ли-
нейное пространство pL определим таким образом, что ряды pRpx,zq, pR1

xpx,zq, pR2
xxpx,zq сходятся

равномерно и абсолютно по x,z.
Введем в линейном пространстве pL норму для стационарной функции pRpx,zq следующим

образом:

} pR}pL “
ÿ

0ďsď2

max
xPrα,βs,|z|“1

ˇ̌
ˇ pRpsq

x px,zq
ˇ̌
ˇ. (26)
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Функции Rpt,x,zq рассматриваем в линейном пространстве M степенных рядов

Rpt,x,zq “
ÿ

kě0

Qkpt,xqzk, Qkpt,xq P L,

сходящихся равномерно и абсолютно по t,x,z на множестве Dtxz .
Введем норму для нестационарной функции Rpt,x,zq в линейном пространстве M следу-

ющим образом:

}R}M “
ÿ

0ďsď2

max
xPrα,βs,|z|“1

ˇ̌
ˇRpsq

x pt,x,zq
ˇ̌
ˇ. (27)

Обозначим через M пространство ступенчатых функций rRptm, xn, zlq. Норма в линейном
пространстве M вычисляется согласно (27):

} rR}M “ max
0ďnďn̄,0ďlďl̄

«
| rRptm, xn, zlq| `

ˇ̌
ˇ̌ rRptm, xn, zlq ´ rRptm, xn´1, zlq

∆x

ˇ̌
ˇ̌`

ˇ̌
ˇ̌ rRptm, xn´1, zlq ´ 2 rRptm, xn, zlq ` rRptm, xn`1, zlq

p∆xq2
ˇ̌
ˇ̌
ff
. (28)

Стабилизация режима СМО в широком смысле означает стабилизацию в СМО среднего
числа заявок, стабилизация режима СМО в узком смысле означает стабилизацию всех неста-
ционарных характеристик СМО [1]. Из стабилизации в узком смысле следует стабилизация
в широком смысле, но не наоборот.

Введем ступенчатую функцию Υptm,xn,zlq “ rRptm`1,xn,zlq ´ rRptm,xn,zlq. Стабилизация
режима СМО наблюдалась при выполнении неравенства }Υ}M ă ε. В работе наблюдалась
стабилизация режима СМО и в узком, и в широком смысле.

Обозначим через t pm момент времени, в который произошла стабилизация. После дости-
жения стабилизации выполняется равенство pRpx,zq “ Rpt,x,zq при t ě t pm.

Рассмотрим ступенчатые разностные производные функции pR1
zpx,zq, pR2

zzpx,zq в точках
pxn,z0q:

pR1
zpxn,z0q «

pRpxn,z1q ´ pRpxn, z0q
∆z0

,

pR2
zzpxn,z0q «

«
pRpxn,z1q ´ pRpxn,z0q

∆z0
´

pRpxn,z0q ´ pRpxn,zl̄q
∆zl̄

ff
{∆z0.

После установления стабилизации значения плотности математического ожидания числа
заявок Mpxnq вычислялись с использованием (24):

Mpxnq “ pR1
zpxn,z0q. (29)

Интегралы в (1) расчета стационарных моментов числа заявок аппроксимировались ин-
тегральными суммами по методу прямоугольников. Сначала находилось матожидание числа
заявок Mpν

Mpν « ∆x

„
Mpx1q `Mpx2q ` ¨ ¨ ¨ `Mpxn̄´1q `Mpxn̄q


.

Значения плотности дисперсии числа заявок вычислялись с использованием (25):

Dpxnq “ pR2
zzpxn,z0q ` pR1

zpxn,z0q ´ 2 pR1
zpxn,z0qMpν ` pMpνq2 pfpxq. (30)

Дисперсия числа заявок Dpν рассчитывалась аналогично среднему числу заявок

Dpν « ∆x

„
Dpx1q `Dpx2q ` ¨ ¨ ¨ `Dpxn̄´1q `Dpxn̄q


.
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Численный анализ характеристик числа заявок исследуемой СМО с бесконечным накопи-
телем, диффузионной интенсивностью входного потока и экспоненциальным обслуживанием
интенсивности µ на одном приборе проводился с целью наблюдения за установлением стаци-
онарного режима в зависимости от значений входных параметров СМО, обоснования наблю-
даемых свойств стационарных характеристик. Одной из задач являлось сравнение стацио-
нарного распределения числа заявок рассматриваемой СМО и классической СМО. Классиче-
ская система массового обслуживания представляет собой СМО с простейшим пуассоновским
входным потоком заявок с интенсивностью входного потока λ̄ “ pα ` βq{2 и экспоненциаль-
ным обслуживанием интенсивности µ. В классической СМО интенсивность входного потока
λ̄ получается усреднением значений стационарного процесса pλ.

СМО имеет 5 входных параметров:
α, β — границы интервала rα, βs значений процесса λptq;
µ — интенсивность экспоненциального обслуживания;
a — коэффициент сноса;
b — коэффициент диффузии.
Под опорным планом будем понимать фиксированный набор входных данных

tα, β, µ, a, bu, при котором существуют и неотрицательны стационарные характеристики
qkpxq, k ě 0, Mpxq, Dpxq и вероятности распределения числа заявок Pkptq, pk, k ě 0.

Под сечением по параметру η P tα, β, µ, a, bu будем понимать наборы входных параметров,
отличающиеся друг от друга только параметром η, остальные параметры неизменны и взяты
из опорного плана.

Расчет нестационарных и стационарных характеристик числа заявок СМО проводился
для фиксированного опорного плана входных параметров по различным сечениям входных
параметров.

Численный анализ имеет 6 рабочих параметров:
n̄,m̄,l̄ — показывают разбиения отрезков rα, βs, r0, T s и окружности |ξ| “ r в комплексной

области на n̄,m̄,l̄ ` 1 частей соответственно;
r — радиус комплексной окружности с центром в начале координат в формуле Лорана;
T — временной интервал наблюдения стабилизации нестационарных характеристик СМО;
ε — точность вычислений рядов и стабилизации.
В качестве опорного плана были взяты следующие значения параметров:
α “ 0.5, β “ 1.5, µ “ 3, a “ 0, b “ 2.

Для расчета вероятностных характеристик числа заявок исследуемой СМО и вывода ре-
зультатов расчетов на графиках функций составлена программа на языке программирова-
ния FORTRAN 77. В силу ограниченных возможностей программы использовались следую-
щие значения рабочих параметров: n̄ “ 30 — количество точек для характеристик СМО,
l̄ “ 1024 — количество точек для комплексной окружности радиуса r в методе Лорана,
r “ 1, T “ 15, ε “ 10´6.

В [8] показано, что ∆t “ ∆2x{b. Отсюда получен численный параметр

m̄ “ n̄2 b T

pβ ´ αq2 .

Такой выбор параметров и полученная точность при указанных ограничениях памяти
программы оказались вполне допустимыми для получения неотрицательных характеристик
СМО, их достаточно гладких графиков и стабилизации.

Проводился численный анализ вероятностных характеристик числа заявок исследуемой
СМО в нестационарном режиме. Численные расчеты нестационарного распределения числа
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заявок с применением метода Эйлера – Лорана (18)–(22) для значений параметров СМО из
опорного плана проводились при различных начальных распределениях.

Рис. 1. Зависимость Pkptq от t.

Пример нестационарных вероятностей P0ptq, . . . ,P4ptq, полученных методом Эйлера – Ло-
рана при начальном распределении Q0p0,xq “ 1{pβ ´ αq,Qkp0,xq “ 0, k ě 1, приведен на
рис. 1.

При начальном распределении Q1p0,xq “ 1{pβ´αq,Qkp0,xq “ 0,k “ 0,k ě 2 и при начальном
распределении

Qkp0,xq “ p1 ´ ρ̄qρ̄k, k ě 0, ρ̄ “ λ̄{µ,λ̄ “
βż

α

x pfpxq dx, (31)

рисунки аналогичны. Для нулевого коэффициента сноса a “ 0 имеем λ̄ “ pα ` βq{2.
Следует отметить, что стабилизация вероятностей Pkptq при заданных начальных распре-

делениях наступает достаточно быстро, стабилизация плотностей Qkpt,xq, k ě 0, продолжа-
ется вплоть до значений t “ 15.

Проводился численный анализ вероятностных характеристик числа заявок исследуемой
СМО в стационарном режиме.

Результаты численных расчетов показали неотрицательность всех наблюдаемых ста-
ционарных характеристик qkpxq исследуемой СМО. Стационарные характеристики СМО
q0pxq, . . . ,q4pxq для опорного плана показаны на рис. 2.

Следует отметить гладкость наблюдаемых характеристик и выполнение краевых условий.
Это означает, что на краях интервала rα,βs касательные к характеристикам горизонтальны.

Стационарные характеристики СМО Mpxq,Dpxq для опорного плана приведены на рис. 3.
Для проверки неотрицательности наблюдаемых плотностей q0pxq, . . . ,q4pxq, Mpxq, Dpxq

наблюдался минимум этих характеристик.
Наблюдались стационарные моменты числа заявок, среднее число заявок Mν и дисперсия

числа заявок Dν. По каждому из входных параметров СМО µ, α, β, b проводились сечения с
учетом опорного плана. Результаты сечений по параметрам µ, β, b показаны на рис. 4, 5, 6.

Для всех сечений параметров наблюдалось условие неотрицательности характеристик чис-
ла заявок рассматриваемой СМО. Вычисления показали, что с увеличением µ математи-
ческое ожидание и дисперсия числа заявок уменьшаются. При увеличении интенсивности
обслуживания µ заявки быстрее обслуживаются и покидают СМО, поэтому среднее число
заявок, как и дисперсия, уменьшается.

104 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2023. № 2



Численный анализ характеристик числа заявок СМО. . .

Рис. 2. Зависимость qkpxq от x.

Рис. 3. Зависимость Mpxq и Dpxq от x.

Рис. 4. Зависимость Mν и Dν от µ.

Результаты показали, что при увеличении β математическое ожидание числа заявок уве-
личивается. Это объясняется тем, что с увеличением β увеличивается среднее значение λ̄
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интенсивности входного потока λ, и в соответствии с приближенной формулой Литтла [1]
Mν “ λ̄{µ, среднее число заявок Mν в СМО увеличивается.

Дисперсия числа заявок ведет себя аналогично математическому ожиданию числа заявок,
что также объясняется увеличением интенсивности входного потока.

С увеличением α значение математического ожидания Mν и дисперсии числа заявок Dν

увеличивается. Это объясняется тем, что с возрастанием α увеличивается среднее значение λ̄
интенсивности входного потока λ, то есть увеличивается число заявок, поступающих в СМО.
Следовательно, возрастают среднее и дисперсия числа заявок в СМО.

Рис. 5. Зависимость Mν и Dν от β.

Математическое ожидание Mν и дисперсия числа заявок Dν в начале интервала измене-
ния коэффициента диффузии b претерпевают некоторые изменения. В целом на интервале
изменения значений параметра b характеристики СМО Mν,Dν остаются практически неиз-
менными, что показано на рис. 6.

При проведении расчетов по сечениям параметров µ,β,α,b для сравнения моментов числа
заявок Mν и Dν рассматриваемой СМО с моментами классической СМО Mcν и Dcν вычис-
лялись относительные отклонения среднего числа заявок εopMνq “ |pMν ´Mcνq{Mν| ¨ 100% и
дисперсии числа заявок εopDνq “ |pDν ´ Dcνq{Dν| ¨ 100%.

Расчеты показали изменение относительного отклонения εopMνq в пределах 0.75 ´ 4%,
что говорит о близости среднего числа заявок в рассматриваемой СМО и в классической.
Однако дисперсии числа заявок в рассматриваемой СМО и в классической различаются на
0.75 ´ 11%.

Следовательно, при проектировании СМО с диффузионной интенсивностью при расче-
те среднего числа заявок можно взять за основу среднее число заявок классической СМО,
однако, если необходимо рассчитывать дисперсию числа заявок, то необходимо проводить
расчеты согласно теории, приведенной в данной работе.

Численный анализ нестационарного распределения числа заявок в СМО подтвердил экс-
поненциальную скорость сходимости нестационарных характеристик к финальным, совпа-
дение финальных характеристик со стационарными при заданной точности вычислений и
независимость финальных характеристик от начального распределения.

Численные расчеты показали, что метод Эйлера – Лорана позволяет вычислять стацио-
нарные плотности qkpxq,k ě 0, с любой заданной точностью с учетом ресурсов программной
среды. Точность метода проверялась по невязке исходной системы дифференциальных урав-
нений. При расчете стационарных плотностей qkpxq,k ě 0, методом Эйлера – Лорана для
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Рис. 6. Зависимость Mν и Dν от b.

ускорения стабилизации рекомендуется брать в качестве начального распределения класси-
ческое распределение (31).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследуется СМО с бесконечным накопителем, одним обслуживающим прибо-
ром. На вход СМО поступает дважды стохастический пуассоновский поток заявок, интенсив-
ность которого представляет собой диффузионный процесс с нулевым коэффициентом сноса,
ненулевым коэффициентом диффузии и упругими границами. Разработан и применен чис-
ленный метод расчета нестационарных и стационарных вероятностных характеристик числа
заявок исследуемой СМО, названный методом Эйлера – Лорана. Выполнен численный ана-
лиз нестационарного и стационарного распределения числа заявок для значений параметров
СМО при различных начальных распределениях числа заявок в СМО. Численный анализ
вероятностных характеристик числа заявок проведен с целью наблюдения за установлением
стационарного режима в зависимости от значений входных параметров СМО, обоснования
наблюдаемых свойств стационарных характеристик.

Для применения метода Эйлера – Лорана в [13] авторами доказано необходимое условие
существования и единственности стационарного режима СМО.
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