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Аннотация. В работе рассматривается начально-краевая задача для эволюционной
системы Навье-Стокса с пространственной переменной, изменяющийся в n-мерной се-
теподобной ограниченной области. Такая область характеризуется наличием конечного
числа подобластей, попарно примыкающих между собой в узловых местах частями своих
границ. Для исследователя представляется возможность устанавливать условия примы-
кания подобластей в узловых местах в соответствии с требованиями задач прикладно-
го характера. Схема исследования разрешимости поставленной задачи имеет существен-
ное отличие от классической. А именно, исходная система Навье-Стокса редуцируется к
дифференциально-разностной с использованием процесса полу-дискретизации по времен-
ной переменной. Этот подход не только несколько облегчает анализ разрешимости эво-
люционной системы, но и открывает путь к алгоритмизации поставленной задачи. Для
дифференциально-разностной системы устанавливаются априорные оценки норм слабых
решений, аналогичные энергетическим неравенствам, основываясь при этом, на методе
Галеркина со специальным базисом, каковым является совокупность обобщенных соб-
ственных функций эллиптического оператора системы Навье-Стокса. Указанные оценки
дают возможность показать слабую компактность кусочно-постоянных интерполяций по
временной переменной семейства приближенный решений эволюционной задачи и, как
следствие, установить разрешимость исходной задачи. Для полноты картины исследова-
ние дополнено рассмотрением случая временного запаздывания. Полученные результаты
будут использованы при изучении оптимизационных задач для систем Навье-Стокса в
сетевых гидродинамических процессах.

Ключевые слова: дифференциально-разностная система Навье-Стокса, сетеподоб-
ная область изменения переменных, эволюционная система Навье-Стокса, слабая разре-
шимость.

DIFFERENTIAL-DIFFERENCE SYSTEM IN THE ANALYSIS
OF THE NAVIER-STOKES EVOLUTIONARY SYSTEM WITH

A CARRIER IN A NETWORK-LIKE DOMAIN
V. V. Provotorov, A. P. Zhabko

Abstract. The paper be considered the initial boundary value problem for the Navier-
Stokes evolutionary system with a spatial variable changeable in an n-dimensional network-
like bounded domain. Such a domain is characterized by the presence of a finite number of
subdomains, pairwise adjacent to each other in nodal places by parts of their boundaries. For
the researcher, it is possible to establish the conditions for the adjoining of subdomains in nodal
places in accordance with the requirements of applied problems. The scheme for studying the
solvability of the problem has a significant difference from the classical one. Namely, the original
Navier-Stokes system is reduced to a differential-difference using a semi-sampling process over
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a time variable. This approach not only somewhat facilitates the analysis of the solvability of
the evolutionary system, but also opens the way to the algorithmically of the problem. For a
differential-difference system, a priori estimates of the norms of weak solutions similar to energy
inequalities are established, based on the Galerkin method with a special basis, which is the
set of generalized eigenfunctions of the elliptical operator of the Navier-Stokes system. These
estimates make it possible to show the weak compactness of piecewise-constant interpolations
on the time variable of the family approximate to the solutions of the evolutionary problem
and, as a result, to establish the solvability of the original problem For completeness of the
picture, the study is supplemented by a consideration of the case of a temporary delay. The
obtained results will be used in the study of optimization problems for Navier-Stokes systems
in network hydrodynamic processes.

Keywords: differential-difference Navier-Stokes system, network-like domain of variable
change, evolutionary Navier-Stokes system, weak solvability.

ВВЕДЕНИЕ

Метод полу-дискретизации по временному переменному классического уравнения
Навье-Стокса в сетеподобной области n-мерного евклидова пространства приводит к
дифференциально-разностной системе Навье-Стокса, аналогичной представленной в работе
[1]. Анализ дифференциально-разностной системы, базирующийся на установлении априор-
ных оценках норм слабых решений, является основой для доказательства слабой разреши-
мости исходной дифференциальной системы Навье-Стокса и построения приближений для
отыскания ее слабого решения. При этом используется метод Фаэдо-Галеркина со специ-
альным базисом, каковым является множество обобщенных собственных функций эллип-
тического оператора уравнения Навье-Стокса [2]. Редукция дифференциальной системы к
дифференциально-разностной дает возможность не только установить разрешимость исход-
ной системы, но и открывает пути анализа оптимизационных задач для систем Навье-Стокса
в сетевых гидродинамических процессах, а также сетеподобных процессов переноса сплош-
ных сред иного характера [3 – 5]. Для полноты картины исследование дополнено рассмотре-
нием случая временного запаздывания.

ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПОНЯТИЯ

Рассмотрим ограниченную сетеподобную область ℑ Ă Rn, содержащую N подобластей
ℑl (l P IN “ t1,2,...,Nuq, соединенных между собой в M p1 ď M ď N ´ 1q узловых ме-

стах ωj (j P IM “ t1,2,...,Mu): ℑ “ pℑŤ pω, где pℑ “
NŤ
l“1

ℑi, pω “
MŤ
j“1

ωj , причем ℑl
Şℑl1 “ ∅

(l ‰ l1q, ωj

Ş
ωj1 “ ∅ (j ‰ j1), ℑl

Ş
ωj “ ∅ [6]. Узловые места определяются общими гра-

ницами подобластей ℑl, которые назовем поверхностями примыкания узловых мест. Каждое
узловое место ωj (j P IM q определяется фиксированном числом подобластей, а именно, под-
область ℑlj и подобласти ℑl1s

, l1s P IMpjq Ă IM , s “ 1,mj . Из сказанного следует, что при
фиксированном j P IM существует фиксированная с помощью этого индекса поверхность Sj
(measSj ą 0q примыкания ℑlj к ℑl1s

подповерхностями Sj,s (measSjs ą 0q, s “ 1,mj , причем
Sj является частью границы ℑlj (Sj Ă Bℑlj q, а Sj,s — частями границ ℑl1s

(Sj,s Ă Bℑl1s
q и, кро-

ме того, Sj “
mjŤ
s“1

Sjs. Таким образом, каждое узловое место ωj (при фиксированном j P IM q
характеризуется поверхностью Sj, подповерхности Sjs Ă Sj описывают способ примыкания
границ ℑlj к ℑl1s

, l1s P IM pjq, s “ 1,mj . Исходя из этого, границу Bℑ области ℑ определим
объединением границ Bℑl подобластей ℑl (l P IN q, не включающим в себя все поверхности

примыкания всех узловых мест: Bℑ “
NŤ
l“1

Bℑlz
MŤ
j“1

Sj . Предполагается, что Sjs гладкие, а ℑl,
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l P IN , звездные (звездность относительно некоторого шара подобластей ℑlq. Везде ниже

используются суммируемые на ℑ функции, при этом
ż

ℑ

ϕpxq dx “
Nÿ

i“1

ż

ℑ

ϕpxq dx.

Заметим, что область ℑ имеет структуру ограниченного геометрического графа-дерево [7],
причем любая подобласть области ℑ также имеет структуру ограниченного геометрического
графа.

Далее рассматривается математическая модель процесса переноса вязкой жидкости по
сетеподобным носителям (в приложениях сетевые и магистральные трубопроводы).

СИСТЕМА НАВЬЕ-СТОКСА

В области ℑT “ ℑ ˆ p0,T q для векторной функции Y px,tq “ ty1px,tq,y2px,tq,...,ynpx,tqu,
x,t P ℑT (x “ tx1,x2,...,xnu, T ă 8q рассматривается система

BY px,tq
Bt ´ ν∆Y px,tq `

nÿ

i“1

Yipx, tq
BY px,yq

Bxi
“ fpx, tq ´ grad ppx, tq, (1)

div Y px,tq “ 0

˜
nÿ

i“1

BY px, tq
Bxi

“ 0

¸
, (2)

с условиями примыкания, определяемыми соотношениями

Y px,tq|xPSjιĂBℑlj
“ Y px,tq|xPSjιĂBℑl1ι

, ι “ 1,mj , (3)

ż

Sj

BY px, tq
Bnj

ds`
mjÿ

ι“1

ż

Sjι

BY px, tq
Bnjι

ds “ 0, (4)

на поверхностях примыкания Sj, Sjι (ι “ 1,mjq узловых мест ωj, j “ 1,M для t P p0,T q. Здесь
через nj и njι обозначены внешние нормали к поверхностям Sj и Sjι, ι “ 1,mj , соответственно;
начальные и граничные условия определяются следующими соотношениями:

Y px,tq|t“0 “ Y0pxq, x P ℑ, (5)

Y px,tq|xPBℑ “ 0. (6)

Соотношения (1)–(6) определяют начально-краевую задачу для системы Навье-Стокса (1)–
(5) в сетеподобной области ℑT (ниже – это дифференциальная система (1)–(6)) для функций
Y px,tq, ppx,tq в области ℑT pℑT “ pℑ Y Bℑq ˆ r0,T sq с исходными данными Y0pxq, fpx,tq.

В прикладных вопросах математического моделирования процессов транспортировки вяз-
ких жидкостей сетеподобная область ℑ (носитель гидравлического потока) принадлежит R3

и определяет модель трубопроводной сети или магистральной гидросистемы, Y px,tq является
количественной характеристикой вектора скоростей гидравлического потока в ℑT , система
уравнений Навье-Стокса (1), (2) является математической моделью транспортировки жид-
кости с вязкостью ν по гидросистеме, соотношения (4), (5) характеризуют закономерность
протекания потоков в местах ветвления (узловых местах) гидросистемы, ppx,tq – давление в
гидросистеме [3, 6].

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2023. № 2 85



В. В. Провоторов, А. П. Жабко

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНАЯ СИСТЕМА НАВЬЕ-СТОКСА

Для установления условий разрешимости системы (1)–(6) рассмотрим дифференциально-
разностную систему Навье-Стокса

1
τ

rY pkq ´ Y pk ´ 1qs ´ ν∆Y pkq `
nř

i“1

YipkqBY pkq
Bxi

“ fτ pkq ´ grad pτ pkq,
div Y pkq “ 0, k “ 1,2,...,K, yp0q “ Y0pxq,

(7)

Y pkq|xPBℑ “ 0, k “ 1,2,...,K, (8)

здесь τ “ T {K, kτ P r0,T s (k “ 1,2,...,K ´ 1q, Y pkq :“ Y px; kq, Y pkqt :“ 1
τ

rY pkq ´ Y pk ´ 1qs,

fτ pkq :“ fτ px; kq “ 1
τ

kτş
pk´1

fpx, tq dt, pτ pkq :“ pτ px; kq “ 1
τ

kτş
pk´1q

ppx, tq dt, k “ 1,2,...,K.

Пусть L2pℑqn — пространство действительных функций upxq “ tu1px,tq,u2px,tq,...,unpx,tqu,
измеримых по Лебегу со скалярным произведением и нормой вида

pu,vq “
ż

ℑ

upxqvpxq dx, }u} “
a

pu, uq.

Обозначим через Dpℑqn пространство бесконечно дифференцируемых функций с компактны-
ми носителями в области ℑ. Введем пространство Dpℑqn “ tϕ : ϕ P Dpℑqn, divϕ “ 0u и про-
странство Hpℑq как замыкание Dpℑqn в L2pℑqn. Далее введем пространство H1pℑq, элемен-
тами которого являются функции ϕpxq P Hpℑq с обобщенными производными Bϕ

Bx P L2pℑqn,
скалярное произведение и норма в H1pℑq определяются соответствующими соотношениями:

pµ,ρq1 “ pµ,ρq `
ˆBµ

Bx ,
Bρ
Bx

˙
, }u}1 “

a
pu,uq1.

Пространством состояний V 1
0 pℑq дифференциально-разностной системы (7), (8) является за-

мыкание в H1pℑq множества всех функций ϕ P Dpℑqn, удовлетворяющих условиям

ż

Sj

Bϕpxq
Bnj

ds`
mjÿ

ι“1

ż

Sjι

Bϕpxq
Bnjι

ds “ 0.

Пусть функции Y0pxq, fpx,tq удовлетворяют условиям Y0pxq P V 1
0 pℑq, fpx,tq P

L2,1pℑT qn (элементы u P L1pℑT qn пространства L2,1pℑT qn имеют конечной норму }u}2,1 “
Tż

0

¨
˝
ż

ℑ

}u}2 dx

˛
‚
1{2

dt), последнее означает fτ pkq P L2pℑqn. Введем следующие обозначения:

ρpu,vq “
nÿ

i,j“1

Buj
Bxi

Bvj
Bxi

dx, rρpu, v, ωq “
nÿ

i,k“1

ż

ℑ

uk
Bvi
Bxk

ωi dx;

дифференциальные формы ρpu,vq и rρpu,v,ωq определены на элементах пространства V 1
0 pℑq.

Определение 1. Совокупность
 
Y pkq : Y pkq P V 1

0 pℑq, k “ 1,2,...,K, pτ pkq P Cpℑq
(
, для

которой при каждом фиксированном k (k “ 1,2,...,K ´ 1q функция Y pkq удовлетворяет
тождеству

1

τ
pY pkqt,ηq ` νρpY pkq,ηq ` rρpY pkq,Y pkq,ηq “ pfτ pkq,ηq, Y p0q “ Y0pxq, (9)
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для произвольных ηpxq P V 1
0 pℑq, называется слабым решением дифференциально-разностной

системы Навье-Стокса (7), (8).
Замечание 1. Из соотношения (9) определения следует, что для pτ pkq :“ pτ px; kq доста-

точно принадлежности классу непрерывных функций Cpℑq, а значит, существование pτ pkq
вытекет из существования функций Y pkq P V 1

0 pℑq, k “ 1,2,...,K.
В дальнейших рассуждениях потребуются следующие утверждения (смотри также [8, с.

79]).
Лемма 1. Формы ρpu,vq и rρpu,v,ωq непрерывны по u, v и u, v, ω на V 1

0 pℑqˆV 1
0 pℑq и L4pℑqnˆ

V 1
0 pℑq ˆ L4pℑqn, соответственно.

Доказательство. Используя неравенства Коши-Буняковского для Buj

Bxi
, Bvj

Bxi
и uk,

Bvi
Bxk

, ωi в
представлениях ρpu,vq и rρpu,v,ωq, приходим к следующим неравенствам:

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ż

ℑ

Buj
Bxi

Bvj
Bxi

dx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď

¨
˝
ż

ℑ

ˆBuj
Bxi

˙
dx

˛
‚
1{2¨

˝
ż

ℑ

ˆBvj
Bxi

˙
dx

˛
‚
1{2

ď }uj}V 1

0
pℑq}vj}V 1

0
pℑq, (10)

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ż

ℑ

uk
Bvi
Bxk

ωidx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď

¨
˝
ż

ℑ

pukωiq2dx

˛
‚
1{2¨

˝
ż

ℑ

p Bvi
Bxk

q2dx

˛
‚
1{2

ď

ď

¨
˝
ż

ℑ

u4kdx

˛
‚
1{4¨

˝
ż

ℑ

p Bvi
Bxk

q2dx

˛
‚
1{2¨

˝
ż

ℑ

ω4
i dx

˛
‚
1{4

ď }uk}L4pℑqn }vj}
V 1

0
pℑq }ωi}L4pℑqn . (11)

Утверждения леммы для ρpu,vq и rρpu,v,ωq следуют из неравенств (10) и (11), соответственно.
Лемма 2. Для произвольных u, ω P V 1

0 pℑq справедливы следующие соотношения: 1)
rρpu,u,ωq “ ´rρpu,ω,uq, 2) rρpu,ω,ωq “ 0, 3) rρpω,ω,ωq “ 0.

Доказательство. Интегрирование по частям всех слагаемых в выражении
nř

i,k“1

ş
ℑ

uk
Bvi
Bxk

ωi dx приводит к первому соотношению, оставшиеся соотношения являются

следствиями первого.
Лемма 3. Из слабой сходимости в L2pℑqn последовательностей tumu, tvmu вытекает

слабая сходимость в L2pℑqn к uv последовательности tumvmu .
Доказательство. Покажем сходимость

ş
ℑT

umvmς dxdt к
ş
ℑT

uv ς dxdt при m Ñ 8 для про-

извольного элемента ςpxq P V 1
0 pℑq. Из слабой сходимости tumu, tvmu к u,v следует ограни-

ченность um, vm, а значит, неравенства: }um} ` }u} ď c, }vm} ` }v} ď c. Последовательности
tumςu, tvmςu сильно сходятся в L2pℑqn к uς , vς , соответственно, как это следует из цепочки
неравенств

}vmς ´ vς}L2pℑqn ď }vm ´ v}L2pℑqn } ς }L2pℑqn ď ε
´

}vm}L2pℑqn ` } v }L2pℑqn
¯

ď ε c,

если в качестве ςpxq взять ε
} ς }L2pℑqn

ςpxq (для umς неравенства аналогичные). Отсюда и из
оценок

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ż

ℑ

umvmςdx ´
ż

ℑ

umvςdx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “

ż

ℑ

|pumvm ´ uvqς | dx ď }um}L2pℑqn }vmς ´ vς}L2pℑqn ,
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ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ż

ℑ

umvmςdx´
ż

ℑ

uvςdx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “

ż

ℑ

|pumvm ´ uvq ς| dx ď

ď }um}L2pℑqn }vmς ´ vς}L2pℑqn ` } v }L2pℑqn }vmς ´ vς}L2pℑqn

следует утверждение леммы.
Анализ слабой разрешимости системы (1)–(6) использует априорные оценки и системы (7),

(8) и метод Галеркина, основанный на базисе пространства V 1
0 pℑq (а также и L2pℑqq, каковым

является система обобщенных собственных функций tUipxqu оператора ∆Y “
nř

i“1

B2Y
Bx2

i

[6].

Обратимся к вопросу построения априорных оценок слабого решения дифференциально-
разностной системы (7), (8). Пусть исходные данные Y0pxq P V 1

0 pℑq, fpx,tq P L2, 1pℑT qn
для системы (1)–(7) (пространство L2, 1pℑT qn состоит из элементов u P L1pℑT qn, }u}2,1 “
Tş
0

ˆş
ℑ

}u}2 dx
˙1{2

), что означает fτ pkq P L2,pℑqn для системы (7), (8). Для определения при-

ближений Ympkq слабого решения Y pkq pk “ 1,2,...,K´1q системы (7), (8) будем использовать

разложение Ympkq “
mř
i“1

gki, m Uipxq. Рассмотрим систему

1
τ

pYmpkqt, Uiq ` νρ pYmpkq, Uiq ` rρ pYmpkq,Ympkq, Uiq “
“ pfτ pkq, Uiq , i “ 1,2,...,m, k “ 1,2,...,K,

(12)

Ymp0q “ Y0, mpxq, (13)

где Y0,mpxq “
mř
i“1

g0i, m Uipxq (g0i, m — const), Y0, mpxq Ñ Y0pxq в норме V 1
0 pℑq.

Вначале получим априорные оценки норм функций Y pkq, k “ 1,2,...,K, через нормы ис-
ходных данных Y0pxq, fτ pkq, k “ 1,2,...,K.

Теорема 1. Если Y0pxq P V 1
0 pℑq, fτ pkq P L2pℑqn (k “ 1,2,...,Kq, тогда для функций Ympkq,

k “ 1,2,...,K, совокупности
 
Y pkq : Y pkq P V 1

0 pℑq, k “ 1,2,...,K
(

справедливы априорные
оценки

}Ympkq} ď }Ymp0q} ` 2

kÿ

k1“1

τ}fτ pk1q} “ }Y0} ` 2}fτ pkq}1
2,1, k “ 1,2,...,K, (14)

}Ympkq}2 ` 2τν

kÿ

k1“1

}BYmpk1q
Bx }2 ď C

`
}Y0}2 ` p}fτ pkq}1

2,1q2
˘
, k “ 1,2,...,K, (15)

c независящей от τ постоянной C; ‖ fτ pkq ‖1
2, 1“

kř
k1“1

τ ‖ fτ pk1q ‖.
Указанные в теореме оценки вытекают из соотношения (9) и оценок для дифференциаль-

ных форм ρpu,vq и rρpu,v,ωq. Полученные оценки используются при доказательстве разреши-
мости начально-краевой задачи (1)–(6) системы Навье-Стокса.

Доказательство. Соотношение Y pk´ 1q “ Y pkq ´ τY pkqt приводит к очевидному соотно-
шению 2τpY pkq,Y pkqtq “ Y 2pkq`τ2Y pkq2t ´Y 2pk´1q. Умножая (22), (13) на 2τgki,m и суммируя
полученное по i от 1 до m, приходим к соотношениям

Y 2
mpkq ´ Y 2

mpk ´ 1qq ` τ2Y 2
mpkqt ` 2τνρpYmpkq,Ympkq “ 2τpfτ pkq,Ympkqq, k “ 1,2,...,K,

учитывая ρpYmpkq,Ympkq,Ympkqq “ 0 (лемма 2, утверждение 3), откуда получаем

}Ympkq}2 ´ }Ympk ´ 1q}2 ` τ2}Ympkqt}2 ` 2τν}BYmpkq
Bx }2 ď

ď 2τ}fτ pkq}}Ympkq}, k “ 1,2,...,K, (16)
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а значит,
}Ympkq}2 ´ }Ympk ´ 1q}2 ď 2τ}fτ pkq}}Ympkq}, k “ 1,2,...,K. (17)

Рассмотрим следующие случаи.
1). Пусть }Ympkq} ` }Ympk ´ 1q} ą 0. Так как }Ympkq}

}Ympkq}`}Ympk´1q} ď 1, то деля соотношение
(17) на }Ympkq} ` }Ympk ´ 1q}, приходим к неравенствам

}Ympkq} ´ }Ympk ´ 1q} ď 2τ}fτ pkq}, k “ 1,2,...,K. (18)

2). Если }Ympkq} ` }Ympk ´ 1q} “ 0, то из (17) следует 0 ď 2τ}fτ pkq}}Ympkq} и

}Ympkq}2 ´ }Ympk ´ 1q}2 ď 2τ}fτ pkq}}Ympkq}, k “ 1,2,...,K,

мы снова приходим к (18).
Суммируя соотношения (18) по k1 от 1 до k, получим оценку (14), суммируя соотношения

(16) по k1 от 1 до k и при этом используя оценки (14), получим неравенство

‖ Ympkq ‖2 `2τν

kÿ

k1“1

‖
BYmpk1q

Bx ‖2ď‖ Ympkq ‖2 `τ2
kÿ

k1“1

‖ Ympkqt ‖2 `2τν

kÿ

k1“1

‖
BYmpk1q

Bx ‖2,

приводящее к оценке (15). Отметим при этом, что норма } ¨ }1
2,1 — “полудискретный” аналог

нормы } ¨ }2,1 пространства L2,1pℑT qn.

Замечание 2. При условии отсутствия слагаемого
nř

i“1

Yi
BY
Bxi

в соотношениях (1) и (8), а

значит, формы rρpY pkq,Y pkq,ηq в (9), из оценок (14), (15) непосредственно вытекает непрерыв-
ная зависимость слабого решения

 
Y pkq : Y pkq P V 1

0 pℑq, k “ 1,2,...,K
(

дифференциально-
разностной системы (8), (12) от исходных данных Y0pxq, fτ pkq.

Замечание 3. Априорные оценки, представленные утверждениями теоремы 1 (см. (14),
(15)), лежат в основе получения условий разрешимости дифференциальной системы (1)–(6).

РАЗРЕШИМОСТЬ СИСТЕМЫ НАВЬЕ-СТОКСА

Для анализа системы Навье-Стокса введем пространства функций переменных x “
tx1,x2,...,xnu и t P p0, T q:

1) W 1,0pℑT q — пространство функций upx,tq P L2pℑT qn, обобщенные производные Bupx,tq
Bx

которых из L2pℑT qn, }u}W 1,0pℑT q “
`
}u}2 ` } Bu

Bx}2
˘1{2

,

2) W 1pℑT q — пространство функций upx,tq P L2pℑT qn, обобщенные производные Bupx,tq
Bx ,

Bupx,tq
Bt которых из L2pℑT qn, норма определена формулой}u}W 1pℑT q “

`
}u}2 ` } Bu

Bt }2 ` } Bu
Bx}2

˘1{2
.

При этом элементы upx,tqпространств W 1,0pℑT q и W 1pℑT q обладают следующими свой-
ствами:

а) upx,tq непрерывны по t в норме L2pℑqn,
б) следы upx,tq на плоскостях t “ t0 P p0,T q области ℑT принадлежат L2pℑqn.
Введем множества Ω1pℑT q Ă W 1,0pℑT q и Ω2pℑT q Ă W 1pℑT q, элементы которых принад-

лежат V 1
0 pℑq при фиксированном t P p0,T q. Замыкания Ω1pℑT q, Ω2pℑT q в соотвествующих

пространствах W 1,0pℑT q, W 1pℑT q обозначим через W 1,0
0 pℑT q, W 1

0 pℑT q, тогда u|Bℑ “ 0, при
upx,tq P W 1,0

0 pℑT q или upx,tq P W 1
0 pℑT q.

Определение 2. Совокупность

!
Y px,tq,ppx,tq : Y px,tq P W 1,0

0 pℑT q, ppx,tq P CpℑT q
)
,
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называется слабым решением дифференциальной системы (1)–(6), если Y px,tq удовлетворя-
ет тождеству

´
ż

ℑT

Y px,τqBηpx,τq
Bτ dxdτ ` ν

Tż

0

ρpY,ηqdτ `
Tż

0

ρpY,Y,ηqdτ “

“ pY0pxq,ηpx,0qq `
ż

ℑT

fpx,τqηpx,τqdxdτ @ ηpx,tq P W 1
0pℑT q, ηpx,T q “ 0. (19)

Теорема 2. Если Y0pxq P V 1
0 pℑq, fpx,tq P L2,1pℑT qn, тогда начально-краевая задача (1)–(6)

системы Навье-Стокса слабо разрешима.
Доказательство. При доказательстве утверждения теоремы используется решение

tY pkq P V 1
0 pℑq, k “ 1,2,...,Ku дифференциально-разностной системы (8), (12). Вводятся

функции YKpx,tq вида YKpx,tq “ Y pkq, t P ppk ´ 1qτ,kτ s, k “ 1,2,...,K, YKpx,0q “ Y0pxq и
показывается ограниченность их в совокупности, используя априорные оценки (утвержде-
ния теоремы 1). Вытекающая отсюда слабая компактнсть последовательности tYKpx,tqu дает
воможность установить существование слабого предела подпоследовательности указанной
последовательности, для которого справедливо тождество (19).

Исходя из решения tY pkq P V 1
0 pℑq,k “ 1,2,...,Ku дифференциально-разностной системы

(8), (12), введем функцию YKpx,tq вида YKpx,tq “ Y pkq, t P ppk ´ 1qτ,kτ s, k “ 1,2,...,K,
YKpx,0q “ Y0pxq (кусочно-постоянные интерполяции по временной переменной t для Y pkqq.
Принадлежность uKpx,tq пространству W

1,0
0 pℑT q очевидна. Функция uKpx,tq удовлетворяет

оценкам теоремы 1 (неравенства (14) и (15)) и, следовательно, для нее справедливо неравен-
ство

}YK} ` }BYK
Bx } ď C˚, (20)

постоянная C˚ ą 0 не зависит от τ . Аналогичное представление через fpx; kq, k “ 1,2,...,K,
имеет функция fKpx,tq: fKpx,tq “ fpx; kq, t P ppk´ 1qτ,kτ s, k “ 1,2,...,K. Устремим K к беско-
нечности (τ Ñ 0q. Тогда, учитывая неравенство (20), из последовательности tYKpx,tqu выде-
лим подпоследовательность trYKpx,tqu, которая будет сходится к Y px,tq P W 1,0

0 pℑT q. Покажем,
что Y px,tq является слабым решением дифференциальной системы (1)–(6). Для этого устано-
вим, что Y px,tq удовлетворяет тождеству (19) определения 2 для любой ηpx,tq P C1pℑT`τ qn,
которая удовлетворяет условиям примыкания (4), (5) при любых t P p0,T q и для которой
выполняются условия η|BℑT

“ 0, η|tPrT,T`τ s “ 0. Функции ηpkq определяются по ηpx,tq с по-
мощью равенств ηpkq “ ηpx,kτq, k “ 1,2,...,K, при этом ηpkq1

t “ 1
τ

rηpk` 1q ´ ηpkqs (разностные
отношения ηpkq1

t, ηpkqt “ 1
τ

rηpkq ´ ηpk ´ 1qs являются правой и левой аппроксимациями Bη
Bt

для t “ kτ , соответственно). Как и для YKpx,tq, по функциям ηpkq формируются кусочно-
непрерывные по временной переменной t аппроксимации ηKpx,tq, BηKpx,tq

Bx , BηK px,tq
Bt функций

ηpx,tq, Bηpx,tq
Bx , Bηpx,tq

Bt . Заметим при этом, что ηKpx,tq, BηK px,tq
Bx , BηK px,tq

Bt равномерно сходятся на

ℑT к ηpx,tq, Bηpx,tq
Bx , Bηpx,tq

Bt при K Ñ 8, соответственно; ηKpx,tq “ 0, t P rT,T ` τ s.
Положим в интегральном тождестве (9) ηpxq “ τηpkq :“ τηpx; kq и просуммируем его по k

от 1 до N , получим

´τ
Nÿ

k“1

ż

ℑ

Y pkqηpkqtdxdt´
ż

ℑ

Y0ηp1qdx`

`ν
Nÿ

k“1

τρpY pkq,ηpkqq `
Nÿ

k“1

τ rρpY pkq,Y pkq,ηpkqq “
Nÿ

k“1

τ

ż

ℑ

fτ pkqηpkqq, (21)
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учитывая соотношения

τ

Nÿ

k“1

Y pkqtηpkq “ ´τ
Nÿ

k“1

Y pkqηpkqt ´ Y p0qηp1q,ηpNq “ ηpN ` 1q “ 0.

Из соотношения (21) непосредственно следует

´
ż

ℑT

YKpx,tqηKpx,tqtdxdt ´
ż

ℑ

Y0px,tqηpx,τqdx`

`ν
Tż

0

ρpYK ,ηKqdt `
Tż

0

ρpYK ,YK ,ηKqdt “
ż

ℑT

fKpx,tqηKpx,tqdxdt. (22)

Переходя в (22) к пределу по подпоследовательности trYKpx,tqu и учитывая при этом утвер-
ждение леммы 3, получим тождество (19) определения 2 слабого решения дифференциальной
системы (1)–(6). Следует отметить при этом, что в силу следствия теоремы 1 слабое решение
дифференциальной системы (1)–(6) непрерывно зависит от исходных данных Y0pxq, fτ pkq.
Теорема доказана.

ЭВОЛЮЦИОННАЯ СИСТЕМА НАВЬЕ-СТОКСА
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Утверждения теорем 1 и 2 станут основополагающими для анализа гидродинамических
процессов в сетевых носителях, если полученные результаты для системы (1)–(6) дополнить
рассмотрением случая временного запаздывания. Покажем это на примере, когда запаздыва-
ние h постоянно и принадлежит интервалу p0, T q. Рассмотрим систему (1)–(6), где уравнение
(1) заменено на

BY px,tq
Bt ´ ν∆Y px,tq `

nÿ

i“1

Yipx,tq
BY px,tq

Bxi
` cpxqY px,t ´ hq “ fpx,tq ´ grad ppx,tq, p11q

здесь x, t P ℑh, T “ ℑ ˆ ph, T q, а cpxq – ограниченная измеримая на ℑ функция.
Решение Y px,tq системы (11) на ℑh “ ℑ ˆ p0, hq задается функцией θpx, tq, начальное

условие (6) принимает вид

Y px, tq|t“0 “ θpx, tq, x, t P ℑh. p51q

Начально-краевая задача (11), (2)–(5), (51), (7) определяет эволюционную систему Навье-
Стокса с временным запаздыванием h.

Преобразуем начально-краевую задачу (11), (2)–(5), (51), (7) к виду, аналогичному (1)–(7),
введением линейного непрерывного оператора

ZY px, tq “
"
Y px, t´ hq, x, t P ℑh, T ,

0, x, t P ℑh.

Далее приведем формальные преобразования. Зададим функцию θpx, tq P W 1, 0pℑT q, удовле-
творяющую краевому условию (7), и на ℑT введем функцию

F px, tq “

$
&
%

fpx, tq, x, t P ℑh, T ,

Bθpx,tq
Bt ´ ν∆θpx,tq `

nř
i“1

θipx,tqBθpx,tq
Bxi

, x, t P ℑh,
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и функцию Y0pxq “ θpx, 0q, в предположении, что θpx, tq имеет след θpx, 0q P V 1
0 pℑq. Тогда

уравнение (11) примет вид

BY px,tq
Bt ´ ν∆Y px,tq `

nÿ

i“1

Yipx,tq
BY px,tq

Bxi
` cpxqY px, tq “ F px,tq ´ grad ppx,tq, p12q

Дальнейший анализ системы (12) (2)–(7), учитывая Y0pxq “ θpx, 0q, полностью повторяет
представленный выше для системы (1)–(7).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассматриваемая в работе начально-краевая задача для эволюционной системы Навье-
Стокса (1)–(7) или (12) (2)–(7) имеет пространственную переменную, изменяющуюся в се-
теподобной области ℑ, что является существенным отличием ее от классической систе-
мы Навье-Стокса. Такая особенность открывает возможность исследователю устанавливать
условия примыкания подобластей в узловых местах в соответствии с требованиями при-
кладного характера. Схема исследования разрешимости поставленной задачи также име-
ет существенное отличие от классической — исходная система Навье-Стокса редуцируется к
дифференциально-разностной и исследование сводится к анализу “стационарной” системе
Навье-Стокса, что не только облегчает исследование, но и открывает путь к алгоритмизации
поставленной задачи. Для дифференциально-разностной системы устанавливаются априор-
ные оценки слабых решений, аналогичные энергетическим неравенствам, основываясь на
методе Галеркина со специальным базисом. Указанные оценки дают возможность показать
слабую компактность кусочно-постоянных интерполяций по временной переменной семей-
ства приближенный решений эволюционной задачи, что дает возможность установить раз-
решимость исходной задачи. Для полноты картины исследование дополнено рассмотрением
случая временного запаздывания. Полученные результаты несомненно будут использованы
не только при изучении оптимизационных задач для систем Навье-Стокса в сетевых гид-
родинамических процессах, но и при изучении иных сетеподобных процессов прикладного
характера [9, 10].
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