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Аннотация. Пусть f — аналитическая функция. Обусловленностью отображения
A ÞÑ fpAq, где A — квадратная матрица, называют влияние малых возмущений A на
fpAq. Обусловленность в основном характеризуется дифференциалом df отображения
A ÞÑ fpAq. Пусть U Ă C — открытое связное множество, содержащее спектр A, а Φn,
n “ 0,1, . . . , — многочлены Фабера, порожденные замыканием U . В статье предлагает-
ся метод приближенного вычисления df , основанный на разложении функции f в ряд
Фабера fpλq “

ř
8

n“0
cnΦnpλq.
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APPROXIMATE FINDING OF THE DIFFERENTIAL OF THE
OPERATION OF CALCULATING A MATRIX FUNCTION
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Abstract. Let f be an analytic function. The conditioning of the mapping A ÞÑ fpAq,
where A is a square matrix, is the influence of small perturbations of A on fpAq. The
conditioning is mostly characterized by the differential df of the mapping A ÞÑ fpAq. Let
U Ă C be an open connected set that contains the spectrum of A and Φn, n “ 0,1, . . . ,
be the Faber polynomials generated by the closure of U . The paper offers a method of
approximate calculation of df based on the expansion of the function f into the Faber series
fpλq “ ř

8

n“0
cnΦnpλq.
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ВВЕДЕНИЕ

Аналитические функции от матриц возникают во многих приложениях [8]. Наиболее ча-
сто используемой является экспоненциальная функция etA, поскольку через нее выражается
решение дифференциального уравнения x1ptq “ Axptq `fptq с матричным коэффициентом A.

Как правило, аналитическая функция f от матрицы A может быть посчитана только при-
ближенно. Отклонения от точного решения могут быть вызваны как алгоритмом вычисления,
являющимся приближенным, так и неточностями в задании исходной матрицы A; последние
обычно связаны с конечностью числа десятичных знаков, используемых для представления
чисел в компьютере. Влияние неточностей в задании матрицы A на окончательный ответ
fpAq при условии точных вычислений называют обусловленностью. Основная характеристи-
ка обусловленности — дифференциал dfp¨,Aq отображения A ÞÑ fpAq в точке A. Настоящая
работа посвящена задаче приближенного вычисления дифференциала.

Дифференциал dfp¨,Aq может быть найден как разделенная разность

f r1spλ,µq “ fpλq ´ fpµq
λ´ µ
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функции f , в которую вместо λ и µ подставлена матрица A (подробнее см. предложение 7).
Разделенная разность f r1sp¨, ¨ ¨q является аналитической функцией двух переменных — в
точках, где λ “ µ, разрыв у разделенной разности f r1sp¨, ¨ ¨q устранимый; поэтому, например,
если f аналитична во всей комплексной плоскости C, то f r1sp¨, ¨ ¨q также аналитична во всем
C2.

Основная идея работы состоит в разложении функции f в ряд Фабера [5], применении
операции взятия разделенной разности к этому ряду почленно и подстановке матрицы A в
частичную сумму этого ряда (теорема 9). Ряд Фабера предпочтительнее ряда Тейлора, по-
скольку скорость сходимости ряда Тейлора (и тем самым количество слагаемых в частичной
сумме, обеспечивающее желаемую точность приближения) зависит от радиуса минимального
круга, в котором содержится спектр матрицы A и в котором рассматривается ряд Тейлора, а
скорость сходимости ряда Фабера (для рассматриваемого в настоящей работе примера рядов
Фабера) — от соответствующего эллипса, что может повысить скорость сходимости. В то же
время коэффициенты ряда Фабера (как и коэффициенты ряда Тейлора) обычно могут быть
посчитаны с любой точностью (для наиболее часто используемых функций f).

1. МНОГОЧЛЕНЫ ФАБЕРА

Пусть G Ď C — область и f : G Ñ C — аналитическая функция. Напомним, что функцию
f называют [6, с. 37] конформной, если она инъективна и f 1pzq ‰ 0 во всех точках z P G (это
одно из эквивалентных определений, чаще за основное берут другое определение (сохранение
углов), но оно менее удобно для наших целей).

Пусть K Ă C — компактное связное множество, содержащее не менее двух точек. Обо-
значим через G открытое множество, являющееся дополнением к K. Будем дополнительно
предполагать, что множество G также связно.

В рассматриваемых в настоящей работе приложениях K, как правило, возникает в сле-
дующей ситуации. На комплексной плоскости C задана замкнутая жорданова кривая Γ. До-
полнение к Γ состоит из двух компонент связности — ограниченной Int Γ и неограниченной
ExtΓ. В этом случае K “ Γ Y Int Γ, а G совпадает с ExtΓ.

По теореме Римана о конформном изоморфизме [3, с. 32, 36] существует конформное отоб-
ражение Φ множества G на внешность единичного круга D “ tw P C : |w| ą 1 u. Дополни-
тельные условия (которые мы будем предполагать выполненными)

Φp8q “ 8 и lim
zÑ8

Φpzq
z

“ γ (1)

определяют отображение Φ однозначно. Здесь γ ‰ 0 — заданное комплексное число. Обратное
отображение к Φ обозначим символом Ψ. В силу наложенных условий функции Φ : G Ñ D

и Ψ : D Ñ G допускают в окрестности бесконечности разложения в ряды Лорана, имеющие
вид

Φpzq “ γz ` γ0 ` γ1

z
` γ2

z2
` γ3

z3
` . . . , (2)

Ψpwq “ βw ` β0 ` β1

w
` β2

w2
` β3

w3
` . . . .

При этом в силу условия (1)

γ “ lim
zÑ8

Φpzq
z

, β “ 1{γ.

Рассмотрим функцию z ÞÑ Φnpzq. Она определена и аналитична там же, где и функция Φ,
т. е. на множестве G. В силу (2) в точках z из окрестности бесконечности имеем

Φnpzq “
´
γz ` γ0 ` γ1

z
` γ2

z2
` γ3

z3
` . . .

¯n

, (3)
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причем в силу абсолютной сходимости ряда Лорана ряды в скобках можно перемножить
почленно в любом порядке, а затем привести подобные. В результате получится некоторый
новый степенной ряд. В силу единственности ряда Лорана он и будет рядом Лорана функции
Φn. Раскрывая скобки в (3), видим, что ряд Лорана функции Φn имеет вид

Φnpzq “ γnzn ` a
pnq
n´1z

n´1 ` . . . ` a
pnq
1 z ` a

pnq
0 ` b

pnq
1

z
` b

pnq
2

z2
` b

pnq
3

z3
` . . . .

Многочлены
Φnpzq “ γnzn ` a

pnq
n´1z

n´1 ` . . . ` a
pnq
1 z1 ` a

pnq
0 ,

представляющие собой полиномиальную часть лорановских разложений функций Φn, назы-
вают [2], [3], [5] многочленами Фабера, порожденными множеством K.

Наиболее известный пример [5, с. 56] многочленов Фабера порождается множеством K “
r´1,1s. В этом случае

Φ0pzq “ T0pzq “ 1, Φnpzq “ 2Tnpzq, n ą 1,

где Tn — многочлены Чебышева первого рода.
Пусть K — компактное связное множество. Для каждого R ą 1 рассмотрим окружность

S “ tw P C : |w| “ R u и ее образ ΓR при действии отображения Ψ. Очевидно, ΓR — замкну-
тая жорданова кривая. Символами Int ΓR и Ext ΓR будем обозначать [2, с. 212] внутреннюю
и внешнюю компоненты связности дополнения к ΓR. Интерпретируя ExtΓR как новое мно-
жество G, мы можем построить многочлены Фабера, порожденные множеством ΓR Y Int ΓR.
Очевидно, в случае K “ r´1,1s они имеют вид

Φ0pzq “ T0pzq “ 1, Φnpzq “ 2

Rn
Tnpzq, n ą 1. (4)

В случае, когда K “ r´1,1s, кривые ΓR представляют собой [5, с. 57] эллипсы, фокусы
которых находятся в точках ˘1, а полуоси равны

a “ 1

2

´
R ` 1

R

¯
, b “ 1

2

´
R ´ 1

R

¯
.

Нас интересуют эллипсы, которые содержат спектры заданных матриц. Поэтому удобно
включить в рассмотрение повернутые эллипсы. В случае, когда K представляет собой эл-
липс с центром в нуле, фокусы которого находятся в точках ˘κ P C, κ ‰ 0, а полуоси равны

a “ |κ|
2

´
R ` 1

R

¯
, b “ |κ|

2

´
R ´ 1

R

¯
,

многочлены Фабера, очевидно, имеют вид

Φ0pzq “ T0pzq “ 1, Φnpzq “ 2

Rn
Tn

´ z
κ

¯
, n ą 1. (5)

2. РЯДЫ ФАБЕРА

Рядом по многочленам Фабера называют функциональный ряд вида

8ÿ

n“0

cnΦnpλq, (6)

где cn P C, n “ 0,1,2, . . . , — некоторые числа. Если этот ряд на некотором множестве сходится
(поточечно) к функции f , то говорят, что это ряд Фабера функции f на этом множестве.

Справедлив следующий аналог теоремы Абеля [6, с. 97].
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Предложение 1. Если ряд по многочленам Фабера (6) сходится в некоторой точке λ0 P
ΓR, R ą 1, то он сходится во всех точках λ P Int ΓR. Более того, для любого r P p1,Rq
ряд (6) сходится на множестве Γr Y Int Γr равномерно и поэтому его сумма является
аналитической функцией.

Если ряд по многочленам Фабера (6) расходится в некоторой точке λ0 P ΓR, R ą 1, то
он расходится во всех точках λ P Ext ΓR.

Из предложения 1 вытекает следующее следствие.

Предложение 2. Для всякого ряда по многочленам Фабера (6) существует число R P r1,`
8s, обладающее следующими свойствами. Если R P p1, ` 8q, то при λ P Int ΓR ряд (6)
сходится, а при λ P ExtΓR — расходится. Если R “ 1, то ряд (6) расходится при всех
λ R K. Если R “ 8, то ряд (6) сходится при всех λ P C.

Предложение 3 ([5, с. 76]). Пусть f — функция, аналитическая в окрестности K, а отоб-
ражение Ψ допускает непрерывное продолжение на множество tw P C : |w| ě 1 u. Тогда
функция f раскладывается в ряд Фабера

fpλq “
8ÿ

n“0

cnΦnpλq, (7)

который равномерно сходится на K. При этом разложение в ряд Фабера единственно.

Для многих функций известны [4] их разложения в ряды по многочленам Чебышева. Ис-
пользуя их (и единственность аналитического продолжения), можно получить разложения
некоторых функций в ряды Фабера, порожденные эллипсом с параметрами κ и R. Приведем
примеры:

etλ “
8ÿ

n“0

RnInptκqΦnpλq,

cosptλq “
8ÿ

m“0

p´1qmR2mJ2mptκqΦ2mpλq,

sinptλq “
8ÿ

m“0

p´1qmR2m`1J2m`1ptκqΦ2m`1pλq,

cos
`
t
?
λ
˘

“
8ÿ

n“0

RnJ2n
`?
ηt
˘
Φn

´
1 ´ 2λ

η

¯
,

где Jn — функция Бесселя первого рода, а In — модифицированная функция Бесселя первого
рода; η ‰ 0 — произвольный комплексный параметр, в последнюю формулу предполагается
подставлять матрицу, спектр которой содержится в эллипсе с фокусами в точках 0 и η. В
первых трех формулах многочлены Фабера имеют вид (5), а в последней — вид (4).

3. ФУНКЦИИ ОТ МАТРИЦ

Пусть n P N. Обозначим через Cnˆn алгебру всех комплексных матриц размера n ˆ n, а
через 1 — единичную матрицу. Спектром матрицы A P Cnˆn называют множество σpAq всех
ее собственных значений.

Пусть U Ď C — открытое множество, содержащее спектр σpAq матрицы A P Cnˆn, а
f : U Ñ C — аналитическая функция. Функцией f от матрицы A называют [8, с. 8] матрицу,
определенную по формуле

fpAq “ 1

2πi

ż

Γ

fpλqpλ1 ´Aq´1 dλ,
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где контур Γ содержится в U , окружает спектр σpAq и ориентирован против часовой стрелки.

Предложение 4 ([8, теорема 1.15]). Отображение f ÞÑ fpAq сохраняет алгебраические
операции, а именно,

pf ` gqpAq “ fpAq ` gpAq,
pαfqpAq “ αfpAq,
pfgqpAq “ fpAqgpAq,

где f ` g, αf и fg определены поточечно. В частности, upAq “ 1 и vpAq “ A, где upλq “ 1

и vpλq “ λ.

Пусть A,B,H P Cnˆn. Пусть U,V Ď C — открытые множества, причем U содержит спектр
σpAq, а V содержит спектр σpBq. Пусть g — аналитическая функция, определенная на мно-
жестве U ˆ V Ă C2. Функцией g от A и B, примененной к матрице H, называют [9], [11]
матрицу

gpA,Bq ˛H “ 1

p2πiq2
ż

Γ2

ż

Γ1

gpλ,µqpλ1 ´Aq´1Hpµ mathbf1 ´Bq´1 dλ dµ, (8)

где Γ1 Ă U окружает σpAq, а Γ2 Ă V окружает σpBq и ориентированы против часовой стрелки.

Предложение 5 ([11, теорема 32]). Отображение g ÞÑ gpA,Bq сохраняет алгебраические
операции, а именно,

pf ` gqpA,Bq “ fpA,Bq ` gpA,Bq,
pαfqpA,Bq “ αfpA,Bq,
pfgqpA,Bq “ fpA,BqgpA,Bq,

где f ` g, αf и fg определены поточечно. Кроме того, если gpλ,µq “ f1pλqf2pµq, то gpA,Bq ˛
H “ f1pAqHf2pBq. Поэтому, если

ppλ,µq “
Nÿ

i“0

Nÿ

j“0

cijλ
iµj,

то

ppA,Bq ˛ H “
Nÿ

i“0

Nÿ

j“0

cijA
iHBj.

Приведем важный для нашего обсуждения пример функции двух переменных. Пусть U Ď
C — открытое множество, а f : U Ñ C — аналитическая функция. Разделенной разностью
функции f называют функцию двух переменных f r1s : UˆU Ñ C, определенную по формуле

f r1spλ,µq “
#

fpλq´fpµq
λ´µ

, если λ ‰ µ,

f 1pλq, если λ “ µ.

Предложение 6 ([11, предложение 44]). Пусть U Ď C — открытое множество, а f : U Ñ
C — аналитическая функция. Тогда функция f r1s является аналитической в U ˆ U .
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4. ДИФФЕРЕНЦИАЛ

Пусть D Ď C — открытое множество, а f : D Ñ C — аналитическая функция. Рассмотрим
преобразование f : A ÞÑ fpAq, определенное на матрицах A P Cnˆn, спектр которых содер-
жится в D. Дифференциалом преобразования f : A ÞÑ fpAq в точке A называют [1, с. 139]
линейное отображение dfp¨,Aq : Cnˆn Ñ Cnˆn, обладающее свойством

fpA `Hq “ fpAq ` dfpH,Aq ` op}H}q.

Предложение 7 ([11, теорема 71]). Дифференциал dfp¨,Aq определен для всех матриц A P
Cnˆn, спектр которых содержится в множестве D. Дифференциал задается формулой

dfpH,Aq “ f r1spA,Aq ˛H.

Абсолютным числом обусловленности преобразования f : A ÞÑ fpAq в точке A называ-
ют [8, теорема 3.1] число

‖dfp¨,Aq‖,

а относительным числом обусловленности — число

‖dfp¨,Aq‖ ¨ ‖A‖
‖fpAq‖ .

Числа обусловленности описывают степень корректности задачи вычисления fpAq. Они по-
казывает, насколько неточности в задании A влияют на неточности в значении fpAq.

Настоящая статья посвящена приближенному вычислению дифференциала преобразова-
ния f : A ÞÑ fpAq. Ключевую роль играет представление

dfpH,Aq “ 1

p2πiq2
ż

Γ2

ż

Γ1

f r1spλ,µqpλ1 ´Aq´1Hpµ1 ´Aq´1 dλ dµ,

вытекающее из определения (8) и предложения 7.

Предложение 8. Пусть A P Cnˆn и аналитические функции fn (определены и) равномерно
сходятся к функции f в некоторой открытой окрестности U спектра σpAq матрицы A.

Тогда fnpAq сходится к fpAq, а f
r1s
n pA,Aq сходится к f r1spA,Aq по норме.

Доказательство. Ограничимся доказательством второго утверждения. Имеем

∥

∥dfnpH,Aq ´ dfpH,Aq
∥

∥ “

“
∥

∥

∥

∥

1

p2πiq2
ż

Γ2

ż

Γ1

f r1s
n pλ,µqpλ1 ´Aq´1Hpµ1 ´Aq´1 dλ dµ´

´ 1

p2πiq2
ż

Γ2

ż

Γ1

f r1spλ,µqpλ1 ´Aq´1Hpµ1 ´Aq´1 dλ dµ

∥

∥

∥

∥

ď

ď ‖H‖

4π2

ż

Γ2

ż

Γ1

∣

∣f r1s
n pλ,µq ´ f r1spλ,µq

∣

∣ ¨
∥

∥pλ1 ´Aq´1
∥

∥ ¨
∥

∥pµ1 ´Aq´1
∥

∥ |dλ||dµ|,

откуда видно, что
∥

∥dfnpH,Aq ´ dfpH,Aq
∥

∥ стремится к нулю при n Ñ 8 равномерно по ‖H‖ ď
1.
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Теорема 9. Пусть A P Cnˆn и f — аналитическая функция, определенная в некоторой от-
крытой окрестности U спектра σpAq матрицы A. Предположим, что на U ряд Фабера (7)
равномерно сходится. Тогда

fpAq “
8ÿ

n“0

cnΦnpAq, (9)

dfpH,Aq “
8ÿ

n“0

cnΦ
r1s
n pA,Aq ˛H. (10)

Доказательство. Вытекает из предложения 8.

Формула (9) известна [7]. Формула (10) является новой. Заменяя ряды частичными сум-
мами, обе формулы можно использовать для приближенных вычислений.

Напомним, что Φn является многочленом степени n от одной переменной. Разделенные
разности Φ

r1s
n представляют собой многочлены от двух переменных степени n´ 1; они легко

вычисляются по Φn на компьютере.
Для некоторых множеств K известны [5] явные формулы для многочленов Фабера Φn.

Для случая, когда K является эллипсом с центром в нуле, такие формулы приведены выше.
Преимущество разложений (9) и (10) по сравнению с рядами Тейлора объясним на при-

мере, показывающем, что ряд Фабера на множестве K, вообще говоря, сходится быстрее,
чем ряд Тейлора в круге B при условии, что K Ă B. Рассмотрим на комплексной плоско-
сти замкнутый круг B “ t z P C : |z| ď 1 u и замкнутый эллипс K, ограниченный кривой
cos t ` i

3
sin t, t P r0,2πs. Для приближений функции λ ÞÑ eλ частичными суммами рядов

Тейлора и Фабера имеем

max
λPB

∣

∣

∣

eλ ´
14ÿ

n“0

λn

n!

∣

∣

∣

“ 7.8854 ¨ 10´13, max
λPK

∣

∣

∣

eλ ´
14ÿ

n“0

cnΦnpλq
∣

∣

∣

“ 2.45821 ¨ 10´15.

Для приближений разделенной разности функции λ ÞÑ eλ частичными суммами ряда Тейлора
и ряда из разделенных разностей многочленов Фабера имеем

max
λ,µPB

∣

∣

∣

eλ ´ eµ

λ´ µ
´

14ÿ

n“1

1

n!

n´1ÿ

i“0

λn´1´iµi
∣

∣

∣
“ 1.18529 ¨ 10´11,

max
λ,µPK

∣

∣

∣

eλ ´ eµ

λ´ µ
´

14ÿ

n“1

cnΦ
r1s
n pλ,µq

∣

∣

∣
“ 6.55838 ¨ 10´13.

Предположим, что спектр σpAq содержится в эллипсе K (и тем более в круге B). Тогда,
построив по K многочлены Фабера, мы получим ряды (9) и (10), которые сходятся быст-
рее, чем аналогичные ряды Тейлора. Поэтому частичные суммы этих рядов дают лучшее
приближение, чем частичные суммы рядов Тейлора с теми же номерами.

Ранее в [10] для вычисления f r1spA,Bq˛H использовалось приближение ppA,Bq˛H, где p —
многочлен, интерполирующий f r1s в нулях многочлена Чебышева. При этом дополнительно
предполагалось, что спектры матриц A и B действительны.
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