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Аннотация. В работе рассмотрены динамические потоки в сетях, а также явление
всплеска динамического потока. Поставлена и решена задача нахождения предела сред-
ней величины исходящего динамического потока при условии его квазимаксимальности.
Приведена и доказана оценка предельной средней величины динамического потока для
поставленной задачи. Полученная оценка справедлива для сетей любой топологии. На
предоставленном примере сети показана важность полученной оценки для изучения яв-
ления всплеска динамического потока, а также связь оценки со стационарными потоками.
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ESTIMATION OF MEAN DYNAMIC OUTGOING NETWORK
FLOW VALUE

I. M. Erusalimskiy, V. A. Rusakov

Abstract. This paper deals with dynamic network flows and a phenomenon of dynamic
network flow splash. A problem of finding upper bound of a mean outgoing dynamic flow
under a condition the flow quasimaximality is presented and solved. An estimation for the mean
outgoing dynamic flow is defined and proved for the stated problem. The obtained estimation is
valid for the networks with any topology. The estimation significance for studying the network
splash phenomenon is shown with provided example. A relation between the estimation and
static network flow is investigated.
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ВВЕДЕНИЕ

Классическая теория потоков в сетях нашла свое место для решения таких задач, в кото-
рых искомый поток в сети и его характеристики неизменны. В некотором смысле, классиче-
ская теория стационарных потоков рассматривает уже установившиеся процессы перемеще-
ния потока по сети. Теория стационарных потоков хорошо изучена и изложена в ряде статей
и монографий [1, 2]. Для многих задач теории стационарных потоков разработаны полино-
миальные алгоритмы решения, как например для задачи о поиске максимального потока [3,
4, 5].

Однако, прикладные задачи часто требуют принятия в расчет изменения потоков во време-
ни. Например, в транспортных сетях в каждый момент времени поток транспортных средств,
проходящий по разным участкам дорожной сети, может меняться. Решение задач, использу-
ющих модели динамических потоков, рассмотрено в ряде работ [6, 7, 8, 9].
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Динамические потоки, как и стационарные, имеют свои характеристики. Нахождение зна-
чений этих характеристик представляет интерес при исследовании конкретных примеров
сетей. В силу того факта, что динамические потоки в разные моменты времени могут иметь
разные значения характеристик, которые могут также зависеть от произвольного задания
потоков, сфокусируемся на тех характеристиках динамических потоков, которые не зависят
от времени, а именно на средней величине динамического потока, пропускной способности
минимального разреза и величине максимального всплеска потока.

Равенство пропускной способности минимального разреза и величины максимального ста-
ционарного потока широко известно как теорема Форда-Фалкерсона. Явление всплеска ди-
намического потока (см., например, [10]), показывает, что эта теорема в её классической
формулировке для динамических потоков не справедлива. В данной статье будет показана
связь между всплеском динамического потока и вышеупомянутой теоремой.

Целью данной работы является определение предельной средней величины исходящего
динамического потока сети. Внимание уделяется именно предельной величине (при стремле-
нии правой границы рассматриваемого интервала времени к бесконечности) по причине того,
что характеристики динамических потоков изменяются во времени, а, следовательно, могут
иметь различные значения для разных конечных интервалов времени.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть дана сеть GpX,U,f,ρq (поскольку потоковые сети также являются и графами, то
в работе используется терминологический аппарат теории графов, приведенный, например
в [11]). X — множество вершин сети, U — множество дуг сети, f : U Ñ X ˆ X — отображе-
ние инцидентности, ρ : U Ñ R` “ p0;`8q — отображение, назначающее каждой из дуг u
пропускную способность ρpuq.

Мы рассматриваем лишь конечные сети с конечными пропускными способностями. По-
этому рассматриваемые далее сети в любой момент времени может принимать из источника,
передавать по промежуточным дугам и отдавать в сток лишь поток конечной величины.

В отличие от классической теории потоков в сетях, которую также можно назвать теори-
ей стационарных потоков, теория динамических потоков предполагает изменение потоков во
времени. Время при рассмотрении динамических потоков может принимать значения из дис-
кретных и непрерывных множеств [12, 13]. Будем считать, что время дискретно и принимает
значения из Z`.

Динамический поток ϕ в сети G— это отображение ϕ : U ˆ Z` Ñ R`, определяющее для
каждой из дуг u P U в каждый момент времени t P Z`величину потока на дуге ϕpu,tq P R`
и удовлетворяющее условиям (1) и (2):

ϕpu,tq ď ρpuq,@u P U,@t P Z`. (1)

Условие сохранения потока для динамических потоков имеет вид:
ÿ

uPU`pxq
ϕpu,tq “

ÿ

uPU´pxq
ϕpu,t ` 1q,@x P Xin, (2)

где Xin — внутренние вершины сети (все вершины, за исключением источника и стока),
U`pxq — множество дуг, оканчивающихся в вершине x, U´pxq — множество дуг, начинающих-
ся в вершине x.

Пусть VG — величина максимального стационарного потока в сети G. Согласно теореме
Форда-Фалкерсона [3] пропускные способности минимальных разрезов равны VG.

Поскольку величина динамического потока может быть различной в разные моменты вре-
мени даже для одного разреза (в случае стационарных потоков эта величина одинакова для
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всех разрезов), то определим две характеристики, позволяющие оценить динамический по-
ток — это величина динамического потока из источника и величина динамического потока в
сток.

Определение 1. Величиной поступления динамического потока ϕ назовём сумму величин
потока по дугам, исходящим из источника в момент времени t и обозначим её через v`

ϕ ptq.
Здесь и далее будем считать, что в каждый момент времени в сеть поступает поток ве-

личины VG. Условие подачи в сеть потока постоянной величины VG назовем условием квази-
максимальности, а потоки, удовлетворяющие этому условию — квазимаксимальными. Ясно,
что при выполнении условия квазимаксимальности в любой конечной сети за конечное время
установится поток, насыщающий все минимальные разрезы.

Каждый минимальный разрез разделяет нашу сеть на два подмножества. Первое содержит
источник, а второе — сток. Понятно, что в каждый момент времени суммарный поток на дугах
такого разреза не превосходит его пропускной способности, т. е. объем потока, передаваемого
из первого множества во второе не превосходит пропускной способности этого минимального
разреза. В связи со сказанным получается, что ближайший к стоку минимальный разрез (как
и другие минимальные разрезы) выполняет роль “верхней планки” для величины потока,
проходящего через него в каждый момент времени.

Определение 2. Величиной выхода динамического потока ϕ назовём сумму величин по-
тока по дугам, входящим в сток в момент времени t и обозначим её через v´

ϕ ptq.

2. СРЕДНЯЯ ВЕЛИЧИНА ИСХОДЯЩЕГО ДИНАМИЧЕСКОГО
ПОТОКА И ЕЁ ПРЕДЕЛ

Определение 3. Средней величиной исходящего динамического потока на временном
отрезке r0;T ´ 1sZ назовём отношение

řT´1
t“0 pvϕptq{T q.

Ясно, что средняя величина исходящего динамического потока может быть рассчитана на
любом произвольном временном промежутке ra; bsZ .

Докажем, что для сетей с динамическими потоками, удовлетворяющим условию квазимак-
симальности имеет место следующая теорема, которую можно считать обобщением теоремы
Форда-Фалкерсона на случай динамических потоков в сетях.

Теорема 1. Пусть дана сеть GpX,U,f,ρq. Для любого квазимаксимального динамическо-
го потока ϕpu,tq существует предел средней величины исходящего из сети потока при Т
стремящемся к бесконечности и он равен пропускной способности минимального разреза,
т. е.

lim
TÑ`8

T´1ř
t“0

vϕptq

T
“ VG, (3)

Доказательство. К моменту времени T (за временной интервал r0;T ´ 1sZq, согласно
ранее указанному способу формирования потока, в сеть поступил поток величины VG ¨ T .
Также, за время r0;T ´ 1sZ величина исходящего потока равна

řT´1
t“0 vϕptq.

Пусть в рассматриваемый момент времени T поток по всем дугам сети, кроме дуг, входя-
щих в сток, равен δ1pT´1q, а поток на промежуточных дугах (не начинающихся в источнике и
не оканчивающихся в стоке) в момент времени t “ 0 равен δ2p0q. Для перечисленных величин
верно соотношение:

T´1ÿ

t“0

vϕptq ` δ1pT ´ 1q ´ δ2p0q “ VG ¨ T. (4)
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Разделим обе части выражения (4) на T :

T´1ř
t“0

vϕptq

T
` δ1pT ´ 1q

T
´ δ2p0q

T
“ VG. (5)

Рассмотрим (5) при T Ñ `8:

lim
TÑ`8

T´1ř
t“0

vϕptq

T
` lim

TÑ`8
δ1pT ´ 1q

T
´ lim

TÑ`8
δ2p0q
T

“ VG. (6)

Так как пропускные способности дуг сети конечны, то lim
TÑ`8

pδ1pT ´ 1q{T q “ 0 и

lim
TÑ`8

pδ2p0q{T q “ 0, тогда выражение (6) приобретает вид:

lim
TÑ`8

T´1ř
t“0

vϕptq

T
“ VG. (7)

Таким образом, теорема 1 доказана.
Выражение в левой части (7) назовём предельной средней величиной исходящего динами-

ческого потока.
Ясно, что теорема верна и в случае, когда средняя величина исходящего потока вычисля-

ется не на отрезке r0;T ´ 1sZ , а на отрезке ra; a ` pT ´ 1qsZ ,a,T P Z`.
Вычисление средней величины динамического потока для конечного временного интервала

затруднено в силу возможности произвольного задания потока. Однако, доказанная теорема
сводит задачу вычисления предельной средней величины исходящего потока к задаче поиска
максимального стационарного потока в сети (для решения которой имеются различные ал-
горитмы в том числе с полиномиальной временной сложностью [4]), или, согласно теореме
Форда-Фалкерсона, к задаче нахождения в сети разреза с минимальной пропускной способ-
ностью.

Важно отметить, что при доказательстве теоремы кроме естественного предположения о
конечности сети мы не делали никаких предположений о её топологии.

3. СРЕДНЯЯ ВЕЛИЧИНА И ВСПЛЕСК ДИНАМИЧЕСКОГО ПОТОКА

Явление всплеска динамического потока заключается в превышении vϕptq над VG в неко-
торый момент времени. В силу сказанного выше о величине динамического потока, проходя-
щего через минимальный разрез, всплески динамического потока могут возникать вследствие
наличия путей разной длины между стоком и ближайшим к стоку минимальным разрезом
(примеры см. в [14]), а также и, как будет показано в настоящей работе, и за счет наличия
контуров в этой части сети (ясно, что контур тоже порождает пути разной длины).

Понятно, что существуют сети, для которых возможно построить несколько разных дина-
мических потоков, приводящих к возникновению всплесков. Эти всплески могут быть разной
величины, но среди всех всплесков наибольший интерес вызывают всплески максимальной
величины (по аналогии с величиной стационарного потока и величиной максимального стаци-
онарного потока). Вычисление величины максимального всплеска для сетей разных классов
может быть выполнено с помощью разных алгоритмов, которые, в свою очередь имеют раз-
ную вычислительную сложность.

Класс сети мы будем определять топологией сети на участке между её стоком и ближай-
шим к стоку минимальным разрезом. Среди изученных ранее классов сетей были выделены
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параллельные сети, древовидные сети и древовидные сети с контурами. Примечательно, что
параллельные сети являются подклассом древовидных сетей. На рис. 1 приведены примеры
параллельной (слева) и древовидной (справа) сетей с единичными пропускными способно-
стями всех дуг.

Рис. 1. Параллельная (слева) и древовидная (справа) сети.

Поиск максимального всплеска для параллельных и древовидных сетей возможен за по-
линомиальное время.

Из того факта, что предельная средняя величина динамического потока ограничена сверху
величиной максимального стационарного потока VG той же сети, следует, что на больших
временных промежутках создание всплеска динамического потока, то есть превышение vϕptq
над VG возможно лишь за счет ранее накопленной в сети величины потока. Следующий
пример (рис. 2–6) демонстрирует это следствие для сети с одним контуром.

Пусть для сети, изображённой на рис. 2 поток может принимать лишь целочисленные
значения. В начальный момент времени поток по всем дугам сети, кроме дуги из источника,
равен нулю. Будем назначать поток в этой сети таким образом, чтобы сначала заполнить
контур, состоящий из дуг между вершинами 3, 4 и 5. Лишь к моменту времени t “ 2(рис. 3.)
первая частица потока поступает в контур.

Рис. 2. Исходная сеть в момент времени t “ 0.

Рис. 3. Поступление первой единицы потока в контур к моменту времени t “ 2.

Далее производится заполнение контура, как это было описано ранее — поток “закручи-
вается” по дугам контура между вершинами 3, 4, 5. Стоит отметить, что подача потока в
сеть постоянна при t ě 0и удовлетворяет условию квазимаксимальности. На рис. 4 показан
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момент времени, в который первая единица потока, поступившая в контур, находится в по-
следней дуге контура. В следующий момент времени t “ 5 этот поток снова будет отправлен
по первой дуге контура.

Рис. 4. Заполнение каждой из дуг контура на 1 единицу потока к моменту времени t “ 4.

Таким образом, ни одна из единиц потока, попавшая в контур, не будет направлена в сток
до момента полного заполнения дуги контура между вершинами 3–4 (рис. 5а) потоком вели-
чиной. На следующем шаге из потока по дуге 3–4 (рис. 5б) будет организован максимальный
всплеск потока для данной сети.

Рис. 5. Динамический поток в сети: а) перед появлением максимального всплеска при t “ 29;
б) в момент возникновения максимального всплеска при t “ 30.

Поток по дугам 3–4 и 5–3 при t “ 30 в дальнейшем будет использован для организации
максимального всплеска, то есть максимальный всплеск для данной сети может наблюдаться
не более 3-х шагов подряд.

На насыщение ближайшего к стоку минимального разреза ушло 2 шага. На заполнение
контура ушло еще 28 временных шагов. Все это время в сток не поступало ни одной еди-
ницы потока. Но проходящие по контуру 28 единиц потока способны создавать максималь-
ный всплеск в течение 3-х шагов (с помощью поступающих в контур 2-х единиц потока при
t P r30; 31sZ . Ясно, что вместо полного заполнения контура можно было отправлять в контур
лишь каждую третью частицу потока, а остальные направлять сразу в сток, но и максималь-
ный всплеск при таком динамическом потоке можно организовать лишь на 1 шаг.

Максимальный стационарный поток VG для рассматриваемой сети равен 1 (минимальный
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Рис. 6. Сеть после всплесков при t “ 33.

разрез состоит из одной дуги с пропускной способностью в 1). За рассматриваемый промежу-
ток времени t P r0; 33sZ в сеть поступило 34 единицы потока, из которых 30 единиц покинуло
сеть при t P r30; 32sZ . Средняя величина исходящего потока при t P r0; 33sZ составляет 0.88
единиц потока, что близко по значению к предельной средней величине.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе доказана теорема о пределе среднего значения исходящих динамических потоков,
удовлетворяющих условию квазимаксимальности. Показано, что вычисление оценки предель-
ного среднего значения исходящего потока осуществимо за полиномиальное от размеров сети
время. Связь между доказанной оценкой и явлением всплеска динамического потока проде-
монстрирована на примере.

Дальнейшая работа по исследованию динамических потоков и их свойств может включать
поиск методов определения максимальных всплесков в сетях с контурами, поскольку данный
класс сетей до конца не изучен.
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