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Аннотация. В этой статье мы рассматриваем оператор типа свертки, называемый
обобщенным потенциалом Бесселя. Обобщенный потенциал Бесселя - очень важный объ-
ект в теории потенциала, имеющий множество приложений, таких как решение неодно-
родных уравнений, теория функциональных пространств и функциональные пополнения.
Кроме этого, формулу обращения можно интерпретировать как новый оператор дробного
дифференцирования произвольного положительного порядка. В работе доказана теорема
и рассмотрен пример с главным результатом нахождение решения неоднородного инте-
грированного сингулярного экранированного уравнения Пуассона pI ´ ∆γqk u “ f , k P N.

Ключевые слова: обобщенная свертка, обобщенный потенциал Бесселя, дробные
степени многомерных операторов, обратный оператор, преобразование Ханкеля.

GENERALIZED BESSEL POTENTIAL AND SOLUTION OF A
NONHOMOGENEOUS INTEGRATED SINGULAR POISSON

EQUATION
A. L. Dzhabrailov, E. L. Shishkina

Abstract. In this article, we consider a convolution type operator called the generalized
Bessel potential. The generalized Bessel potential is a very important object in theory, having
many applications such as solving nonhomogeneous belonging, theoretical function spaces, and
completion functions. In addition, the inversion formula can be interpreted as a new fractional
annihilation operator of positive order. The paper proves the regularity and an example of
consideration with obtaining a solution to the inhomogeneous integrated singular screened
Poisson equation pI ´ ∆γqk u “ f , k P N.

Keywords: generalized convolution; generalized Bessel potential; fractional powers of
multidimensional operations; inverse operator; Hankel transform.

ВВЕДЕНИЕ

Теория потенциала берет свое начало из теории электростатического и гравитационного
потенциалов и уравнений Лапласа, волн, Гельмгольца и Пуассона. Известно, что знаменитые
потенциалы Рисса являются реализациями действительных отрицательных степеней Лапла-
са и волновых операторов. Между тем, в теории потенциала большое внимание уделяется
потенциалу Бесселя

Gαfpxq “
ż

Rn

Gαpx´ yqfpyq dy, α ą 0,
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где

Gαpxq “ 2
2´n´α

2

π
n
2 Γ

`
α
2

˘
Kn´α

2

p|x|q

|x|n´α
2

и Kν обозначает модифицированную функцию Бесселя второго рода. Оператор Gα можно
интерпретировать как реализацию реальных отрицательных степеней оператора pI ´ ∆q. В
частности, потенциал Бесселя рассматривали Н. Ароншайн и К. Т. Смит в [1] и Кальдеро-
ном в [2]. Следует отметить, что потенциалы Бесселя порождают пространства функций с
дробной гладкостью α. Они очень полезны для исследования некоторых дробных УЧП эллип-
тического типа. С их помощью строятся пространства Соболева дробного порядка. Первые
результаты о пространствах бесселевых потенциалов были получены И. Стейном в работе
[3] в случае 0 ă α ă 2 и Лизоркиным в [4] в общем случае. Обращение бесселевых потен-
циалов впервые было получено В. А. Ногиным в [5, 6] с использованием гиперсингулярных
интегралов. Позже В. С. Гулиев, З. В. Сафаров изучали потенциалы Бесселя, порожденные
дифференциальными операторами Бесселя, в [7]. В [8] доказано неравенство Юнга для опера-
торов B-свертки в B-пространствах потенциалов Бесселя, а потенциалы Бесселя охарактери-
зованы в терминах пространств B-Лизоркина-Трибеля. Оптимальное вложение пространств
потенциалов типа Бесселя было получено в [9, 10, 11].

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть Rn — n-мерное евклидово пространство. Введём обозначения

R
n
` “ tx “ px1, . . . , xnq P R

n, x1 ą 0, . . . , xn ą 0u,

R
n
` “ tx “ px1, . . . , xnq P R

n, x1 ě 0, . . . , xn ě 0u.

Через γ “ pγ1, . . . , γnq обозначим мультииндекс, состоящий из положительных фиксирован-
ных действительных чисел γi ą 0, i “ 1, . . . , n, |γ| “ γ1 ` . . . ` γn.

Пусть L
γ
ppRn

`q “ L
γ
p , 1 ď p ă 8 — пространство измеримых на Rn

` функции четных по
каждой переменной xi, i “ 1, . . . , n таких, что

ż

Rn
`

|fpxq|pxγ dx ă 8,

где

xγ “
nź

i“1

x
γi
i .

Для p ě 1, Lγ
p — норма f определяется формулой

}f}Lγ
ppRn

`q “ }f}p,γ “

¨
˚̋
ż

Rn
`

|fpxq|pxγ dx

˛
‹‚

1{p

.

Нормализованная функция Бесселя первого рода jν определяется формулой

jνpxq “ 2νΓpν ` 1q
xν

Jνpxq,

где Jν — функция Бесселя первого рода.
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Для x P Rn будем использовать обозначение

jγpx,ξq “
nź

i“1

jγi´1

2

pxiξiq, jγp0,ξq “ 1.

Многомерное преобразование Ганкеля функции f P Lγ
1pRn

`q определяется как

Fγ rf s pξq “ Fγ rfpxqs pξq “
ż

Rn
`

fpxqjγpx,ξqxγdx.

Определение: Пусть f : ra,bs Ñ Rn. Тогда вариацией (также полной вариацией или
полным изменением) функции f на отрезке ra,bs называется следующая величина:

V b
a

def“ sup
P

mÿ

k“0

||fpxk`1q ´ fpxkq||.

То есть точная верхняя грань по всем разбиениям отрезка ra,bs длин ломаных в Rn, кон-
цы которой соответствуют значениям f в точках разбиения. Функции, вариация которых
ограничена на отрезке, называются функциями ограниченной вариации.

Пусть f P Lγ
1pRn

`q и является функцией ограниченной вариации в окрестности точек непре-
рывности.

Тогда для γ ą 0 справедлива формула обращения

F´1
γ rFγrf spξqspxq “ fpxq “ 2n´|γ|

śn
j“1 Γ

2pγj`1

2
q

ż

Rn
`

jγpx,ξqFγ rf spξqξγdξ.

Многомерный обобщенный сдвиг определяется равенством

pγT y
x fqpxq “ γT y

x fpxq “ pγ1T y1
x1

¨ ¨ ¨ γnT yn
xn
fqpxq,

где каждый одномерный обобщенный сдвиг γiT
yi
xi действует для i “ 1, ¨ ¨ ¨ , nпо формуле

pγiT yi
xi
fqpxq

“ Γpγi`1
2

q?
πΓpγi

2
q

ż π

0

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xi´1,

b
x2i ` y2i ´ 2xiyi cosϕi,xi`1, ¨ ¨ ¨ ,xnq sinγi´1 ϕidϕϕi ¨ ¨ ¨

Обобщенная свертка, порожденная многомерным обобщенным сдвигом γT
y
x определяется

как

pf ˚ gqγpxq “ pf ˚ gqγ “
ż

Rn
`

fpyqpγT y
x gqyγdy.

Многомерное преобразование Ханкеля, примененное к обобщенной свертке, имеет вид

Fγrpf ˚ gqγpxqspξq “ FγrfpxqspξqFγ rgpxqspξq.

Многомерный оператор Пуассона P γ
x , действует на f по формуле

P γ
x fpxq “ Cpγq

ż π

0

¨ ¨ ¨
ż π

0

fpx1 cosα1, ¨ ¨ ¨ ,xn cosαnq
nź

i“1

sinγi´1 αidαi,

где γi ą 0, i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,n, Cpγq “ π´n
2

śn
i“1

Γpγi`1

2
q

Γp fracγi2q .
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2. ОБОБЩЕННЫЙ ПОТЕНЦИАЛ БЕССЕЛЯ

Обобщенный потенциал Бесселя или В-потенциал Бесселя определяется формулой ([12])

pGα
γϕqpxq “ pGγ

α ˚ ϕqγ “
ż

Rn
`

Gγ
αpyqpγT y

xϕpxqqyγdy, α ą 0 p1q

где ядро Gγ
αpxq имеет вид

Gγ
αpxq “ 2

n´|γ|´α

2
`1

|x|
n`| gamma|´α

2 Γpα
2

qśn
i“1 Γpγi`1

2
q
Kn`|γ|´α

2

p|x|q. p2q

Оператор (1) реализует отрицательную дробную степень pI ´ ∆γq´α{2, α ą 0, где I - единич-
ный оператор, ∆γ - оператор Лапласа-Бесселя

∆γ “ p∆γqx “
nÿ

k“1

pBγkqxk p3q

и

pBγqt “ B2
Bt2 ` γ

t

B
Bt “ 1

tγ
B
Bt t

γ B
Bt , t ą 0, γ P R p4q

— оператор Бесселя.Результаты, полученные в r13s , позволяют представить обобщенный по-
тенциал Бесселя в виде

Gα
γϕ “ F´1

γ p1 ` |x|2qα
2 Fγϕ, α ą 0, (5)

где Fγ — многомерное преобразование Ханкеля.

3. РЕШЕНИЕ НЕОДНОРОДНОГО ИНТЕГРИРОВАННОГО
СИНГУЛЯРНОГО ЭКРАНИРОВАННОГО УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА

В этой статье используется обобщенный потенциал Бесселя r14s

Gα
γ fpxq “

ż

Rn
`

Gγ
α pyq pyqγ pT y

xϕpxqq yγdy,

для решения неоднородного интегрированного синугярного экранированного уравнения
Пуассона вида

pI ´ ∆yqk u “ f,k P N.
Докажем теорему:

Теорема 1. Пусть ϕ P Seν
`
Rn

`
˘
,1 ď p ď 8 и k P N , тогда

Gα`2k
γ pI ´ ∆γqk ϕ “ Gα

γϕ, (1)

где ∆y - оператор Лаппласа-Бесселя.
Доказательство.Используя формулу 1.8.3 из r13s вида γiT

yi
xi pByiq “ pByiqyixi

T
yi
xi

Получим

´
Gα`2k

γ pI ´ ∆γqk ϕ
¯

pxq “
ż

Rn
`

Gγ
α pyq

´
γT y

x pI ´ ∆γqk ϕ pxq
¯
yγdy “

“
ż

Rn
`

Gγ
αy

γ pI ´ ∆γq
´
γT y

x pI ´ ∆γqk´1 ϕ pxq
¯
dy “
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“
ż

Rn`

Gγ
α

´
γT γ

x pI ´ ∆γqk´1 ϕ pxq
¯
yγdy

´
ż

Rn
`

Gγ
α pyq

˜
nÿ

j“1

pBγiqγi
´
γCy

x p´∆γqk´1 ϕ pxq
¯¸

yγdy (2)

Пусть

Ij “
ż 8

0

Gγ
αpyq

”
pBγiqγi

´
γT y

x pI ´ ∆γqk´1ϕpxq
¯ı
y
γj
j dyj.

Интегрирования по частям каждый Ij при j “ 1,...,n, получим

Ij “
ż 8

0

Gγ
αpyq

”
pBγiqyi

´
γT y

x pI ´ ∆γqk´1ϕpxq
¯ı
y
γj
j dyj “

“
ż 8

0

Gγ
αpyq

„ B
Byi

y
γj
j

B
Byi

γT y
x pI ´ ∆γqk´1ϕpxq


dyj

“
"
u “ Gγ

αpyqdv “ B
Byi

y
γj
j

B
Byi

γT y
x pI ´ ∆γqk´1ϕpxqdyj

*

“ Gγ
αpyqyγjj

B
Byi

´
γT y

x pI ´ ∆γqk´1ϕpxq
¯

|8yj“0

´
ż 8

0

y
γj
j

B
Byi

Gγ
αpyq

„ B
Byi

γT y
x pI ´ ∆γqk´1ϕpxq


dyj “

“
ż 8

0

y
γj
j

B
Byi

Gγ
αpyq

„ B
Byi

γT y
x pI ´ ∆γqk´1ϕpxq


dyi “

“
"
u “ y

γj
j G

γ
αpyq, dv “ B

Byj
γT y

x pI ´ ∆γqk´1ϕpxqdyi
*

“

“ ´yγjj
„ B

Byj
Gγ

αpyq
 ´

γT y
x pI ´ ∆γqk´1ϕpxq

¯
|8yj`

`
ż 8

0

„ B
Byi

y
γj
j

B
Byi

Gγ
αpyq


γT y

x pI ´ ∆γqk´1ϕpxqdyj “

“
ż 8

0

”
pBγiqyiGγ

αpyq
ı
γT y

x pI ´ ∆γqk´1ϕpxqyγjj dyj .

Возвращаясь к (2), получим

´
Gα`2k

γ pI ´ ∆γqkϕ
¯

pxq “
ż

Rn
`

”
pI ´ ∆γqGγ

αpyq
´
γT y

x pI ´ ∆γqk´1ϕpxq
¯
yγdy

ı
.

Повторяя эти действия k-раз, будем иметь

pGα`2k
γ pI ´ ∆γqkϕqpxq “

ż

Rn
`

rpI ´ ∆γqkGγ
αpy0qspγT γ

x ϕpxqqyγdy

Применяя теперь
pI ´ ∆γqkGγ

α`2k “ Gγ
α, k P N, p3q

получим доказываемое утверждение(1). По теореме 1 и свойству

G0
γϕ “ ϕ, ϕ P Lγ

ppRn
`q, p4q

получим, что функция fpxq “ G2k
γ ϕpxq, x P Rn

` есть решение уравнения

pI ´ ∆γqkfpxq “ ϕpxq,k ´ 1,2, ¨ ¨ ¨
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Пример 1.Решение задачи fpxq — ∆γfpxq “ jγpx,ξq,fp0q “ 1
1`|ξ|2 имеет вид pG2

γqxjγpx,ξq.
Найдем сначала pP 2

γ qxjγpx,ξq переходя к сферическим координатам, применяя Лемму 1:
Лемма 1. Пусть ϕpsq — функция одной переменной и ϕp|x|q P L

γ
1pRn

`q. Преобразование
Ханкеля радиальной функции ϕp|x|q есть основа радиальная функция и следующая формула
имеет место

Fγrϕp|x|qspξq “
śn

i“1pγi`1
2

q
2n´1Γpγi`1

2
q

ż 8

0

ϕprqjn`|γ|´2

2

p|ξ|rqrn`|γ|´1

pI ´ ∆γqkGγ
α`2k “ Gγ

α, k P N,
и формулы

γT y
x jγpx,ξqjγpx,ξqjγpy,ξq. p5q

ż 8

0

rv`1Jvparq
p1 ` r2qµ dr “ aµ´1

2µ´1ΓpµqKv´µ`1paq, p6q

a ą 0 ´ 1 ă v ă 2µ ´ 1

2
.

Для многомерного обобщённого сдвига справедлива формула (см.[15])

pP 2
γ qxjγpx,ξq “ jγpx,ξq

ż

Rn
`

Pγpy,tqjγpx,ξqyγdy “ ty “ rθu “

“
2nΓ

´
n`|γ|`1

2

¯

śn
i“1 Γ

´
yi`1
2

¯tjγpx,ξq
ż 8

0

rn`|γ|´1

pt2 ` r2qn`|γ|`1

2

dr

ż

S`
1

pnq
jγprθ,ξqθγdS “

“
2Γ

´
n`|γ|`1

2

¯

Γ
´
yi`1
2

¯ tjγpx,ξq
ż 8

0

rn`|γ|´1

pt2 ` r2q
n`|γ|`1

2

jn`|γ|´2

2

p|ξ|rqdr “

“
2

n`|γ|
2 Γ

´
n`|γ|`1

2

¯

|ξ|
n`|γ|´2

2

tjγpx,ξq
ż 8

0

r
n`|γ|

2

pt2 ` r2q
n`|γ|`1

2

Jn`|γ|
2

´1
p|ξ|rqdr “

“ tr “ tpu “

““
2

n`|γ|
2 Γ

´
n`|γ|`1

2

¯

|ξ|
n`|γ|´2

2

tjγpx,ξq
ż 8

0

r
n`|γ|

2

pt2 ` r2q
n`|γ|`1

2

Jn`|γ|
2

´1
p|ξ|rqdr “

“ tr “ tpu “
a

2t|ξ|jγpx,ξqK 1

2

pt|ξ|q “
?
πjγpx, xiqe´t|ξ|.

Вычислим теперь используя формулу:

pGα
γ qpxq “ 2

1´α
2

Γpα
2

q

ż 8

0

t
alpha´1

2 Jα´1

2

ptqpP γ
t ϕqpxqdt, 7

имеем

pGα
γ qxjγpx,ξq “ 2

1´α
2

Γpα
2

q
?
πjγpx,ξq

ż 8

0

t
1´α
2 Jα´1

2

ptqe´t|ε| dt “

“ 2
1´α
2

Γpα
2

q
?
πjγpx,ξq

2
1´α
2

´
1

|ξ|2 ` 1
¯´α

2 |ξ|´αΓ
`
α
2

˘
?
π

“ jγpx,ξq
p1 ` |ξ|2qα

2

.

Таким образом, при α “ 2 мы получим решение задачи:
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fpxq “ jγpx,ξq
1 ` |ξ|2 .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В этой статье рассмотрен оператор типа свертки, называемый обобщенным потенциалом
Бесселя. Это очень важный обьект в теории потенциала с многочисленными приложениями,
такими как решения неоднородных уравнений, теория функциональных пространств и функ-
циональное пополнение. В работе показано каким образом, используя обобщенный потенциал
Бесселя, находится решения неоднородного интегрированного сингулярного экранированного
уравнения Пуассона pI ´ ∆γqku “ f , k P N.
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