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Аннотация. В работе рассматривается разностный оператор, действующий в про-
странстве последовательностей и имеющий бесконечную матрицу, у которой ненулевыми
являются только главная и побочная диагонали. Изучаются его свойства: обратимость,
коммутируемость двух операторов такого вида, найден спектр. Приводится теорема о ло-
кализации спектра в случае, когда рассматриваемый оператор самосопряжен и возмущен
оператором Гильберта-Шмидта.

Ключевые слова: инволюция, обратимость, спектр, теорема о локализации спектра.

SOME PROPERTIES OF DIFFERENCE OPERATORS WITH
INVOLUTION

A. G. Baskakov, G. V. Garkavenko, N. B. Uskova

Abstract. The paper considers a difference operator acting in the space of sequences and
which has an infinite matrix, in which only the main and secondary diagonals are nonzero. Its
properties are studied: invertibility, commutation of two operators of this type, the spectrum is
found. A theorem on the localization of the spectrum is given in the case when the considered
operator is self-adjoint and perturbed by the Hilbert-Schmidt operator.

Keywords: involution, reversibility, spectrum, spectrum localization theorem.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время активно исследуются дифференциальные уравнения первого и выс-
ших порядков с инволютивным отклонением или с инволюцией. Напомним, что инволюцией
обычно называют гомеоморфизм ω некоторого топологического пространства E [1], такой что

ω2pxq “ ωpωpxqq “ x, x P E . p1q

Например, см. [2], [3], [4], [5], [6].
Если E — симметричый относительно нуля отрезок из R, то инволюцию обычно задают

формулой ωpxq “ ´x и она называется отражением. Если же в качестве отрезка берем r0, bs,
то

ωpxq “ b´ x, x P r0, bs p2q
Такая инволюция называется простейшей или стандартной [2], [5]. Обзор результатов, касаю-
щихся свойств дифференциальных операторов с инволюцией, можно найти, например, в [2],
[5]. Обзор результатов по дифференциальным уравнениям второго порядка с инволюцией из-
ложен в [4], а также в [6]. Отметим, что изначально гомеоморфизм, определенный формулой
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(1), назывался карлемановским сдвигом [3], [7], а само условие (1) — условием Карлемана [7],
[8]. Также карлемановский сдвиг называется инволютивным отклонением [2], [3]. Далее бу-
дет использоваться термин “инволюция”, как наиболее употребительный в последнее время.
В работе мы будем придерживаться операторного (и матричного) подхода к определению и
изучению инволюции. Отметим, что инволюция в банаховом пространстве – ограниченный
оператор, играющий важную роль [1] при исследовании дифференциальных операторов в
банаховом пространстве.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть X — некоторое комплексное банахово пространство и EndX — банахова алгеб-
ра ограниченных линейных операторов, действующих в X , со стандартной нормой }X} “
sup}x}ď1 }Xx}, X P EndX , x P X , и I P EndX — тождественный оператор в X .

Определение 1. Оператор J P EndX называется инволюцией, если

J2 “ I. p3q

Из определения 1 сразу вытекает, что операторы I и ´I являются инволюцией. Такие
инволюции называются тривиальными. Мы будем рассматривать нетривиальные инволюции,
которые и введем далее.

Пусть J есть одно из множеств Z, Z`. Рассматривается банахово пространство lppJ, Eq,
p “ r1,8s, комплексных последовательностей x : J Ñ E, где E — некоторое комплексное ба-
нахово пространство. Мы будем использовать пространство двусторонних комплексных по-
следовательностей lppZ,Cq и его обозначать кратко через lp, p P r1,8s, а также пространство
lppZ`,C2q. Напомним, что

}x}p “
´ÿ

nPJ
}xpnq}pE

¯ 1

p
, p P r1,8q, }x}8 “ sup

nPJ
}xpnq}E.

При p “ 2 пространство l2 является гильбертовым со скалярным произведением

px, yq “
ÿ

nPZ
xpnqypnq.

Стандартный базис в lp, p P r1,8q, обозначим через pen, n P Jq, enpkq “ δnk, где δnk — символ
Кронекера. Отметим, что инволюция существует в любом банаховом пространстве со счетным
базисом, достаточно перенумеровать базис целыми числами и положить

pJxqpnq “ xp´nq, n P Z, x P X , p4q

где x “ ř
nPZ xpnqen и pJxqp0q “ xp0q.

Отметим связь этой инволюции со стандартной инволюцией, задаваемой формулой (2).
Очевидно, что если в пространстве L2r0, 1s определить оператор инволюции формулой
pJyqpxq “ yp1 ´ xq, x P r0, 1s, y P L2r0,1s, что равносильно формуле (2), то такой оператор бу-
дет иметь матрицу относительно базиса tei2πnt, n P Zu в L2r0, 1s, в которой единицы стоят по
побочной диагонали, а остальные элементы нулевые. Оператор инволюции J , определенный
формулой (4), относительно стандартного базиса в l2 будет иметь точно такую же матрицу.
Поэтому, как и в теории дифференциальных уравнений с инволюцией, инволюцию, опреде-
ленную равенством (4), назовем стандартной. Далее рассматриваются и другие инволюции
(см. Лемму 2).
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Через l8 “ l8pZ,Cq обозначим пространство всех двусторонних комплексных последова-
тельностей x : Z Ñ C (необязательно ограниченных). Пространство l8 является алгеброй с
поточечным умножением pαβqpnq “ αpnqβpnq, n P Z, α, β P l8.

Для любой последовательности α P l8 определим оператор Aα “ αI, Aαx “ αx. Область
определения DpAαq оператора Aα определяется следующим образом: DpAαq “ tx P lp, αx P
lpu. Оператор Aα будем называть диагональным оператором. Рассмотрим оператор Aα,β “
Aα ` AβJ “ αI ` βJ , α, β P l8, где оператор J определен формулой (4), множество таких
операторов обозначим через M. Аналогичным образом определяется область определения
для оператора AβJ и тогда DpAα,βq “ DpAαqXDpAβJq. Очевидно, что при α, β P l8 оператор
Aα,β ограничен и }Aα,β} ď }α}8 ` }β}8.

Оператор Aα,β : DpAα,βq Ă lp Ñ lp действует по формуле pAα,βxqpnq “ αpnqxpnq `
βpnqxp´nq, n P Z, и в стандартном базисе пространства lp, p P r1,8q, имеет матрицу
Aα,β „ paijq, i, j P Z, где aii “ αpiq, ai,´i “ βpiq, i P Z, a0,0 “ αp0q ` βp0q, а остальные
элементы равны нулю.

В работе изучается обратимость, найден спектр, иследуется коммутируемость двух опера-
торов такого вида, а также локализация спектра самосопряженного оператора Aα,β при его
возмущении оператором Гильберта-Шмидта. Отметим, что операторы I и J , где J определен
формулой (4), также принадлежат M, так как I “ Ae,0 “ eI ` 0J , J “ A0,e “ 0I ` eJ , где
символом e : Z Ñ R обозначена единичная последовательность, т.е. e P l8, epnq “ 1 для всех
n P Z, а символом 0 — нулевая. В работе отдельно рассматриваются свойства операторов
A0,e и Ae,e, выписывается exppAe,eqt и приводятся условия на последовательность β P l8, при
которых оператор A0,β будет инволюцией, но уже не простейшей.

Необходимость изучения оператора Aα,β возникает, например, при исследовании системы
дифференциально-разностных [9] уравнений u1ptq “ Aα,βuptq ` fptq, где u : R Ñ lp, up0q “ u0,
u0 P lp, f : R Ñ lp.

Приведем еще один пример возникновения такого оператора. Оператор вида Aα,β ´B, где
B — ограниченный оператор, возникает при дискретизации оператора Штурма–Лиувилля с
потенциалом с инволюцией.

Оператор Aα,β с α, β P l8, где хотя бы одна из последовательностей не является ограничен-
ной, может быть частью более сложно устроенного оператора и играть роль невозмущенного
оператора.

2. ОПЕРАТОР J В АБСТРАКТНОМ БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ X

Вначале опишем свойства оператора инволюции в абстрактном банаховом пространстве X .
Непосредственно из определения 1 вытекает обратимость оператора J и равенство J´1 “ J .
Из (3) немедленно следует, что спектр σpJq оператора J такой, что σpJq Ď t´1, 1u. Так как
мы рассматриваем нетривиальные инволюции, то σpJq “ t´1, 1u.

Определение 2. Пусть X — банахово пространство. Вектор x P X назовем четным, если
Jx “ x. Вектор x P X назовем нечетным, если Jx “ ´x.

Четный вектор иногда будем обозначать x`, нечетный — x´. При X “ lp, p P r1,8s, и
J определенным формулой (4), определение 2 совпадает с определением четной и нечетной
последовательностей.

Обозначим через X` и X´ соответственно подпространства четных и нечетных векторов
из X . Очевидно, что собственному значению ´1 отвечает X´, а собственному значению 1 —
X`. Перейдем к оператору I ` J . Из определения 2 вытекает, что X` и X´ — замкнутые
подпространства и пространство X представимо в виде их прямой суммы

X “ X`
à

X´. p5q
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Введем два оператора P`, P´ P EndX формулами

P` “ I ` J

2
, P´ “ I ´ J

2
.

Из общих фактов спектральной теории непосредственно следует

Лемма 1. Операторы P` и P´ обладают свойствами:
1) P` и P´ — проекторы;
2) P` ` P´ “ I, P`P´ “ 0;
3) JP` “ P`, JP´ “ ´P´;
4) J “ P` ´ P´ (спектральное разложение оператора J);
5) ImP` “ X`, ImP´ “ X´.

Таким образом, есть два проектора, осуществляющих разложение пространства X в пря-
мую сумму (5).

Перейдем к оператору I ` J . Он обладает следующими свойствами:
1) σpI ` Jq “ t2, 0u;
2) Im pI ` Jq “ X`;
3) Ker pI ` Jq “ X´;
Очевидно, что операторы I и J перестановочны, eI “ eI. Поэтому eI`J “ e ¨ eJ , где

eJ “ I
´
1 ` 1

2!
` 1

4!
` 1

6!
` . . .

¯
` J

´
1 ` 1

3!
` 1

5!
` 1

7!
` . . .

¯
“ 1

2

´
Ipe ` e´1q ` Jpe ´ e´1q

¯

и

eJt “ ch tI ` sh tJ, epI`Jqt “ et ch tI ` et sh tJ.

Далее везде в статье под оператором инволюции мы будем понимать именно простей-
ший оператор инволюции, действующий в пространстве lp, p P r1,8q, по формуле (2) и его
обозначать через J . Кроме указанных выше свойств он в пространстве l2 обладает еще и
следующими:

1) J˚ “ J , J´1 “ J˚;
2) pI ` Jq˚ “ I ` J .
Простейший оператор инволюции J является далеко не единственным оператором инво-

люции (в смысле определения 1), действующим в lp, p P r1,8q. Непосредственная проверка
выполнения равенства (3) показывает, что справедлива следующая лемма.

Лемма 2. Для любой последовательности β P l8 такой, что |βpnq| ě ε ą 0 для всех n ‰ 0,
βp0q “ 1, и βp´nq “ 1{βpnq, n P Z, оператор βJ является инволюцией.

Подчеркнем, что для оператора βJ из леммы 2 выполняется лемма 1 и его спектр, как и
спектр любого нетривиального оператора инволюции, есть множество t´1, 1u. В стандартном
базисе пространства lp, p P r1,8q, оператор βJ , определенный в лемме 2, имеет матрицу
только с одной ненулевой побочной диагональю, причем bn,´n “ βpnq, b0,0 “ 1, β´n,n “ 1{βpnq,
n P N. К подпространству X` относятся, например, векторы, где на p´nq-ом месте стоит
единица, на n-ом месте βpnq, n P N, а остальные координаты нулевые. А к X´ — векторы,
у которых на p´nq-ом месте стоит ´1, на n-ом месте βpnq, n P N, а остальные координаты
нулевые.

Инволюция βJ не является самосопряженным оператором. Очевидно, что оператор pβJq˚

также является инволюцией и операторы βJ и pβJq˚ не перестановочны. Отметим еще од-
но очевидное свойство. Если D1 и D2 — два некоммутирующих оператора инволюции, то
pD1D2q´1 “ D2D1.
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3. ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАТОРА Aα,β

Напомним, что символом J теперь обозначена простейшая или стандартная инволюция,
т. е. J действует по формуле (4). Далее используется очевидное свойство оператора J : Jpαxq “
pJαqpJxq и вместо αp´nq, n P Z, иногда будем писать Jα.

Лемма 3. Пусть α, β P l8. Тогда множество M является подалгеброй с единицей алгебры
EndX .

Доказательство. Линейность M очевидна, I “ Ae,0 P M. Также непосредственный подсчет
показывает, что Aα,βAα1,β1 “ Arα,rβ, где

#
rαpnq “ αpnqα1pnq ` βpnqβ1p´nq,
rβpnq “ αpnqβ1pnq ` βpnqα1p´nq, n P Z.

p6q

Таким образом, лемма доказана.

Замечание 1. Очевидно, что M — некоммутативная подалгебра.

Замечание 2. Равенства (6) можно записать в виде
#
rα “ αα1 ` βJβ1,
rβ “ αβ1 ` βJα1.

Замечание 3. Пусть α, β, α1, β1 P l8, тогда для оператора Arα,rβ “ Aα,βAα1,β1 с областью опре-

деления DpArα,rβq “ tx P DpAα1,β1q;Aα1,β1x P DpAα,βqu, последовательности rα и rβ также опре-
деляются формулами (6).

Перечислим еще очевидные свойства операторов Aα и Aα,β, которые, опять же, удобно
оформить в виде леммы.

Лемма 4. Операторы Aα, Aβ и Aα,β обладают свойствам:
1) если β P l8` (четная последовательность), β : Z Ñ R, то операторы Aβ и J коммути-

руют, AβJ “ JAβ ;
2) если α, β P l8` , α : Z Ñ R, то операторы Aα и AβJ коммутируют;

3) в пространстве l2 имеем A˚
α,β “ Aα ` JAβ ;

4) Aα,β “ A˚
α,β в пространстве l2, если α, β : Z Ñ R и α, β P l8` .

Опишем условия коммутирования двух операторов Aα,β P M и Aα1,β1 P M, при условии,
что операторы Aα,βAα1,β1 и Aα1,β1Aα,β корректно определены.

Лемма 5. Операторы Aα,β и Aα1,β1 коммутируют, если выполнены равенства

#
β1Jβ “ βJβ1,

Jβpα1 ´ Jα1q “ Jβ1pα ´ Jαq.
p7q

Доказательство. Из (6) следует, что для коммутирования операторов Aα,β и Aα1,β1 должны
быть выполнены равенства #

αα1 ` βJβ1 “ αα1 ` β1Jβ,

αβ1 ` βJα1 “ α1β ` β1Jα,

откуда и получаются равенства (7).
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Для любой последовательности α P l8 введем множество ее нулей Zpαq “ tn P Z : αpnq “
0u.

В терминах Zpαq мы будем формулировать условие обратимости.

Теорема 1. Оператор Aα,β обратим тогда и только тогда, если

ZpαJα ´ βJβq “ ∅ p8q

и αpnqαp´nq ´ βpnqβp´nq ě ε ą 0 для всех n P N. Обратным к Aα,β в этом случае является
оператор A´1

α,β “ Aα1,β1, где

$
’’&
’’%

α1pnq “ αp´nq
αpnqαp´nq ´ βpnqβp´nq ,

β1pnq “ ´ βpnq
αpnqαp´nq ´ βpnqβp´nq ,

n P Zzt0u. p9q

Доказательство. Из (5) получим, что для выполнения равенства Aα,βAα1,β1 “ I должны
выполняться условия #

αpnqα1pnq ` βpnqβ1p´nq “ 1,

αpnqβ1pnq ` βpnqα1p´q “ 0,

откуда и вытекает условие (8) и формулы (9). Осталось показать, что равенства (6) выпол-
нены, что легко сделать непосредственной подстановкой. Теорема доказана.

Напомним следующее определение

Определение 3. [10] Подалгебра B с единицей из EndX называется наполненной в EndX ,
если каждый обратимый в EndX оператор обратим также и в B.

Следствие 1. Пусть α, β P l8. Пространство M есть наполненная банахова алгебра.

Перейдем к нахождению спектра оператора Aα,β : DpAα,βq Ă l2 Ñ l2, α, β P l8. Восполь-
зуемся идеями замены, предложенными в [11], [12] для перехода от оператора инволюции к
оператору Дирака и в [13] при исследовании интегральных операторов с ядром, зависящим
от суммы и разности аргументов.

Каждой последовательности x P l2 поставим в соответствие последовательность x P
l2pZ`,C2q, определенную формулой xpnq “ txpnq, xp´nqu, n P Z`. Пусть U : l2 Ñ l2pZ`,C2q,
Ux “ x. Введем оператор rBα,β, который связан с оператором Aα,β соотношением rBα,β “
UAα,βU

´1.
Непосредственным подсчетом доказывается

Лемма 6. Оператор Aα,β унитарно эквивалентен оператору rBα,β : l2pZ`,C2q Ñ l2pZ`,C2q
определенному по формуле

p rBα,βxqpnq “
ˆ
αpnq βpnq
βp´nq αp´nq

˙
xpnq “ Qpnqxpnq, n P Z`. p10q

Итак, σp rBα,βq “ YnPZ`σpQpnqq и далее необходимо вычислить собственные значения мат-
риц второго порядка Qpnq, n P Z, что не составляет труда.

Из представления (10) вытекает

Лемма 7. Спектр оператора Aα,β есть замыкание множества чисел

#
αp0q ` βp0q, αpnq ` αp´nq ˘

a
pαpnq ` αp´nqq2 ´ 4βpnqβp´nq

2
; n P N

+
. p11q
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Важно подчеркнуть, что в лемме 7 не предполагается ограниченность последовательностей
α, β.

4. ЛОКАЛИЗАЦИЯ СПЕКТРА

Возмутим Aα,β оператором B P Endl2, принадлежащим двустороннему операторному иде-
алу операторов Гильберта-Шмидта S2pl2q с нормой ||B||2. Для исследования возмущенного
оператора применим теоремы из [14] – [15], касающиеся локализации спектра возмущенного
самосопряженного оператора.

Теорема 2. Пусть Aα,β “ A˚
α,β и B P σ2pl2q. Тогда существует такая четная вещественная

непрерывная функция f : R Ñ R, суммируемая с квадратом на R, что для λ P σpAα,β ´ Bq
выполняется неравенство |Imλ| ď fpReλq.

Другими словами, σpAα,β ´Bq находится между графиками функций f и ´f . Обозначим
через En спектральные проекторы оператора Aα,β, построенные по интервалам r´n, ns, n P N,
и обозначим Bn “ B ´ EnBEn. Опием алгоритм построения графика функции f . Возмем
точки с координатами p˘p1 ` 2}B}2q, 2}B}2q, p˘pn ` 2}B}2q, 3}Bn}2q, n P N, и соединяются
ломаной линией. Этот алгоритм построения функции f из теоремы 2 предложен в работах
[14] – [15].

Из теоремы о локализации спектра возмущенного самосопряженного оператора можно
получить и другие результаты, которые удобно оформить в виде следствий теоремы 2.

Следствие 2. Пусть последовательность α P l8 вещественна, β P l2 и B P σ2pl2q. То-
гда существует четная непрерывная вещественная функция f : R Ñ R, суммируемая с
квадратом на R, что для всех λ P σpAα,β ´Bq выполняется неравенство |Imλ| ď fpReλq.

Следствие 3. Пусть последовательность β P l8` вещественна, α P l2, B P σ2pl2q. Тогда
существует четная непрерывная вещественная функция f : R Ñ R, суммируемая с квадра-
том на R, что для всех λ P σpAα,β ´Bq выполняется неравенство |Imλ| ď fpReλq.
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