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Аннотация. Работа посвящена реализации метода Ритца для обыкновенного сингу-
лярного дифференциального уравнения c оператором Бесселя. Рассматриваемое в работе
уравнение относится к классу так называемых B-эллиптических уравнений. Приближен-
ное решение находится в виде линейной комбинации кусочно-непрерывных финитных
функций. Возникающая при этом система уравнений имеет разреженную матрицу.
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SOME FEATURES OF THE IMPLEMENTATION OF THE
FINITE ELEMENT METHOD FOR A SINGULAR

DIFFERENTIAL EQUATION
O. P. Barabash

Abstract. The work is devoted to the implementation of the Ritz method for an ordinary
singular differential equation with a Bessel operator. The equation considered in the paper
belongs to the class of so-called B-elliptic equations. The approximate solution is found in the
form of a linear combination of piecewise continuous finite functions. The resulting system of
equations has a sparse matrix.

Keywords: Bessel operator,B-elliptic equations, calculus of variations, Ritz method, finite
functions, projection method, projection-grid method, sweep method.

1. ВВЕДЕНИЕ

Мощным инструментом решения задач математической физики выступают вариационные
методы [1]. Суть таких методов заключается в формулировке задачи отыскания функции, до-
ставляющей экстремум некоторому функционалу, с дальнейшим нахождением приближения
к этой функции [2].

В методе Ритца решение определяется в виде линейной комбинации системы базисных
функций ZN “ ř

aizi, в которой неизвестные коэффициенты ai ищутся из условия минимума
заданного функционала [3]. Недостатком такого подхода является отсутствие возможности
сопоставления каждой дифференциальной задачи с соответствующим ей функционалом. Ва-
риационная формулировка может быть точно установлена лишь для некоторых уравнений,
например, уравнений Лапласа, Пуассона [4].
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Обойти эту проблему позволяет проекционный метод Галеркина. Как и в методе Ритца
решение ищется в виде линейной комбинации базисных функций, подстановка которой в
дифференциальное уравнение, приводит к появлению невязки. Коэффициенты ai ищутся из
условия ортогональности невязки δN всем базисным функциям: rδN ,zis “ 0, i “ 1,..,N .

Методы, базирующиеся на ортогональности невязки системе базисных функций, называ-
ются проекционными. Если же базисные функции строятся на конечном разбиении рассмат-
риваемой области, то метод носит название проекционно-сеточного.

На сегодняшний день задача приближенного решения сингулярных уравнений остается ак-
туальной. Хорошо изучены такие вопросы для регулярных краевых задач с невырожденными
уравнениями, имеющими гладкие коэффициенты. В статье Ю. Л. Гусмана и А. А. Оганесяна
[5] развит вариационно-разностный подход для уравнения

B
Bx

ˆ
xµ

Bu
Bx

˙
` B2u

By2 ` qu “ fpx,yq

при условии 0 ď µ ă 1. Получены точные по порядку оценки погрешности метода.
В. В. Катрахов и А. А. Катрахова [6] рассмотрели вопрос о сходимости метода Галеркина

для задачи с модельным примером

´
ˆB2u

Bx2 ` k

x

Bu
Bx

˙
` B2u

By2 ` qu “ fpx,yq,

Bu
Bx

ˇ̌
ˇ̌
x“0

“ 0, u|Γ`
“ 0,

где Γ` “ BΩ`ztpx,yq : x “ 0u,Ω` Ă R2
`.

Можно назвать ряд других работ, в которых рассматриваются сингулярные краевые за-
дачи [7]–[8]. Однако целью большинства из них является исследование сходимости прибли-
женных методов решения, в то время как вопрос численной реализации второстепенен.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Исследуем задачу нахождения на Ω “ p0,1q функции upxq, которая удовлетворяет B-
эллиптическому уравнению

´x´γ d

dx

ˆ
xγppxqdu

dx

˙
` qpxqu “ fpxq, (1)

и краевым условиям
du

dx

ˇ̌
ˇ̌
x“0

“ 0,up1q “ 0. (2)

Изучение подобных уравнений восходит к работам И. А. Киприянова, Я. И. Житомирского
[9, 10].

Функции ppxq P C1r0,1s, qpxq P Cr0,1s, ppxq ě p0 ą 0, qpxq ě 0, p0 “ const, f P H “ L2,γp0,1q.
Параметр γ ą 0,γ ‰ 1.

Будем рассматривать задачу (1)–(2) в гильбертовом простанстве L2,γp0,1q функций, для
которых конечна норма, в виде операторного уравнения

Lu “ f, (3)

где оператор L:

Lu “ ´x´γ d

dx

ˆ
xγppxqdu

dx

˙
` qpxqu.
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При этом будем исходить из понятия слабого решения. Для этого нам потребуются весовые
пространства Соболева, называемые теперь пространствами Киприянова.

Весовые пространства Hm
γ p0,1q (пространства И.А. Киприянова) определяются как замы-

кание класса C8
четpr0,1sq Ă C8pr0,1sq, состоящего из четных функций по норме

}f}m,γ “

¨
˚̋ ÿ

0ďi1`2i2ďm
i“0,1

1ż

0

xγ
ˇ̌
Di1

x B
i2
x fpxq

ˇ̌2
˛
‹‚

1{2

,

где Dx “ d
dx
,Bx “ d2

dx2 ` γ
x

d
dx

— оператор Бесселя.
Для рассматриваемого пространства L2,γp0,1q скалярное произведение и норма задаются

следующими соотношениями

pu, vqL2,γ
“

1ż

0

xγupxqvpxq dx,

}f}L2,γ
“

¨
˝

1ż

0

xγf2pxq dx

˛
‚
1{2

.

Умножим (3) скалярно в L2,γ на функцию v из пространства Соболева H1
γ r0,1s “ W 1

2,γr0,1s,
удовлетворяющую краевым условиям (2):

pLu,vqL2,γ
“ ´

1ż

0

ˆ
xγx´γ d

dx

ˆ
xγppxqdu

dx

˙
v ` xγqpxquv

˙
dx “

1ż

0

xγfv dx.

После применения интегрирования по частям:

´xγpdu
dx
v

ˇ̌
ˇ̌
1

0

`
1ż

0

xγ
ˆ
ppxqdu

dx

dv

dx
` qpxquv

˙
dx “

1ż

0

xγfvdx.

Внеинтегральный член ´xγpdu
dx
v
ˇ̌1
0

“ 0 в силу краевых условий. В результате получим

1ż

0

xγ
ˆ
ppxqdu

dx

dv

dx
` qpxquv

˙
dx “

1ż

0

xγfvdx. (4)

Равенство (4) лежит в основе определения слабого решения задачи (1)-(2). Обозначим
9H1
γ r0,1s подпространство пространства H1

γ r0,1s всех функций, удовлетворяющих краевым

условиям (2). Слабым решением задачи (1)-(2) будем называть функцию u P 9H1
γ r0,1s, ко-

торая для любой функции v P 9H1
γ r0,1s, удовлетворяет равенству (4).

Приближение слабого решения задачи будем искать в виде uh “
nř

i“0

aiϕi, гдеϕi- базисные

функции. Потребуем, чтобы такая линейная комбинация удовлетворяла краевым условиям

задачи, т.е. duh

dx

ˇ̌
ˇ
x“0

“ 0,uhp1q “ 0. Запишем соответствующее данным требованиям решение

uh “
n´1ÿ

i“1

aiϕi (5)
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Подставляя сумму (5) в (4), получим

n´1ÿ

i“1

ai

ż

Ωij

xγ
ˆ
ppxqdϕi

dx

dϕj

dx
` qpxqϕiϕj

˙
dx “

ż

Ωij

xγfϕjdx,j “ 1,n ´ 1.

Введем обозначения

Wij “
ż

Ωij

xγ
ˆ
ppxqdϕi

dx

dϕj

dx
` qpxqϕiϕj

˙
dx,

Fj “
ż

Ωij

xγfϕjdx,j “ 1,n ´ 1,

Ωij “ p0, 1q
ď

suppϕi suppϕj , Ωj “ p0, 1q
ď

suppϕj .

Тогда поиск неизвестных коэффициентов ai осуществляется из системы уравнений

n´1ÿ

i“1

aiWij “ Fj ,j “ 1,..,n ´ 1. (6)

3. ВЫБОР БАЗИСНЫХ ФУНКЦИЙ

Для аппроксимации upxq введем на r0,1s сетку 0 “ x0 ă x1 ă .. ă xn´1 ă xn “ 1, i “ 1,n,
hi “ xi´xi´1, h “ max

i
hi. В качестве базисных функций tϕiu [11] выберем финитные функции

из предположения, что

x´γ d

dx

ˆ
xγ
dϕ

dx

˙
“ 0.

Отсюда ϕ “ C1x
1´γ ` C2.

Каждому узлу сетки xi поставим в соответствие кусочную функцию с носителем из
pxi´1,xi`1q, такую что ϕpxiq “ 1, ϕpxi´1q “ ϕpxi`1q “ 0. Определим вид такой функции
на pxi´1,xiq: "

ϕipxi´1q “ C1x
1´γ
i´1

` C2 “ 0,

ϕipxiq “ C1x
1´γ
i ` C2 “ 1.

Из системы находим

ϕipxq “
x1´γ ´ x

1´γ
i´1

x
1´γ
i ´ x

1´γ
i´1

,x P pxi´1,xiq.

Аналогично находим вид базисной функции для правого интервала. В конечном итоге

ϕipxq “

$
’’’&
’’’%

x1´γ´x
1´γ
i´1

x
1´γ
i ´x

1´γ
i´1

,x P pxi´1,xiq,
x
1´γ
i`1

´x1´γ

x
1´γ
i`1

´x
1´γ
i

,x P pxi,xi`1q,
0,x R pxi´1,xi`1q,i “ 1,n ´ 1.

(7)

ϕ0pxq “
"

1,x P px0,x1q,
0,x R px0,x1q. , ϕnpxq “

$
&
%

x1´γ´x
1´γ
n´1

x
1´γ
n ´x

1´γ
n´1

,x P pxn´1,xnq,
0,x R pxn´1,xnq.

(8)

С помощью техники интерполяции в функциональных пространствах доказывается сле-
дующий результат.
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Теорема. Пусть upxq — слабое решение задачи (1)–(2), uhpxq — его приближение по Ритцу.
Функция f P L2,γp0,1q. Тогда справедлива следующая оценка погрешности метода Ритца:

}u´ uh}H1
γp0,1q ď ch }f}L2,γp0,1q ,

где c не зависит от f,u,h.

4. НАХОЖДЕНИЕ ВИДА МАТРИЦЫ СИСТЕМЫ

Линейную оболочку tϕiuобозначим Hn. Возьмем vn “
nř

i“0

aiϕi P Hn, тогда vnpxiq “ ai, что

означает равенство коэффициента ai значению функции vnpxq в узле сетки xi.
Необходимо отметить, что для базисных функций, заданных в виде (7)-(8), скалярное

произведение в пространстве L2,γpΩq отлично от 0 только для соседних функций:

ż

Ωij

xγϕiϕjdx

"
“ 0, |i´ j| ą 1,

‰ 0, |i´ j| ď 1.

Данное свойство обеспечивает разреженность матрицы xWij системы уравнений (6).
Найдем вид этой матрицы в явном виде. Для этого нам необходимо вычислить элементы

Wj´1,j,Wj,j,Wj`1,j:

Wij “
ż

Ωij

xγ
ˆ
ppxqdϕi

dx

dϕj

dx
` qpxqϕiϕj

˙
dx,i “ j ´ 1,j,j ` 1.

Подробно рассмотрим случай i “ j ´ 1. Пустьppxq,qpxq- кусочно- постоянные функции с
конечным числом разрывов, совпадающих с узлами сетки, p

i´1{2 “ ppxq,q
i´1{2 “ qpxq при x P

pxi´1,xiq,i “ 1,..,n. Базисные функции ϕj´1и ϕj переcекаются лишь на интервале pxj´1,xjq,
поэтому элемент Wj´1,j ищется по формуле

Wj´1,j “
xjż

xj´1

xγp
dϕj´1

dx

dϕj

dx
dx`

xjż

xj´1

xγqϕj´1ϕjdx, (9)

где
xjż

xj´1

xγp
dϕj´1

dx

dϕj

dx
dx “

p
j´1{2p1 ´ γqpγ ´ 1q
´
x
1´γ
j ´ x

1´γ
j´1

¯2

xjż

xj´1

x´γdx “
p
j´1{2pγ ´ 1q
x
1´γ
j ´ x

1´γ
j´1

.

xjż

xj´1

xγqϕj´1ϕjdx “
q
j´1{2´

x
1´γ
j ´ x

1´γ
j´1

¯2

xjż

xj´1

xγpx1´γ
j ´ x1´γqpx1´γ ´ x

1´γ
j´1 qdx “

“
q
j´1{2´

x
1´γ
j ´ x

1´γ
j´1

¯2

˜
px3´γ

j ´ x
3´γ
j´1 qp1 ´ γq

2p3 ´ γq `
pγ ´ 1qpx2jx

1´γ
j´1 ´ x2j´1x

1´γ
j q

2pγ ` 1q

¸
.

Для случая i “ j интегрирование ведется по двум интервалам.

Wj,j “
xjż

xj´1

xγp
dϕj

dx

dϕj

dx
dx`

xjż

xj´1

xγqϕjϕjdx`
xj`1ż

xj

xγp
dϕj

dx

dϕj

dx
dx`

xj`1ż

xj

xγqϕjϕjdx. (10)
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Для левого интервала pxj´1,xjq:
xjż

xj´1

xγp
dϕj

dx

dϕj

dx
dx “

p
j´1{2p1 ´ γq2

´
x
1´γ
j ´ x

1´γ
j´1

¯2

xjż

xj´1

x´γdx “
p
j´1{2p1 ´ γq
x
1´γ
j ´ x

1´γ
j´1

.

xjż

xj´1

xγqϕjϕjdx “
q
j´1{2´

x
1´γ
j ´ x

1´γ
j´1

¯2

xjż

xj´1

xγpx1´γ ´ x
1´γ
j´1 q2dx “

“
q
j´1{2´

x
1´γ
j ´ x

1´γ
j´1

¯2

˜
x
3´γ
j

3 ´ γ
´

x
3´γ
j´1 pγ ´ 1q2

p3 ´ γqpγ ` 1q ´ x
1´γ
j´1x

2
j `

x
2´2γ
j´1 x

γ`1
j

γ ` 1

¸
.

Для правого интервала pxj ,xj`1q:
xj`1ż

xj

xγp
dϕj

dx

dϕj

dx
dx “

p
j`1{2p1 ´ γq2

´
x
1´γ
j`1 ´ x

1´γ
j

¯2

xj`1ż

xj

x´γdx “
p
j`1{2p1 ´ γq
x
1´γ
j`1 ´ x

1´γ
j

.

xj`1ż

xj

xγqϕjϕjdx “
q
j`1{2´

x
1´γ
j`1 ´ x

1´γ
j

¯2

xj`1ż

xj

xγpx1´γ
j`1 ´ x1´γq2dx “

“
q
j`1{2´

x
1´γ
j`1 ´ x

1´γ
j

¯2

˜
´
x
3´γ
j

3 ´ γ
`

x
3´γ
j`1 p1 ´ γq2

p3 ´ γqpγ ` 1q ` x
1´γ
j`1x

2
j ´

x
2´2γ
j`1 x

γ`1
j

γ ` 1

¸
.

Для i “ j ` 1 базисные функции ϕj`1 иϕj пересекаются лишь на интервале pxj ,xj`1q,
поэтому элемент Wj`1,j ищется по формуле

Wj`1,j “
xj`1ż

xj

xγp
dϕj`1

dx

dϕj

dx
dx`

xj`1ż

xj

xγqϕj`1ϕjdx. (11)

xj`1ż

xj

xγp
dϕj`1

dx

dϕj

dx
dx “

´p
j`1{2p1 ´ γq2

´
x
1´γ
j`1 ´ x

1´γ
j

¯2

xj`1ż

xj

x´γdx “
p
j`1{2pγ ´ 1q
x
1´γ
j`1 ´ x

1´γ
j

.

xj`1ż

xj

xγqϕj`1ϕjdx “
q
j`1{2´

x
1´γ
j`1 ´ x

1´γ
j

¯2

xj`1ż

xj

xγpx1´γ
j`1 ´ x1´γqpx1´γ ´ x

1´γ
j qdx “

“
q
j`1{2´

x
1´γ
j`1 ´ x

1´γ
j

¯2

˜
px3´γ

j`1 ´ x
3´γ
j qp1 ´ γq

2p3 ´ γq `
pγ ´ 1qpx2j`1x

1´γ
j ´ x2jx

1´γ
j`1 q

2pγ ` 1q

¸
.

Введем обозначения

cj “
˜

px3´γ
j ´ x

3´γ
j´1 qp1 ´ γq

2p3 ´ γq `
pγ ´ 1qpx2jx

1´γ
j´1 ´ x2j´1x

1´γ
j q

2pγ ` 1q

¸
,

aj “
˜

px3´γ
j`1 ´ x

3´γ
j qp1 ´ γq

2p3 ´ γq `
pγ ´ 1qpx2j`1x

1´γ
j ´ x2jx

1´γ
j`1 q

2pγ ` 1q

¸
.
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Нетрудно заметить, что элемент a1 “ c2,a2 “ c3,.., т. е. матрица имеет симметричный вид.
На основе приведенных вычислений по формулам (9)–(11) запишем

xW “ p1 ´ γq

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋
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где

b1j “
˜
x
3´γ
j

3 ´ γ
´

x
3´γ
j´1 pγ ´ 1q2

p3 ´ γqpγ ` 1q ´ x
1´γ
j´1x

2
j `

x
2´2γ
j´1 x

γ`1
j

γ ` 1

¸
,

b2j “
˜

´
x
3´γ
j

3 ´ γ
`

x
3´γ
j`1 p1 ´ γq2

p3 ´ γqpγ ` 1q ` x
1´γ
j`1x

2
j ´

x
2´2γ
j`1 x

γ`1
j

γ ` 1

¸
.

Полученная матрица является cимметричной и положительной, а значит, существует един-
ственны й набор ai,i “ 1,n´ 1, который составляет решение (5). Симметричная трехдиго-
нальная матрица системы уравнений позволяет применять экономичные алгоритмы, такие
как метод прогонки [12].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотренный для сингулярной краевой задачи проекционно-сеточный метод приводит
к простой вычислительной схеме с достаточно хорошей точностью.

Следует отметить, что при решении начально-краевых задач для уравнений диффузии
Bu
Bt “ ´Lu ` f и распространения волн B2u

Bt2 “ ´Lu ` f вполне естественно ввести сетку по
оси времени, и после аппроксимации производной по времени применять изложенную выше
схему на каждом временном слое. Таким образом, изложенная схема может служить частью
схемы для нестационарных задач.
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