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Аннотация. В работе изучаются граничные задачи второго порядка с негладкими
решениями и периодическими и антипериодическими условиями. Следуя концепции по-
точечного подхода, предложенного Ю. В. Покорным, удалось получить достаточные усло-
вия существования и единственности решения изучаемых математических моделей.
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Abstract. The paper studies second-order boundary value problems with nonsmooth
solutions and periodic and antiperiodic conditions. Following the concept of the point-by-
point approach proposed by Yu. V. Pokorny, it was possible to obtain sufficient conditions for
the existence and uniqueness of the solution of the studied mathematical models.
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В работе изучаются математические модели
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с негладкими решениями. Применяемый нами поточечный подход Ю. В. Покорного, предло-
женный им в [1], позволил построить точную параллель классической теории обыкновенных
дифференциальных уравнений вплоть до осцилляционных теорем для случая, когда урав-
нения дополняются условиями типа Штурма-Лиувилля. Объясняется данное обстоятельство
очень просто: изучаемое уравнение является поточечно заданным, т. е. как связь между зна-
чениями решения и ее производными в точке.

Уравнение
´ppu1

xq1
σ ` uQ1

σ “ F 1
σ (3)
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задано на специальном расширении отрезка r0; ℓs, которое строится следующим образом.
Пусть σpxq — строго возрастающая на r0; ℓs функция, порождающая на r0; ℓs меру; Spσq —
множество точек разрыва функции σpxq. В случае, когда Spσq ‰ ∅, на отрезке r0; ℓs по-
являются атомы меры: точки, классическая мера Лебега которых равна нулю, а мера σ —
нет.

На r0; ℓs введем метрику ρpx; yq “ |σpxq ´ σpyq|. В интересующем нас случае: Spσq ‰
‰ ∅, метрическое пространство pr0; ℓs; ρq не является полным. Стандартное пополнение, при
котором каждая точка ξ P Spσq заменяется на тройку собственных элементов tξ´, ξ, ξ`u, мы
обозначим r0; ℓsσ. Уравнение (3) в точках ξ, принадлежащих множеству Spσq, мы понимаем
как равенство

´∆pu1
xpξq ` upξq∆Qpξq “ ∆F pξq,

где ∆ϕpξq “ ϕpξ ` 0q ´ ϕpξ ´ 0q — полный скачок функции ϕpxq в точке ξ.
Решение (1) и (2), как впрочем и (3), мы ищем в классе абсолютно непрерывных на r0; ℓs

функций upxq, первая производная u1
xpxq которых σ-абсолютно непрерывна на r0; ℓs.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ

Здесь доказываются основные результаты работы.

Теорема 1. Пусть inf
xPr0;ls

ppxq ą 0, pp0q “ ppℓq и σ-абсолютно непрерывна на r0; ℓs; Qpxq —

строго возрастает на r0; ℓs и σ-абсолютно непрерывна на r0; ℓs. Тогда решение задачи (1)
существует и единственно.

Доказательство. Любое решение upxq уравнения (3) можно представить в виде (см., на-
пример, [2], [3], [4])

upxq “ C1ϕ1pxq ` C2ϕ2pxq ` vpxq, (4)

где ϕ1pxq и ϕ2pxq — решения однородного уравнения ´ppu1
xq1
σ ` uQ1

σ “ 0, удовлетворяющие
начальным условиям up0q “ 1, u1p0q “ 0 и up0q “ 0, u1p0q “ 1 соответственно; vpxq — ре-
шение неоднородного уравнения (3) при начальных условиях up0q “ u1p0q “ 0; C1 и C2 —
произвольные постоянные.

Существование и единственность ϕ1pxq, ϕ2pxq и vpxq, при указанных выше условиях, до-
казаны в [2], [3], [4].

Очевидно, что функция (4) является решением уравнения (3) при любых C1 и C2. Для
того, чтобы функция upxq, определяемая равенством (3), удовлетворяла граничным условиям
up0q “ upℓq и u1

xp0q “ u1
xpℓq, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

#
C1 “ C1ϕ1pℓq ` C2ϕ2pℓq ` vpℓq;
C2 “ C1ϕ

1
1pℓq ` C2ϕ

1
2pℓq ` v1pℓq,

или #
vpℓq “ C1p1 ´ ϕ1pℓqq ´ C2ϕ2pℓq;
v1pℓq “ C2p1 ´ ϕ1

2pℓqq ´ C1ϕ
1
1pℓq.

(5)

Определитель последней системы, как нетрудно видеть, равен
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— это определитель Вронского. В работах [2], [3], [4] показано, что функция ppW qpxq прини-
мает постоянное значение. Тогда определитель (6) допускает перезапись

∆ “ 1 ´ ϕ1pℓq ` 1 ´ ϕ1
2pℓq.

Покажем, что ∆ не может обращаться в нуль.
В начале докажем, что ϕ1pℓq ą 1. Так как ϕ1p0q ą 0 и ϕ1pxq — абсолютно непрерывна на

r0; ℓs, то существует окрестность точки x “ 0, в которой ϕ1pxq положительна. Пусть r0;x0q —
максимальный отрезок, в котором ϕ1pxq ą 0. Из тождества ppϕ1

1
xq1
σ ” ϕ1Q

1
σ вытекает, что

pϕ1
1
xpxq не убывает на r0;x0q. Поскольку ϕ1

1
xp0q “ 0, то ϕ1

1
xpxq неотрицательна на r0;x0s,

следовательно, ϕ1pxq также не убывает на r0;x0q. Отсюда вытекает, что ϕ1pxq ě ϕ1p0q, или
ϕ1pxq ě 1 для всех x P r0;x0q. В силу непрерывности ϕ1pxq мы получаем, что ϕ1px0q ě
1. Последнее неравенство будет противоречить предположению о том, что x0 ă ℓ. Таким
образом, на всем отрезке r0; ℓs функция ϕ1pxq положительна.

Аналогично доказывается и более сильное неравенство ϕ1pxq ě 1.
Предположение ϕ1pℓq “ 1 нам дает тождество ϕ1pxq ” 1. Последнее означает, что ϕ1

1pxq ”
” 0, и тогда ϕ1pxq должна удовлетворять тождеству 0 ” 1 ¨ Q1

σpxq. Следовательно, Qpxq ”
” const, что противоречит условию теоремы.

Остается показать, что ϕ1
2pℓq ą 1.

Так как ϕ1
2pxq имеет конечное на r0; ℓs изменение и ϕ1

2p0q “ 1, то ϕ1
2pxq положительна в

некоторой окрестности точки x “ 0.
Обозначим через r0;x˚q максимальный промежуток, на котором ϕ1

2pxq неотрицательна.
Тогда на этом промежутке ϕ2pxq не убывает, а так как ϕ2p0q “ 0, то ϕ2pxq ě 0 для всех
x P r0;x˚s. Предположим, что x˚ ă ℓ. Пусть r0; pxs — максимальный отрезок, на котором
ϕ2pxq ě 0. Очевидно, что px ą x˚. Из тождества ppϕ2

1
xq1
σ ” ϕ2Q

1
σ ě 0, справедливого на r0;x˚q,

вытекает неубывание функции pϕ2
1
xpxq, то есть верна цепочка неравенств pϕ1

2pxq ě pp0q ą 0

для всех x P r0; pxs. Тогда ϕ2
1
xpxq положительна на всем отрезке r0; pxs. Из этого находим,

что ϕ2ppxq ą ϕ2p0q “ 0. Последнее неравенство противоречит максимальности отрезка r0; pxs.
Полученное противоречие означает, что x˚ “ ℓ. В этом случае ppϕ2

1
xq1
σpxq ” ϕ2Q

1
σpxq ě 0 на

всем отрезке r0; ℓs. Этот факт и означает возрастание pϕ1
2pxq на всем отрезке r0; ℓs, то есть

pϕ1
2pℓq ě pp0q. Равенство в последнем неравенстве невозможно ввиду того, что в этом случае

мы сразу получаем противоречие: 0 ” ϕ2pxq ¨ Q1
σpxq.

Доказанные выше неравенства означают, что определитель ∆ не может обращаться в нуль,
следовательно, система (5) имеет единственное решение. Теорема доказана.

С помощью аналогичных рассуждений доказывается следующая теорема.

Теорема 2. Пусть inf
xPr0;ℓs

ppxq ą 0, pp0q “ ppℓq; Qpxq — σ-абсолютно непрерывна на r0; ℓs и

строго возрастает на нем. Тогда граничная задача

$
’&
’%

´ppu1
xq1
σ ` uQ1

σ “ F 1
σ ;

up0q “ ´upℓq;
u1p0q “ ´u1pℓq

имеет единственное решение.

Если Qpxq ” const, то решение задачи (1) может и не существовать. Для доказательства
достаточно взять произвольную σ–абсолютно непрерывную на r0; ℓs функцию такую, что
F pℓq ‰ F p0q. В то же время, если F pxq удовлетворяет условию F pℓq “ F p0q, то множество
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решений граничной задачи (1) задается равенством

upxq “ C ´

¨
˝

ℓż

0

dt

pptq

˛
‚

´1

¨
ℓż

0

F p0q ´ F psq
ppsq ds ¨

xż

0

dt

pptq `
xż

0

F p0q ´ F psq
ppsq ds,

где C — произвольная постоянная, т. е. у (1) решение не единственно.
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