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Аннотация. Рассмотрен ряд неравенств с операторными коэффициентами на обоб-
щенных метрических пространствах, т. е., пространствах, метрика которых принимает
значения в конусе частично упорядоченного нормированного пространства. Доказывает-
ся теорема о существовании нулевой точки для функции, определенной на обобщенном
метрическом пространстве и принимающей значения в данном конусе. С использованием
этого утверждения получен ряд теорем о неподвижной точке, обобщающих некоторые
известные результаты, в том числе принцип сжимающих отображений.
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Abstract. We consider inequalities with operator coefficients on generalized metric spaces,
i.e., spaces whose metric takes its values in a cone of a partially ordered normed space. A
theorem on the existence of a zero point for a function defined on a generalized metric space
and taking its values in such cone is proved. By using this assertion we obtain several fixed
point theorems generalizing some known results, including the contraction map principle.

Keywords: generalized metric space, vector metric, zero point, fixed point, Caristi
theorem, generalized contraction, multivalued map.

1. ВВЕДЕНИЕ

В работе [10] (см. также [7], [11]) Дж. Каристи использовал функциональное неравенство
в полном метрическом пространстве для доказательства теоремы о неподвижной точке, обоб-
щающей принцип сжимающих отображений. С тех пор этот метод использовался в ряде работ
для доказательства существования минимума функции, заданной на метрическом простран-
стве, а также для обоснования различных утверждений о неподвижной точке и совпадении
для отображений различных классов (см., например, [1], [2], [3], [4], [13]).

В настоящей работе мы рассматриваем ряд неравенств с операторными коэффициентами
на обобщенных метрических пространствах, т.е. пространствах, метрика которых принима-
ет значения в конусе частично упорядоченного нормированного пространства. Доказывается
теорема о существовании нулевой точки для функции, определенной на обобщенном мет-
рическом пространстве и принимающей значения в данном конусе. С использованием этого
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утверждения удается получить ряд теорем о неподвижной точке, обобщающих некоторые
известные результаты, в том числе принцип сжимающих отображений.

Отметим, что пространства с векторной метрикой были рассмотрены А. И. Перовым ([8],
[9]), который доказал существование и единственность неподвижной точки отображения, яв-
ляющегося обобщенным сжатием в таком пространстве. В работе [5] Е. С. Жуковский и
Е. А. Панасенко доказали теорему о неподвижной точке многозначного отображения, удо-
влетворяющего обобщенному условию сжатия в пространстве с векторной метрикой (аналог
теоремы Надлера, см. [12], а также [11], [13]).

Настоящая работа имеет следующую структуру. В следующем разделе приводятся необхо-
димые сведения из теории обобщенных метрических пространств. В разделе 3 представлена
теорема о нулевой точке функции на обобщенном метрическом пространстве, удовлетворяю-
щей неравенству типа Каристи. В четвертом разделе этот результат применяется для дока-
зательства теорем о неподвижной точке для однозначных и многозначных отображений.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть E — вещественное нормированное пространство; E` Ă E — выпуклый замкнутый и
содержащий ноль θ конус. Будем предполагать, что норма пространства E монотонна от-
носительно частичной упорядоченности ď, порожденной в E конусом E`, т. е., для любых
e, e1 P E` условие e ď e1 влечет }e}E ď }e1}E.

Пусть X — непустое множество; отображение P : X ˆX Ñ E` называется векторной мет-
рикой наX, если оно удовлетворяет следующим условиям для любых x,y,z P X : 1q Ppx,yq “ θ

равносильно x “ y; 2q Ppx,yq “ Ppy,xq; 3q Ppx,yq ď Ppx,zq ` Ppz,yq.
Множество X с векторной метрикой P будем называть обобщенным метрическим про-

странством (ОМП) и обозначать pX,Pq. На ОМП переносятся основные понятия теории
обычных метрических пространств. Сходимость последовательности xn ÝÑ

P
x понимается

как }Ppxn,xq}E Ñ 0. Подмножество Y Ă X замкнуто, если для любой последовательно-
сти txnu Ă Y условие xn ÝÑ

P
x влечет x P Y . Последовательность txnu Ă X фундаментальна,

если для любого ε ą 0 найдется натуральное N такое, что }Ppxn, xmq}E ă ε для m,n ě N .
Если любая фундаментальная последовательность txnu Ă X сходится к элементу x P X, то
X называется полным.

Пространство положительных ограниченных линейных операторов A : E Ñ E, т. е., таких,
что ApE`q Ď E` будет обозначаться L`pEq.

Рассмотрим некоторые примеры обобщенных метрических пространств.
Пример 2.1. Множество X называется обобщенным метрическим пространством в смыс-

ле А. И. Перова (см. [8], [9]), если каждой паре точек x,y P X поставлен в соответствие вектор
Ppx,yq “ pρpx,yq,...,ρpx,yqq P R

n
`, причем для любых x,y,z P X выполнены следующие усло-

вия: 1q Ppx,yq “ 0 равносильно x “ y; 2q Ppx,yq “ Ppy,xq; 3q Ppx,yq ď Ppx,zq ` Ppz,yq (все
соотношения здесь выполняются покомпонентно).

В конусе R
n
` можно задать любую монотонную норму, например, обычную евклидовскую:

}e} “
a
ξ21 ` ... ` ξ2n, где e “ pξ1,...,ξnq.

В качестве конкретной реализации ОМП в смысле Перова мы можем рассмотреть X “ R
n,

где векторная метрика P : Rn ˆ R
n Ñ R

n
` задана как

Ppx,yq “ p|x1 ´ y1|,...,|xn ´ yn|q.
Пример 2.2. Рассмотрим в качестве X пространство непрерывных функций Cpra,bs;Rmq

и зададим на нем векторную метрику со значениями в конусе неотрицательных функций
Cpra,bs;R`q пространства Cpra,bs;Rq следующим образом: для x,y P X пусть

Ppx,yqptq “ |xptq ´ yptq|, t P ra,bs.

86 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2023. № 1



Неравенства типа Каристи и теоремы о неподвижной точке. . .

3. ТЕОРЕМА О НУЛЕВОЙ ТОЧКЕ ФУНКЦИИ НА ОБОБЩЕННОМ
МЕТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Пусть pX,Pq — полное ОМП с векторной метрикой P : XˆX Ñ E`. Рассмотрим функцию
α : X Ñ E`, удовлетворяющую условию:

pHαq из xn ÝÑ
P
x1, }αpxnq}E Ñ 0 вытекает αpx1q “ θ.

Пусть операторная функция C : E` ˆE` Ñ L`pEq удовлетворяет условиям:

pHC1q для любых e, e1 P E`

ImCpe,e1q “ E;

pHC2q для любого r ą 0 существует cr ą 0 такое, что для каждых e, e1 P E`, }e}E ď r,

}e1}E ď r выполнено
inf

}x}E“1
}Cpe,e1qx}E ě cr.

Отметим, что из условий pHC1q и pHC2q вытекает, что для любых e, e1 P E` оператор
Cpe,e1q обратим, причем, если }e}E ď r, }e1}E ď r, то }C´1pe,e1q} ď 1

cr
(см., например, [6],

Теорема V.4.2). Будем предполагать выполненным также следующее условие:

pHC3q для любых e, e1 P E` оператор C´1pe,e1q положителен.

Рассмотрим также операторную функцию K : E` ˆE` Ñ L`pEq, для которой будем пред-
полагать выполненным следующее условие:

pHKq для любого s ą 0 существует ks P r0,1q такое, что

}Kpe,e1q} ď ks, @e,e1 P E`, }e}E ď s, }e1}E ď s.

Мы можем сформулировать теперь следующее утверждение.
Теорема 3.1. Пусть pX,Pq - полное ОМП; функция α : X Ñ E` удовлетворяет условию

pHαq; операторные функции C,K : E` ˆ E` Ñ L`pEq удовлетворяют условиям pHC1q -
pHC3q и pHKq соответственно. Пусть для любого x P X найдется y P X такое, что будет
выполнено следующее соотношение:

αpyq ` C
´
αpxq, αpyq

¯
Ppx,yq ď K

´
αpxq, αpyq

¯
αpxq. (1)

Тогда для любого x0 P X найдется точка x‹ P X такая, что αpx‹q “ θ и при этом

}Ppx0,x‹q}E ď 2a0ka0
ca0p1 ´ ka0q , (2)

где a0 “ }αpx0q}E.
Доказательство. Для точки x0 найдем точку y такую, что соотношение (1) будет выпол-

нено для x “ x0. Положим x1 “ y и найдем для x1 аналогично точку x2 и т.д. Продолжая
этот процесс, построим последовательность txnu Ă X, для которой при всех n ě 0 будут
выполнены соотношения

αpxn`1q ` C
´
αpxnq, αpxn`1q

¯
Ppxn,xn`1q ď K

´
αpxnq, αpxn`1q

¯
αpxnq, (3)

откуда получаем

θ ď C
´
αpxnq, αpxn`1q

¯
Ppxn,xn`1q ď K

´
αpxnq, αpxn`1q

¯
αpxnq ´ αpxn`1q
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и следовательно

αpxn`1q ď K
´
αpxnq, αpxn`1q

¯
αpxnq.

В силу монотонности нормы и условия pHKq имеем

}αpxn`1q}E ď }K
´
αpxnq, αpxn`1q

¯
} ¨ }αpxnq}E ă }αpxnq}E . (4)

Обозначим an “ }αpxnq}E . В силу (4) последовательность tanu является монотонно убываю-
щей и следовательно, сходящейся.

Более того, она сходится к 0. Действительно, без ущерба для общности, мы можем считать,
что операторные функции Cpe,e1q и Kpe,e1q определены лишь для }e}E , }e1}E ď a0. Тогда из
(4) получаем

an ď kna0a0 (5)

и следовательно an Ñ 0.

Далее получаем

Ppxn,xn`1q ď C´1
´
αpxnq, αpxn`1q

¯”
K

´
αpxnq, αpxn`1q

¯
αpxnq ´ αpxn`1q

ı
,

откуда, применяя (4) и (5) имеем

}Ppxn,xn`1q}E ď }C´1
´
αpxnq, αpxn`1q

¯
}
”
}K

´
αpxnq, αpxn`1q

¯
} ¨ }αpxnq}E ` }αpxn`1q}E

ı
(6)

ď 2ka0an

ca0
ď 2kn`1

a0
a0

ca0
.

Таким образом, получаем, что последовательность txnu фундаментальна и, в силу полноты
пространства pX,Pq она сходится к x‹ P X. Из условия pHαq вытекает αpx‹q “ θ.

Соотношение (6) показывает, что

}Ppx0,xmq}E ď 2a0ka0
ca0p1 ´ ka0q

для всех m ě 1 и оценка (2) получается предельным переходом при m Ñ 8.

Теорема доказана.

4. ТЕОРЕМЫ О НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКЕ

Рассмотренное выше утверждение может быть использовано для доказательства ряда тео-
рем о неподвижной точке для отображений в обобщенных метрических пространствах.

Пусть pX,Pq — ОМП, отображение f : X Ñ X называется замкнутым, если оно имеет
замкнутый график, т. е., условия xn ÝÑ

P
x, yn “ fpxnq, yn ÝÑ

P
y влекут y “ fpxq.

Теорема 4.1. Пусть pX,Pq — полное ОМП; f : X Ñ X — замкнутое отображение; опера-
торные функции C,K : E` ˆE` Ñ L`pEq удовлетворяют условиям pHC1q — pHC3q и pHKq
соответственно. Пусть для любого x P X найдется y P X такое, что

Ppy,fpyqq ` C
´
Ppx,fpxqq,Ppy,fpyqq

¯
Ppx,yq ď K

´
Ppx,fpxqq,Ppy,fpyqq

¯
Ppx,fpxqq. (7)

Тогда для любого x0 P X найдется неподвижная точка x‹ P X, x‹ “ fpx‹q отображения f

такая, что

}Ppx0,x‹q}E ď 2a0ka0
ca0p1 ´ ka0q , (8)
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где a0 “ }Ppx0, fpx0qq}E .
Доказательство. Покажем, что для функции α : X Ñ E`, αpxq “ Ppx,fpxqq выполнено

условие pHαq. Пусть xn ÝÑ
P
x1, }αpxnq}E “ }Ppxn,fpxnq}E Ñ 0. Но это означает, что fpxnq ÝÑ

P

x1 и в силу замкнутости f получаем x1 “ fpx1q, т. е., αpx1q “ θ. Тогда утверждение вытекает
из Теоремы 3.1.

Теорема доказана.
В качестве следствия мы можем получить следующий аналог теоремы Руса о неподвижной

точке (см. I. A. Rus [14]) для случая обобщенных метрических пространств.
Теорема 4.2. Пусть E — банахово пространство; pX,Pq — полное ОМП; операторная

функция M : E` Ñ L`pEq удовлетворяет следующим условиям:

pHM1q для любых e P E`, x P E` выполнено Mpeqx ď x;

pHM2q для любого r ą 0 существует mr P r0,1q такое, что

}Mpeq} ď mr, @e P E`, }e}E ď r.

Пусть f : X Ñ X — замкнутое отображение такое, что для каждого x P X выполнено

Ppfpxq, f2pxqq ď M
´
Ppx,fpxqq

¯
Ppx,fpxqq. (9)

Тогда для любого x0 P X найдется неподвижная точка x‹ P X, x‹ “ fpx‹q отображения f

такая, что

}Ppx0,x‹q}E ď 4a0p1 `ma0q
p1 ´ma0q2 , (10)

где a0 “ }Ppx0, fpx0qq}E .
Доказательство. Рассмотрим операторную функцию

Cpeq “ 1

2
pI ´Mpeqq, e P E`,

где I : E Ñ E — тождественный оператор. Из условия pHM1q следует, что Cpeq — положи-
тельный оператор для любого e P E`, а из условия pHM2q и теоремы Банаха (см., например,
[6], Теорема V.4.3) вытекает, что оператор Cpeq обратим для любого e P E`. Более того, для
любого e P E`, }e}E ď r имеем

inf
}x}E“1

}Cpeqx}E “ 1

2
inf

}x}E“1
}x´Mpeqx}E ě 1

2
p1 ´ sup

}x}E“1

}Mpeqx}Eq

ě 1

2
p1 ´ sup

}e}Eďr
}Mpeq}q ě 1

2
p1 ´mrq “ cr ą 0.

Далее, из представления
C´1peq “ 2pI `Mpeq `M2peq ` ...q

вытекает, что оператор C´1peq положителен для любого e P E`.
Таким образом, для операторной функции Cpeq выполнены условия pHC1q - pHC3q.
Рассмотрим теперь операторную функцию

Kpeq “ 1

2
pI `Mpeqq, e P E`.

Ясно, что Kpeq — положительный оператор для любого e P E`. Имеем для }e}E ď s:

}Kpeq} “ 1

2
}I `Mpeq} ď 1

2
p1 `msq “ ks ă 1,
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т. е., для Kpeq выполнено условие pHKq.
Перепишем теперь условие (9) в виде

Ppfpxq, f2pxqq ` 1

2

”
I ´M

´
Ppx,fpxqq

¯ı
Ppx,fpxqq ď 1

2

”
I `M

´
Ppx,fpxqq

¯ı
Ppx,fpxqq.

Полагая y “ fpxq, приходим к соотношению

Ppy,fpyqq ` C
´
Ppx,fpxqq

¯
Ppx,yq ď K

´
Ppx,fpxqq

¯
Ppx,fpxqq

и утверждение следует из Теоремы 4.1.
Теорема доказана.
Из доказанного утверждения в свою очередь вытекает следующее обобщение теоремы

Кэннана (R. Kannan, см. [14]).
Теорема 4.3. Пусть E — банахово пространство; pX,Pq — полное ОМП; операторная

функция Q : E` Ñ L`pEq удовлетворяет следующим условиям:

pHQ1q для любого r ą 0 найдется qr P r0,1
2

q такое, что

}Qpeq} ď qr, @e P E`, }e}E ď r;

pHQ2q для любых e P E`, x P E` выполнено

pI ´Qpeqq´1Qpeqx ď x.

Пусть f : X Ñ X — замкнутое отображение такое, что для любых x,y P X выполнено

Ppfpxq,fpyqq ď Q
´
Ppx,fpxqq

¯“
Ppx,fpxqqq ` Ppy,fpyqq

‰
. (11)

Тогда отображение f имеет единственную неподвижную точку x‹ и для любого x0 P X

справедлива оценка

}Ppx0,x‹q}E ď 4a0p1 ´ qa0q
p1 ´ 2qa0q2 , (12)

где a0 “ }Ppx0,fpx0qq}E .
Доказательство. Заметим, что в силу теоремы Банаха из условия pHQ1q вытекает, что

оператор pI ´ Qpeqq´1 корректно определен и, более того, для любого e P E`, }e}E ď r

выполнено

}pI ´Qpeqq´1} ď 1

1 ´ qr
.

Кроме того, как уже отмечалось, оператор pI ´Qpeqq´1 является положительным.
Для заданного x P X положим y “ fpxq. Тогда соотношение (11) запишется в виде

Ppfpxq,f2pxqq ď Q
´
Ppx,fpxqq

¯“
Ppx,fpxqqq ` Ppfpxq,f2pxqq

‰
,

откуда ”
I ´Q

´
Ppx,fpxqq

¯ı
Ppfpxq,f2pxqq ď Q

´
Ppx,fpxqq

¯
Ppx,fpxqq

и

Ppfpxq,f2pxqq ď
”
I ´Q

´
Ppx,fpxqq

¯ı´1

Q
´
Ppx,fpxqq

¯
Ppx,fpxqq.

В силу условия pHQ2q для оператора Mpeq “ pI ´Qpeqq´1Qpeq выполнено условие pHM1q.
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Далее, пусть }e}E ď r. Тогда

}Mpeq} ď }pI ´Qpeqq´1} ¨ }Qpeq} ď qr

1 ´ qr
ă 1

и условие pHM2q также выполнено.
Существование неподвижной точки x‹ отображения f , удовлетворяющей для любого x0 P

X оценке p12q вытекает теперь из Теоремы 4.2.
Если теперь x‹, y‹ — две неподвижные точки отображения f , то для них правая часть

соотношения p11q равна θ, но тогда Ppfpx‹q, fpy‹qq “ Ppx‹, y‹q “ θ, т. е. x‹ “ y‹.
Теорема доказана.
Другим следствием Теоремы 4.2 является следующая версия принципа сжимающих отоб-

ражений в обобщенных метрических пространствах.
Теорема 4.4. Пусть E — банахово пространство; pX,Pq — полное ОМП и операторная

функция M : E` Ñ L`pEq удовлетворяет условиям pHM1q и pHM2q. Пусть отображение
f : X Ñ X таково, что для любых x,y P X выполнено

Ppfpxq,fpyqq ď M
´
Ppx,fpxqq

¯
Ppx,yq. (13)

Тогда отображение f имеет единственную неподвижную точку x‹, которая для любого
x0 P X удовлетворяет оценке (10).

Доказательство. Отметим, что замкнутость отображения f вытекает из соотношения
p13q. Полагая y “ fpxq, приведем соотношение p13q к p9q и тогда утверждение следует из
Теоремы 4.2.

Теорема доказана.
Выведем теперь из Теоремы 3.1 следующую теорему о неподвижной точке типа Каристи

(см. [10], [7], [11]) для многозначного отображения в обобщенном метрическом пространстве.
Пусть pX,Pq — полное ОМП. Обозначим P pXq совокупность всех непустых подмножеств

X. Пусть E — нормированное пространство.
Теорема 4.5. Пусть функция α : X Ñ E` удовлетворяет условию pHαq; операторные

функции C,K : E` ˆ E` Ñ L`pEq удовлетворяют условиям pHC1q — pHC3q и pHKq со-
ответственно. Пусть многозначное отображение F : X Ñ P pXq таково, что для любой
точки x P X найдется y P F pxq такое, что

αpyq ` C
´
αpxq, αpyq

¯
Ppx,yq ď K

´
αpxq, αpyq

¯
αpxq. (14)

Тогда для любого x0 P X существует неподвижная точка x‹ P X многозначного отображе-
ния F : x‹ P F px‹q, удовлетворяющая оценке

}Ppx0,x‹q}E ď 2a0ka0
ca0p1 ´ ka0q , (15)

где a0 “ }αpx0q}E .
Доказательство. Из Теоремы 3.1 вытекает, что существует точка x‹ P X, удовлетворя-

ющая оценке p15q и такая, что αpx‹q “ θ. Пусть y‹ P F px‹q — соответствующая точка такая,
что для пары px‹, y‹q выполнено соотношение p14q. Но тогда Ppx‹,y‹q “ θ, т. е., x‹ “ y‹.

Теорема доказана.
Замечание 4.1 Если соотношение p14q выполняется для всех y P F pxq, то F px‹q “ tx‹u.
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