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Аннотация. На основе теории случайной топологической степени совпадения разви-
вается метод случайных интегральных направляющих функций, который применяется в
исследовании периодической задачи для случайных функционально-дифференциальных
включений с нормальной правой частью в конечномерных пространствах.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Метод направляющих функций был разработан Красносельским М. А. и Перовым А. И.
для исследования периодических колебаний в динамических системах, описываемых диф-
ференциальными уравнениями (см. [13] – [16]). На случай дифференциальных включений
данный метод был распространен Борисовичем Ю. Г., Гельманом Б. Д., Мышкисом А. Д.,
Обуховским В. В. (см. [2]). Метод интегральных направляющих функций, впервые введен-
ный A. Fonda [20] для функционально-дифференциальных уравнений, был распространен на
случай функционально-дифференциальных включений в работах Обуховского В. В. и Кор-
нева С. В. (см., например, [4], [23]). В последние десятилетия метод направляющих функций
был развит в различных направлениях (см., например, [3], [6] – [12], [21], [26]).

В последние годы активно изучаются системы, описываемые случайными дифференци-
альными уравнениями и включениями (см., например, [17], [24], [25]). В настоящей работе
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метод случайных интегральных направляющих функций применяется к задаче о существо-
вании периодических колебаний случайных функционально-дифференциальных включений
с нормальной правой частью.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Напомним основные понятия теории многозначных отображений (см., например, [1], [2],
[18], [21], [22]) и теории степени совпадения (см., например, [5], [27]).

Определение 1. Мультиотображение F : X Ñ P pY q называется компактным, если область
значений F pXq относительно компактна в Y, т.е. F pXq компактно в Y.

Пусть pX,dX q и pY,dY q являются метрическими пространствами и I “ r0,T s. Символа-
ми P pY q, CpY q, KpY q обозначаются совокупности всех, соответственно, непустых, замкну-
тых или компактных подмножеств пространства Y. Если Y – нормированное пространство,
то символами CvpY q, KvpY q обозначаются совокупности всех непустых выпуклых, соответ-
ственно, замкнутых или компактных подмножеств пространства Y.

Определение 2. Мультиотображение F : X Ñ P pY q называется полунепрерывным свер-
ху (пн. св.) в точке x0 P X, если для любого ε ą 0 найдется δ ą 0 такое, что из того,
что dXpx0,xq ă δ следует, что F pxq Ă UεpF px0qq, где символ Uε обозначает ε-окрестность
множества.

Мультиотображение F : X Ñ P pY q называется полунепрерывным сверху (пн.св.), если оно
пн.св. в каждой точке x P X.

В дальнейшем пн. св. и компактное мультиотображение F : X Ñ P pY q будем называть
просто компактным. Мультиотображение будем называть мультифункцией, если оно опре-
делено на подмножестве числовой прямой.

Пусть I — замкнутое подмножество R, снабженное мерой Лебега.

Определение 3. Мультифункция F : I Ñ KpY q называется измеримой, если для любого
открытого подмножества W Ă Y его прообраз

F´1pW q “ tt P I : F ptq Ă W u

— измеримое подмножество I.

Пусть E1, E2 — банаховы пространства, l : dom l Ď E1 Ñ E2 — линейный (необязательно
непрерывный) оператор.

Теорема 4. Пусть p : E1 Ñ E1 — линейный оператор проектирования такой, что Im p “
Ker l. Тогда:

1) оператор lp : dom l X Ker p Ñ Im l, заданный как lppxq “ lpxq для всех x P dom l X Ker p

является линейным изоморфизмом;

2) оператор kp : Im l Ñ dom l X Ker p, заданный как kp “ l´1
p , удовлетворяет соотношению

kp ˝ lpxq “ x ´ ppxq для всех x P dom l.

Определение 5. Линейный оператор l : dom l Ď E1 Ñ E2 называется линейным фред-
гольмовым оператором нулевого индекса, если Ker l и Coker l “ E2{Im l конечномерны и
dimKer l “ dimCoker l.

Теорема 6. Пусть l : dom l Ñ E2 — линейный фредгольмов оператор нулевого индекса та-
кой, что Im l Ă E2 — замкнутое множество. Тогда
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iq существуют линейные непрерывные операторы проектирования p : E1 Ñ E2, q : E2 Ñ E2

такие, что Im p “ Ker l и Im l “ Ker q;
iiq канонический оператор проектирования π : E2 Ñ E2{Im l, заданный как

πpyq “ y ` Im l,

является непрерывным линейным оператором;
iiiq существует непрерывный линейный изоморфизм ϕ : Coker l Ñ Ker l;
ivq уравнение lpxq “ y, y P E2, является эквивалентным уравнению pi´pqx “ pϕ˝π`kp,qqpyq,
где i – тождественный оператор в E1, а оператор kp,q : E2 Ñ E1 задан соотношением

kp,qpyq “ kppy ´ qpyqq.

Пусть U — открытое ограниченное подмножество E1.

Определение 7. Пн. св. мультиотображение F : U Ñ KpE1q называется l-компактным,
если композиция

pϕ ˝ π ` kp,qq ˝ F : U Ñ KpE1q
является компактным мультиотображением.

Замечание 8. Приведенное выше определение l-компактного мультиотображения не зависит
от выбора линейных операторов проектирования p : E1 Ñ E2 и q : E1 Ñ E2, а также
изоморфизма ϕ : Coker l Ñ Ker l.

Приведем некоторые сведения из теории случайных многозначных отображений и случай-
ной топологической степени (см., например, [17]).

Пусть pΩ,Σq — полное измеримое пространство.

Определение 9. Мультиотображение F : Ω ˆ X Ñ CpY q называется случайным мультио-
ператором, если оно измеримо относительно ΣbBpXq, где ΣbBpXq — наименьшая σ-алгебра
на Ω ˆ X, включающая все множества A ˆB, где A P Σ, B P BpXq и BpXq обозначает боре-
левскую σ-алгебру на X. Если, кроме того, Fpω, ¨q : X Ñ CpY q полунепрерывно сверху для
всех ω P Ω, то F называется случайным u-мультиоператором.

Определение 10. Случайное мультиотображение F : ΩˆX Ñ CpY q называется случайным
l-мультиотображением, если для любого ω P Ω случайное мультиотображение Fpω, ¨q : X Ñ
CpY q полунепрерывно снизу.

Определение 11. Пусть A Ă Y — замкнутое подмножество и F : ΩˆA Ñ P pY q — случайный
мультиоператор. Случайной неподвижной точкой ξ мультиоператора F называется измери-
мая функция ξ : Ω Ñ A такая, что

ξpωq P Fpω,ξpωqq для всех ω P Ω.

Теорема 12. Пусть Y — сепарабельное банахово пространство, F : ΩˆY Ñ CpY q — случай-
ный u-мультиоператор. Если для каждого ω P Ω множество

FixFω :“ tx P Y : x P Fpω,xqu

неподвижных точек мультиоператора Fω “ Fpω,¨q непусто и замкнуто, то F имеет слу-
чайную неподвижную точку.

Определение 13. Мультиоператор F : Ω ˆX Ñ KpY q называется случайным компактным
u-мультиоператором, если он является случайным u-мультиоператором и для каждого ω P Ω

мультиоператор Fpω,¨q : X Ñ KpY q является компактным.
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Пусть Y — сепарабельное банахово пространство, U Ă Y — открытое ограниченное под-
множество и F : Ω ˆ U Ñ KvpY q — случайный компактный u-мультиоператор такой, что
x R Fpω,xq для всех x P BU и для всех ω P Ω, где BU обозначает границу множества U .
Тогда для каждого ω P Ω топологическая степень соответствующего многозначного вектор-
ного поля deg

`
i ´ Fpω,¨q, U

˘
корректно определена (см., например, [2], [18], [21]). Случайная

топологическая степень многозначного векторного поля i´F на U определяется следующим
образом (см. [17]):

Dpi ´ F ,Uq :“
!
deg

`
i´ Fpω,¨q, U

˘
| ω P Ω

)
.

Из того, что топологическая степень deg
`
i ´ Fpω,¨q, U

˘
‰ 0 для каждого ω P Ω, следует, что

случайная топологическая степень Dpi´ F ,U q ‰ 0.

Теорема 14. Если случайная топологическая степень Dpi´F ,U q ‰ 0, то мультиоператор
F имеет случайную неподвижную точку в U , т.е., существует измеримая функция ξ : Ω Ñ
U такая, что ξpωq P Fpω,ξpωqq для всех ω P Ω.

ПустьX,Y — сепарабельные банаховы пространства, U Ă Y — открытое ограниченное под-
множество, l : dom l Ď X Ñ Y — линейный фредгольмов оператор нулевого индекса и слу-
чайный мультиоператор F : Ω ˆ U Ñ CvpY q удовлетворяет условиям:

iq для каждого ω P Ω мультиотображение Fpω, ¨q является l-компактным мультиотобра-
жением;

iiq для всех x P BU X dom l и ω P Ω имеем lx R Fpω, xq.

Тогда для каждого ω P Ω топологическая степень совпадения пары pl,Fpω, ¨qq определяется
как

degpl,Fpω, ¨q,U q :“ degpΦpω, ¨q,U q, где

Φpω, xq “ ppxq ` pϕ ˝ π ` kp,qq ˝ Fpω, xq.
Случайная топологическая степень совпадения пары pl,Fq определяется следующим обра-

зом:
Deg pl,F ,U q :“ tdegpl,Fpω, ¨q,U q | ω P Ωu.

Говорят, что случайная топологическая степень совпадения Deg pl,F ,U q пары pl,Fq отлична
от нуля, если топологическая степень совпадения degpl,Fpω, ¨q,U q ‰ 0 для всех ω P Ω.

Определенная таким образом случайная топологическая степень совпадения обладает все-
ми основными свойствами степени совпадения. В частности, справедлив следующий общий
принцип.

Теорема 15. Если случайная топологическая степень совпадения Deg pl,F ,U q ‰ 0, то су-
ществует случайная точка совпадения для данной пары pl,Fq, т.е. измеримая функция
ξ : Ω Ñ U такая, что lξpωq P Fpω, ξpωqq для всех ω P Ω.

Приведем пример реализации общего принципа.

Теорема 16. Пусть F : Ω ˆ U Ñ KvpE2q — случайный u-мультиоператор. Предположим,
что мультиотображение Fpω, ¨q — l-компактно при каждом ω P Ω и выполнены следующие
условия:
iq lx R λFpω,xq, для всех λ P p0,1q, x P dom l X BU , ω P Ω;
iiq 0 R πFpω,xq для всех x P Ker l X BU , ω P Ω;
iiiq degKer lpϕπFpω, ¨q|UKer l

,UKer lq ‰ 0 для всех ω P Ω.
Тогда случайная топологическая степень совпадения Deg pl,F ,Uq ‰ 0, и, следовательно,

существует случайная точка совпадения пары pl,Fq.



Случайная интегральная направляющая функция. . .

Определение 17. Отображение V : Ω ˆ R
n Ñ R называется случайным потенциалом, если

выполнены следующие условия:

piq V p¨,xq : Ω Ñ R является измеримым для каждого x P R
n;

piiq V pω, ¨q : Rn Ñ R является C1-отображением для каждого ω P Ω.

Определение 18. Случайный потенциал V называется случайным невырожденным по-
тенциалом, если найдется R0 ą 0 такое, что

∇V pω, zq “
ˆBV pω, zq

Bz1
, ¨ ¨ ¨ , BV pω, zq

Bzn

˙
‰ 0

для всех pω,zq P Ω ˆ R
n : |z| ě R0.

Замечание 19. Из определения случайного невырожденного потенциала V вытекает, что на
каждом замкнутом шаре B rK Ă R

n с центром в нуле радиуса rK ě K случайная топологи-
ческая степень Dp∇V,B rKq корректно определена и, более того, ее значения не зависят от

радиуса rK. Это общее значение степени называется случайным индексом на бесконечности
IndpV,8q случайного невырожденного потенциала V .

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Случайная интегральная направляющая функция для выпуклой
компактной правой части

Для τ ą 0 обозначим символом C пространство Cpr´τ,0s;Rnq непрерывных функций x :

r´τ,0s Ñ R
n с нормой }x} “ sup

tPr´τ,0s
}xptq} и пусть I “ r0,T s, T ą 0. Для функции xp¨q P

Cpr´τ,T s;Rnq символом xt P C обозначается функция, заданная как xtpθq “ xpt`θq, θ P r´τ,0s.
Будем рассматривать периодическую задачу для случайного функционально-дифферен-

циального включения следующего вида:

x1pω,tq P F
`
ω, t, xt

˘
, (3.1)

xpω, 0q “ xpω,T q, (3.2)

для всех ω P Ω, где мультиотображение F : Ω ˆ R ˆ C Ñ KvpRnq удовлетворяет следующим
условиям:

pFtq мультифункция F по второму аргументу T -периодична:

Fpω, t, ϕq “ Fpω, t ` T, ϕq для всех ω P Ω, t P R, ϕ P C;

pF1q F : Ω ˆ I ˆ C Ñ KvpRnq является случайным u-мультиоператором;
pF2q существует отображение c : Ω ˆ I Ñ R такое, что cpω, ¨q P L2pIq на R для каждого

ω P Ω, cp¨, tq – измеримо п.в. t P I и

}Fpω, t, ϕq} :“ supt|z| : z P Fpω, t, ϕqu ď cpω,tqp1 ` |ϕ|q;
Под случайным решением задачи (3.1), (3.2) понимается функция ξ : Ω ˆ I Ñ R

n такая,
что

piq для каждого ω P Ω абсолютно непрерывная функция ξpω, ¨q P Cpr´τ, T s;Rq удовлетво-
ряет (3.1), (3.2);

piiq оператор ω P Ω Ñ ξpω, ¨q P Cpr´τ, T s;Rnq измерим.
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Из условий pF1q, pF2q следует, что случайный мультиоператор суперпозиции

PF : Ω ˆ Cpr´τ, T s,Rnq ⊸ P pL2pI,Rnqq,

где
PF pω, xtq “ tf P L2pI,Rnq : fpsq P Fpω, s, xsqu п.в. s P I

корректно определен. Кроме того, для каждого ω P Ω мультиоператор PF pω,¨q замкнут (см.,
например, [2]).

Для изучения задачи (3.1), (3.2) будем использовать теорию случайной топологической
степени совпадения пары отображений, изложенную в предыдущем параграфе.

Обозначим CT пространство непрерывных T -периодических функций x : R Ñ R
n с нор-

мой }x}C “ sup
tPr0,T s

}xptq}. Через }x}2 обозначим норму функции x в пространстве L2, }x}2 “

p
şT
0

}xpsq}2dsq 1

2 .

Определение 20. Случайный невырожденный потенциал V : Ω ˆ R
n Ñ R называется слу-

чайной обобщенной интегральной направляющей функцией для задачи (3.1), (3.2), если най-
дется N ą 0 такое, что

ż T

0

x∇V pω, xpsqq, fωyds ě 0 хотя бы для одного fω P PF pω, xsq (3.3)

для любой абсолютно непрерывной функции x P CT такой, что }x}2 ě N и }x1pω, tq} ď
}Fpω, t, xtq} п.в. t P r0, T s.

В случае, если соотношение (3.3) выполняется для всех fω P PF pω, xq, то случайный невы-
рожденный потенциал V называется случайной интегральной направляющей функцией.

Теорема 21. Пусть выполнены условия (Ft), (F1), (F2). Если V : Ω ˆ R
n Ñ R – случайная

обобщенная интегральная направляющая функция задачи (3.1), (3.2) такая, что

Ind pV,8q ‰ 0,

то задача (3.1), (3.2) имеет случайное решение.

Доказательство. Определим случайное мультиотображение (см. [17], [21]):

B : Ω ˆCpr´τ, T s;Rnq Ñ P pL2r0,T s,Rq

следующим образом:

Bpω, xq “ tϕω : |ϕωptq| ď cpω, tqp1 ` }xt}q и γpxq
ż T

0

x∇V pω, xpsqq, ϕωpsqyds ě 0u, п.в. t P r0, T s,

где cpω, tq – функция из условия подлинейного роста, а

γpxq “
#
0, если x P t}x}2 ď Nu,
1, если x P t}x}2 ą Nu.

Заметим, что для каждого ω P Ω мультиотображение Bpω, ¨q замкнуто.
Определим мультиотображение

PB
F pω, xq “ PF pω, xq XBpω, xq.
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Для каждого ω P Ω мультиотображение PB
F pω, ¨q замкнуто как пересечение замкнутых муль-

тиотображений, соответственно, соотношение (3.3) будет выполняться для всех fω P PB
F pω, xq.

Для случайного невырожденного потенциала V определим отображение YV : ΩˆR
n Ñ R

n :

YV pω, xq “
#
∇V pω, xq, если }∇V pω, xq} ď 1,
∇V pω,xq

}∇V pω,xq} , если }∇V pω, xq} ą 1.

Причем для каждого ω P Ω отображение YV pω, ¨q непрерывно.
Пусть для некоторого εm ą 0 мультиотображение

Gm : Ω ˆ Cpr´τ, T s;Rq Ñ P pL2pr0,T s;Rnqq

задано как
Gmpω, xq “ PB

F pω, xq ` εmYV pω, xq.
Для каждого ω P Ω мультиотображение Gmpω, ¨q замкнуто и для каждого εm ą 0 соотно-

шение (3.3) будет выполняться уже не только для всех gω P Gmpω, xq, но и в строгой форме.
Воспользуемся Теоремой 16. Рассмотрим следующие операторы:

l : dom l :“ tx P CT : x – абсолютно непрерывнаu Ă CT Ñ L2
T ,

lpxq “ x1

и мультиоператор суперпозиции PF : Ω ˆCT ⊸ P pL2
T q.

Легко видеть, что l – линейный фредгольмов оператор нулевого индекса, Ker l “ R
n.

Проекция π : L2
T Ñ R

n может быть задана формулой πf “ 1
T

Tş
0

fpsq ds.
Отметим, что для произвольного фиксированного ω P Ω решение xω P dom l включения

lpxq P λPF pω,xtq, λ P p0,1q, удовлетворяет задаче

x1
ωptq “ λfωptq п.в. t P r0,T s, (3.4)

xωp0q “ xωpT q, (3.5)

где fω P PF pω, xtq.
Тогда

ż T

0

x∇V pω,xωpsqq,fωpsqy ds “ 1

λ

ż T

0

x∇V pω,xωpsqq,x1
ωpsqy ds “

“ 1

λ

ż T

0

V 1pω, xωpsqq ds “ 1

λ
pV pω,xωpT qq ´ V pω,xωp0qqq “ 0,

откуда следует, что

}xω}2 ă N.

С другой стороны, из условия (F2) вытекает, что }x1}2 ă M , где M ą 0. Но тогда найдется
и M 1 ą 0 такое, что

}x}C ă M 1.

В качестве U возьмем шар Br Ă CT радиуса r “ maxtN,M 1,NT´1{2u. Тогда имеем для
каждого фиксированного ω P Ω

lpxq R λPF pω,xtq
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для всех x P BU, λ P p0,1q.
Пусть теперь u P BU X Ker l произвольно. Поскольку }u} ě NT´1{2, из определения слу-

чайной строгой интегральной направляющей функции получаем, что

ż T

0

x∇V pω, uq,fωpsqy ds ą 0

для любого измеримого сечения fωpsq P PF pω, uq, для всех ω P Ω. Но для каждого ω P Ω

ż T

0

x∇V pω, uq,fωpsqy ds “ x∇V pω, uq,
ż T

0

fωpsq dsy “ T x∇V pω, uq,πfωy ą 0,

и, таким образом,

x∇V pω, uq,yy ą 0

для любого y P πPF pω,uq, ω P Ω.
Это значит, что 0 R πPF pω, uq для u P BU X Ker l, ω P Ω и

degpπPF

ˇ̌
UKer l

,UKer lq “ degp∇V,UKer lq ‰ 0,

где UKer l “ UXKer l. Таким образом, все условия Теоремы 16 выполнены и задача (3.1), (3.2)
имеет решение.

Следствие 22. Пусть V : Ω ˆ R
n Ñ R – случайная интегральная направляющая функция

задачи (3.1), (3.2) такая, что
Ind pV,8q ‰ 0.

Тогда задача (3.1), (3.2) имеет случайное решение.

3.2. Случайная интегральная направляющая функция для нормальной
правой части

Будем расматривать теперь периодическую задачу для функционально-дифференциаль-
ного включения следующего вида:

x1pω,tq P R
`
ω, t, xt

˘
, п.в. t P r0, T s (3.6)

xpω, 0q “ xpω,T q, (3.7)

для всех ω P Ω, где мультиотображение R : Ω ˆ R ˆ C Ñ KpRnq удовлетворяет следующим
условиям:

pRtq мультифункция R по второму аргументу T -периодична:

Rpω, t, ϕq “ Rpω, t ` T, ϕq для всех ω P Ω, п.в. t P R, ϕ P C

(очевидно, это условие позволяет рассматривать мультиотображение R заданным на I ˆ C);
pR1q существует функция c : Ω ˆ I Ñ R такая, что cpω,¨q – локально интегрируема на I

для каждого ω P Ω, cp¨,tq – измерима для п.в. t P I, и выполнено соотношение

}Rpω,t,ϕq} :“ supt|z| : z P Rpω,t,ϕqu ď cpω,tqp1 ` |ϕ|q;

pR2q случайный мультиоператор R : Ω ˆ I ˆ C Ñ KpRnq является случайным нор-
мальным мультиоператором, то есть iq мультиотображение G является случайным u-
мультиотображением, удовлетворяющим условию подлинейного роста;
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iiq PGpω,ϕq X PRpω,ϕq ‰ ∅ для всех ω P Ω, ϕ P C;
iiiq каждое случайное решение x : Ω ˆ I Ñ R

n задачи

x1pω, tq P Gpω, t, xtq (3.8)

xpω, 0q “ xpω, T q (3.9)

является также случайным решением задачи (3.6), (3.7). В этом случае G называется случай-
ным нормальным квазисечением.

Замечание 23. Очевидно, что всякое случайное ограниченное u-мультиотображение R :

Ω ˆ I ˆ R
n Ñ KvpRnq, удовлетворяющее условию подлинейного роста, является случайным

нормальным. Отметим также (см., например, [19]), что всякое случайное ограниченное по-
чти пн.сн. мультиотображение R : Ω ˆ I ˆ R

n Ñ KpRnq является случайным нормальным.
Кроме того, если случайное мультиотображение R : Ωˆ I ˆR

n Ñ KpRnq непрерывно, то оно
является случайным нормальным.

Из условий pR1q, pR2q следует, что случайный мультиоператор суперпозиции

PR : Ω ˆ Cpr´τ, T s,Rnq ⊸ P pL2pI,Rnqq,
где

PRpω, xtq “ tf P L2pI,Rnq : rpsq P Rpω, s, xsqu п.в. s P I
корректно определен. Кроме того, для каждого ω P Ω мультиоператор PRpω,¨q замкнут (см.,
например, [2]).

Определение 24. Случайный потенциал V : Ω ˆ R
n Ñ R называется случайной строгой

интегральной направляющей функцией для включения (3.6), если найдется N ą 0 такое,
что ż T

0

x∇V pω, xpsq, rωqyds ą 0 (3.10)

для всех rω P PRpω, xq, ω P Ω, для любой абсолютно непрерывной функции x P CT такой,
что }x}2 ě N и }x1

ωptq} ď }Rpω, t, xtq} п.в. t P r0, T s для любых ω P Ω.

Теорема 25. Пусть выполнены условия pRtq, pR1q, pR2q. Если V : Ω ˆ R
n Ñ R - случайная

строгая интегральная направляющая функция задачи (3.6), (3.7) такая, что

Ind pV,8q ‰ 0,

то задача (3.6), (3.7) имеет решение.

Доказательство. Пусть G – случайное нормальное квазисечение мультиотображения R.
Из условия R2 (ii) следует, что найдется gω P PRpω,ϕq X PGpω,ϕq для любых ω P Ω, ϕ P C.
В силу R2 (iii) дотаточно показать, что задача (3.8), (3.9) имеет решение. Легко видеть, что
V : ΩˆR

n Ñ R является случайной строгой направляющей функцией для задачи (3.8), (3.9)
в смысле условия R2 (см. [3]). Из теоремы 7 (см. [3]) следует, что задача (3.8), (3.9) имеет
случайное решение. Следовательно, и исходная задача (3.6), (3.7) имеет случайное решение.

Определение 26. Случайный невырожденный потенциал V : Ω ˆ R
n Ñ R называется слу-

чайной обобщенной интегральной направляющей функцией для включения (3.6), если най-
дется N ą 0 такое, что ż T

0

x∇V pω, xpsq, rωqyds ě 0 (3.11)

хотя бы для одного rω P PRpω, xq, для всех ω P Ω, для любой абсолютно непрерывной функции
x P CT такой, что }x}2 ě N и }x1

ωptq} ď }Rpω, t, xtq} п.в. t P r0, T s для любых ω P Ω.
В случае, если (3.11) выполняется для всех rω P PRpω, xq, то невырожденный потенциал

V называется случайной интегральной направляющей функцией.
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Теорема 27. Если V : Ω ˆ R
n Ñ R – случайная обобщенная интегральная направляющая

функция задачи (3.6), (3.7) такая, что

Ind pV,8q ‰ 0,

то задача (3.6), (3.7) имеет случайное решение.

Доказательство. Пусть G является случайным нормальным квазисечением нормального
мультиотображения R. Тогда V : Ω ˆ R Ñ R является случайной обобщенной интегральной
направляющей функцией включения (3.8). Из теоремы 21 следует, что периодическая задача
(3.8), (3.9) имеет решение, а следовательно имеет решение и задача (3.6), (3.7).

Следствие 28. Пусть V : Ω ˆ R
n Ñ R – случайная интегральная направляющая функция

задачи (3.6), (3.7) такая, что

Ind pV,8q ‰ 0,

то задача (3.6), (3.7) имеет случайное решение.

Пример 1. Случайное дифференциальное включение с запаздыванием.

Рассмотрим периодическую задачу для случайного дифференциального включения с за-
паздыванием

x1pω, tq P Rpω, t,xpt ´ τqq п.в. t P r0,T s, (3.12)

xpω, 0q “ xpω, T q, (3.13)

где мультиотображение R : Ω ˆ I ˆ R
n Ñ KpRnq удовлетворяет условиям pRtq, pR1q, pR2q.

Теорема 29. Пусть найдутся N ą 0 и C ą 0 такие, что xx, yy ě C для всех x, }x} ě N,ω P
Ω и y P PRpω, xq. Если мультиотображение R ограничено:

}Rpω,t,xq} :“ max
yPRpω,t,xq

}y} ď M

и

C ´ τM2 ą 0,

то задача (3.12), (3.13) имеет решение.

Доказательство. Покажем, что V pω, xq “ 1
2
}x}2 является случайной строгой интеграль-

ной направляющей функцией для включения x1pω, tq P Rpω, t, xpt´τqq, п.в. t P r0, T s. Действи-
тельно, для достаточно большого N ą 0 из условий }x1pω, tq} ď M п.в. t P r0, T s и }x}2 ě N

вытекает, что }xpω, tq} ě N при всех t P r0, T s для любой абсолютно непрерывной функции
xp¨q P CT . Но тогда для такой функции xp¨q имеем для произвольного суммируемого сечения
gωptq P PR:

ż T

0

x▽V pω, xpsqq, gωpsqyds “
ż T

0

xxωpsq, gωpsqyds “
ż T

0

xxωps´ τq, gωpsqyds`

`
ż T

0

xxωpsq ´ xωps´ τq, gωpsqyds “
ż T

0

xxωps´ τq, gωpsqyds`

`
ż T

0

x
ż s

s´τ
x1
ωpsqds, gωpsqyds ě CT ´ τM2T “ pC ´ τM2qT ą 0.

Пример 2. Случайное полулинейное функционально-дифференциальное вклю-

чение.
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Рассмотрим периодическую задачу для случайного функционально-дифференциального
включения

x1pω, tq P Axpω, tq ` Rpω, t,xtq п.в. t P r0,T s, (3.14)

xpω, 0q “ xpω, T q, (3.15)

где R : Ω ˆ I ˆ R
n Ñ KpRnq является случайным нормальным мультиотображение, удовле-

творяющим условиям pRtq, pR1q, pR2q, а A : Rn Ñ R
n – линейный оператор.

Теорема 30. Пусть квадратичная форма xAx, xy для некоторого ε ą 0 удовлетворяет усло-
вию

xAx, xy ě ε}x}2

для всех x P R
n. Если

lim
}x}2Ñ`8

}PRpω, xq}2
}x}2

ă ε

для всех абсолютно непрерывных xp¨q P CT , где

}PRpω, xq}2 “ sup
gωPPRpω,xq

}gω}2

то задача (3.14), (3.15) имеет решение.

Доказательство. Покажем, что фукция V pω, xq “ 1
2
}x}2 является случайной строгой

интегральной наравляющей функцией для включения (3.14). Для произвольного сечения
gω P PR имеем

ż T

0

x∇V pω, xpsqq, Axpsq ` gωpsqyds “
ż T

0

xAxpsq, xpsqyds `
ż T

0

xxpsq, gωpsqyds ě

ě ε}x}22 ´ }x}2}PRpxq}2 ą 0

для достаточно больших значений }x}2.
Пример 3. Случайное градиентное функционально-дифференциальное вклю-

чение.

Рассмотрим периодическую задачу для случайного функционально-дифференциального
включения следующего вида:

x1pω, tq P ∇V pω, tq ` Rpω, t,xtq п.в. t P r0,T s, (3.16)

xpω, 0q “ xpω, T q, (3.17)

где R : Ωˆ IˆR
n Ñ KpRnq является случайным нормальным мультиотображением, удовле-

творяющим условиям pRtq, pR1q, pR2q, а ∇V — градиент случайного потенциала V : ΩˆR
n Ñ

R.

Теорема 31. Пусть выполнены условия:

1) найдутся константы ε ą 0, K ą 0 и β ě 1 такие, что

}∇V pω, xq} ě ε}x}β ´K

для всех x P R
n, ω P Ω;

2) lim
}x}2Ñ`8

}PRpω, xq}2
}x}β2

ă εT p1´βq{2 для всех ω P Ω, для любой абсолютно непрерывной

функции xp¨q P CT ;
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3) градиент ∇V имеет ненулевой случайный топологический индекс:

Deg p∇V,BBN q ‰ 0

для достаточно больших N ą 0.

Тогда задача (3.16), (3.17) имеет решение.
Доказательство. Покажем, что V является случайной строгой интегральной направля-

ющей функцией для включения (3.16). Отметим, что вложение L2β Ă L2 дает для любой
абсолютно непрерывной функции xp¨q P CT оценку

}∇V pω, xp¨qq}2 ě ε}x}β2β ´K
?
T ě εT p1´βq{2}x}β2 ´K

?
T .

Тогда для любого gω P PR имеем
ż T

0

x∇V pω, xpsqq,∇V pω, xpsqq ` gωpxqyds ě }∇V pω, xp¨qq}2p}∇V pω, xp¨q}2 ´ }gωpxq}2 ě

ě }∇pω, xp¨qq}2p}∇V pω, xp¨qq}2 ´ }PRpω, xq}2 ě

ě }∇V pω, xp¨qq}2pεT p1´βq{2K
?
T

}x}β2
´ }PRpω, xq}2

}x}β2
q}x}β2 ą 0

для достаточно больших значений }x}2.
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