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Аннотация. Рассматривается задача Стокса в области, граница которой и быстро
осциллирующая по времени правая часть непрерывно дифференцируемы конечное число
раз. Исследована гладкость периодического по времени решения и построено с обоснова-
нием его полное асимптотическое разложение. Установлена степень близости по малому
параметру, обратному высокой частоте осцилляций, указанного решения и частичных
сумм асимптотики в соответствующих соболевских нормах.
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STUDY OF THE STOKES PROBLEM WITH A FASTLY
OSCILLATING RIGHT SIDE IN THE CASE OF FINITE

SMOOTH DATA
N. S. Ivleva

Abstract. We consider the Stokes problem in a domain whose boundary and the right-
hand side rapidly oscillating in time are continuously differentiable a finite number of times.
The smoothness of a time-periodic solution is studied and its complete asymptotic expansion
is constructed with justification. The degree of closeness in a small parameter, inverse to the
high frequency of oscillations, of the indicated solution and partial sums of the asymptotics in
the corresponding Sobolev norms is established.

Keywords: parabolic system, the Stokes problem, high-frequency terms, averaging
method, asymptotics.

1. ВВЕДЕНИЕ

В данный момент список публикаций, посвященных асимптотическому интегрированию
дифференциальных уравнений с быстро осцилирующими по времени данными, достаточно
велик. Отметим лишь наиболее близкие к данной статье работы [1], [6], [8], [12], в которых
рассматриваются параболические уравнения и некоторые задачи гидродинамики.

В работах [8], [12] речь идет о задаче Навье-Стокса с большими быстро осциллирующими
слагаемыми. В этих работах исследована полная асимптотика решения, но для бесконечно
гладких данных.

Данная работа посвящена асимптотическому интегрированию задачи Стокса с быстро ос-
циллирующей по времени правой частью и данными конечной гладкости. Здесь используется

˚ Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования РФ
в рамках государственного задания в сфере научной деятельности № 0852–2020–0015.
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тот же алгоритм построения асимптотик, что и в [8], [12], а также существенно используются
результаты работ [11], [9].

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

В цилиндре Q “ Ω ˆ R рассмотрим задачу о 2π{ω-периодическом по времени решении
системы Стокса

Bv
Bt ´ ν∆v “ ´∇p`

ÿ

0ď|s|ďN

fspxqeisωt,

divv “ 0,

v|Γ “ 0,

(1)

где Ω— трехмерная ограниченная область с границей BΩ P C2, Γ “ BΩ ˆ R— граница Q, ω—
большой параметр, ν ą 0,

ş
Ω

pdx “ 0. Здесь fspxq — известные комплекснозначные вектор-

функции, причем fspxq “ f´spxq, где чертой обозначена операция комплексного сопряжения
над каждой компонентой вектор-функции.

Формулировке теоремы мы предпошлем несколько задач.
(А1) Задача о 2π-периодических по времени с нулевым средним решениях для системы

вида
Bvpx, τq

Bτ ` ∇spx, τq “ 0,

div vpx, τq “ 0,

vp3qpx, τq
ˇ̌
ˇ
Γ

“ g0px, τq,

где g0 — 2π-периодическая по τ трехмерная вектор-функция, и ее среднее g0 P CpQq,

ă g0 ą”
2πş
0

g0px, τqdτ “ 0,
ş
Ω

sdx “ 0.

(А2) Задача Дирихле для системы Стокса

´ν∆upxq ` ∇ppxq “ 0,

div upxq “ 0,

upxq|BΩ “ w0pxq,

где w0 — трехмерная вектор-функция, w0 P CpΩq,
ş
Ω

pdx “ 0.

Еще три типа представляют собой задачи об ограниченных на луче ρ ą 0 решениях сле-
дующих обыкновенных дифференциальных уравнений с параметром ψ P BΩ.

(А3)

ikzpψ, ρq “ ν
B2zpψ, ρq

Bρ2 ` F pψ, ρqeλρ,
zpψ, 0q “ z0pψq,
z|ρ“8 “ 0.

(А4)
B2wpψ, ρq

Bρ2 ` F pψ, ρqeλρ “ 0,

w |ρ“8 “ 0.

(А5)
Bwpψ, ρq

Bρ ` F pψ, ρqeλρ “ 0,

w |ρ“8 “ 0.
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Здесь k P Zzt0u, Reλ ă 0, F — полином относительно ρ, а функции F, z0 непрервыны.
Замечание. Представленный список из пяти типов вспомогательных задач вполне харак-

теризует используемый нами алгоритм (см. [8], [12]) построения асимптотики решения задачи
(1). Именно по этой причине в него включены простые задачи (А3)-(А5).

Для построения формальной асимптотики решения задачи (1) введем в замыкании Ωη
пограничной подобласти Ωη области Ω ширины η криволинейную систему координат pψ, rq
следующим образом.

Определим отображение BΩˆ r0, ηs Ñ Ωη по закону pψ, rq Ñ ψ`nψr, где ψ— точка на BΩ,
имеющая местную координату ψ, а nψ — вектор внутренней нормали к BΩ в точке ψ. Число
η выбираем достаточно малым так, чтобы указанные нормали в Ωη не пересекались.

Согласно методу пограничного слоя [2], введем новую независимую переменную ρ “?
ωr, r ď η.
Частичную асимптотику решения задачи (1) будем разыскивать в следующем виде:

m
v px,tq “

mÿ

k“0

ω´k{2 rukpxq ` vkpx, τq ` wkpψ, ρq ` zkpψ, ρ, τqs ,

m
p px,tq “

mÿ

k“0

ω´k{2pkpxq `
mÿ

k“0

ωp´k`2q{2skpx, τq`

`
mÿ

k“2

ω´k{2hkpψ, ρq `
mÿ

k“1

ωp´k`1q{2gkpψ, ρ, τq,

τ “ ωt,

(2)

где m— натуральное число, uk, vk, pk и sk — регулярные слагаемые, а wk, zk, hk и gk — погранс-
лойные. Следуя [2], мы предполагаем, что все погранслойные вектор–функции обращаются
в ноль вне погранполосы Ωη.

Введем обозначение: Qt0 “ Ω ˆ r0, t0s.
Теорема 1. Пусть m,k, l, n P Z`, q ą 3, t0 ą 0, BΩ P Ck`3, fs P Wm`k`3

q pΩq и пусть pv,pq
— 2π{ω-периодическое по времени решение задачи (1). Тогда можно эффективно построить

вектор-функцию
´
m
v ,

m
p

¯
, для которой справедлива оценка:

›››Dl
xD

n`1
t

´
v´ m

v
¯›››
LqpQt0

q
`

›››Dl`2
x Dn

t

´
v´ m

v
¯›››
LqpQt0

q
`

`
›››Dl`1

x Dn
t

´
p´

m
p

¯›››
LqpQt0

q
“ Opω´pm´l´2n´2q{2q, l ` n ď k, ω Ñ 8.

В теореме 1 под эффективностью понимаем тот факт, что построение вектор-функции´
m
v,

m
p

¯
при ω ąą 1 сводится к решению конечного числа линейных однозначно разрешимых

задач типов (А1)-(А5).
Под решением задачи (1) понимается 2π{ω-периодическая по времени вектор-функция

pv,pq, где v,p имеют обобщенные производные Bv
Bt ,

B2v
Bx2i

, Bp
Bxi

, принадлежащие LqpQ2π{ωq, причем

вектор-функция pv,pq удовлетворяет уравнению 1 системы (1) в Lq и второму и третьему
уравнению этой системы в обычном смысле.

3. ФОРМУЛИРОВКА ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ УТВЕРЖДЕНИЙ

Важную роль в доказательстве основного результата играют следующие теоремы Юдови-
ча.

Прежде чем сформулировать утверждение, введем несколько обозначений. Пусть Ω—
ограниченная трехмерная область с границей S.
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Рассмотрим в области Ω следующую задачу

Bu
Bt ´ ν∆u “ F px,tq ´ 1

ρ
∇p,

divu “ 0, u|S “ 0, upx, t ` T q ” upx, tq,
(3)

F px, t ` T q ” F px,tq.
Введем два пространства: H

1

1 — замыкание множества Q гладких T -периодических соле-
ноидальных финитных вектор-функций по норме, порожденной скалярным произведением

pu,wq
H

1
1

“
Tż

0

ż

Ω

rotu ¨ rotwdxdt,

а Hr — замыкание множества Q по норме

}u}rHr
“

Tż

0

ż

Ω

ˆˇ̌
ˇ̌Bu
Bt

ˇ̌
ˇ̌
r

` |∆u|r
˙
dxdt.

Обобщенным T -периодическим решением задачи (3) называется вектор-функция u, для
которой выполняются следующие условия: u P H

1

1,max
t

}u}L2pΩq ă 8 и для любого T -

периодического Φ P Q u удовлетворяет интегральному тождеству

Tż

0

ż

Ω

„BΦ
Bt u´ νrotu ¨ rotΦ ` F ¨ Φ


dxdt “ 0.

Теорема 2. ([11, теорема 3]) Пусть upx,tq — обобщенное T -периодическое решение задачи
(3). Пусть также S обладает непрерывной кривизной, F P Lrpr ą 1q в QT “ Ω ˆ r0,T s.
Тогда существуют обобщенные производные Bu

Bt ,
B2u

BxiBxk
и

}u}rHr
ď C

´
}F }LrpQT q ` max

t
}u}L2pΩq

¯
.

Если граница S l ` 2 раза непрерывно дифференцируема и F P W plq
r в QT , то

Tż

0

ż

Ω

¨
˝

ˇ̌
ˇ̌ B
BtD

lu

ˇ̌
ˇ̌
r

`
ÿ

i,k

ˇ̌
ˇ̌ B2
BxiBxk

Dlu

ˇ̌
ˇ̌
r
˛
‚dxdt ď

ď C
´

}F }
W

plq
r pQT q

` max
t

}u}L2pΩq

¯
,

Dl — любая производная порядка l по xi, t.

Заметим, что в теореме 2 требуется, чтобы граница S была дифференцируема l ` 2 раза.
Доказательство гладкости границы для существования гладкого решения на примере эллип-
тических уравнений можно посмотреть в [10, теорема 1].

Нам также понадобится следующая теорема.

Теорема 3. ([9, теорема 7.1]) Пусть S P C2, а F px, tq — T -периодическая вектор-функция
класса LqpQT q (QT “ Ω ˆ r0, T s). Тогда задача (3) имеет единственное T -периодическое

решение, обладающее в QT обобщенными производными Bv
Bt ,

B2v
BxiBxk

P LqpQT q и справедлива
оценка ››››

Bv
Bt

››››
LqpQT q

`
››D2

xv
››
LqpQT q

` }∇P }LqpQT q ď C}F }LqpQT q.
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4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Для x P Ωη через vpsqpxq, s “ 1,2,3, будем обозначать компоненты произвольного вектора
vpxq P R

3 в криволинейных координатах pψ,rq. При этом будем использовать известные пред-
ставления операторов ∆,∇ и div в координатах pψ, ρq ([3], [7]). Выпишем выражения лишь
главных членов разложений ∆,∇ и div:

∆vpsq “ ωB2vpsq{Bρ2 `Op
?
ωq, s “ 1,2,3,∇ppsq “ 0 ¨

?
ω `Op1q, s “ 1,2,

∇pp3q “
?
ωBp{Bρ `Op1q, divv “

?
ω

Bvp3q

Bρ `Op1q, ω Ñ 8. (4)

Найдем первые погранслойные быстро осциллирующие слагаемые. Подставим асимптоти-
ческую формулу (2) в систему (1), имеем:

Bwp3q
0

Bρ “ 0,
Bzp3q

0

Bρ “ 0,
B2wpjq

0

Bρ2 “ 0,j “ 1,2.

Выпишем уравнения для первых регулярных быстро осциллирующих слагаемых:

Bv0
Bτ ` ∇s0 “ 0,

divv0 “ 0,

v
p3q
0

ˇ̌
ˇ
Γ

“ ´ z
p3q
0

ˇ̌
ˇ
Γ
.

Получаем, что v0 “ 0, p0 “ c, c “ const.
Займемся оставшимися регулярными слагаемыми:

´ν∆u0 ` ∇p0 “ f0pxq,

divu0 “ 0,

u0|Γ “ ´w0|Γ .
Тогда обозначим u0 “ Gpxq, найдем ∇p0 “ pI´Πqpf0pxq`ν∆Gpxqq`c, c “ const. Очевидно,

что ∆u0,∇p0 P Wm`k`3
q pQ2π{ωq.

Перейдем к погранслойным слагаемым:

Bzpjq
0

Bτ “ ν
B2zpjq

0

Bρ2 ,

z
pjq
0

ˇ̌
ˇ
Γ

“ ´ v
pjq
0

ˇ̌
ˇ
Γ

“ 0, j “ 1,2.

Откуда zpjq
0 “ 0.

Наконец, Bg1
Bρ “ ´ Bz

p3q
0

Bτ “ 0.

Отыщем вторые погранслойные слагаемые:

Bwp3q
1

Bρ “ 0,
Bzp3q

1

Bρ “ 0,
B2wpjq

1

Bρ2 “ 0, j “ 1,2.

Выпишем уравнения для вторых регулярных быстро осциллирующих слагаемых:

Bv1
Bτ ` ∇s1 “ 0,
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divv1 “ 0,

v
p3q
1

ˇ̌
ˇ
Γ

“ ´ z
p3q
1

ˇ̌
ˇ
Γ
.

Положим v1 “ 0, s1 “ c, c “ const.

Перейдем к остальным регулярным слагаемым:

´ν∆u1 ` ∇p1 “ 0,

divu1 “ 0,

u1|Γ “ ´w1|Γ .
Решение pu1, p1q “ p0,cq, c “ const, нам подходит.

Перейдем к погранслойным слагаемым:

Bzpjq
1

Bτ “ ν
B2zpjq

1

Bρ2 ,

z
pjq
1

ˇ̌
ˇ
Γ

“ ´ v
pjq
1

ˇ̌
ˇ
Γ

“ 0, j “ 1,2.

Откуда zpjq
1 “ 0.

Наконец, Bg2
Bρ “ ´ Bz

p3q
1

Bτ “ 0, Bh2
Bρ “ ν

B2w
p3q
1

Bρ2
“ 0.

Найдем третьи погранслойные слагаемые:

Bwp3q
2

Bρ “ 0,
Bzp3q

2

Bρ “ 0,
B2wpjq

2

Bρ2 “ 0, j “ 1,2.

Выпишем уравнения для третьих регулярных быстро осциллирующих слагаемых:

Bv2
Bτ ´ ν∆v0 ` ∇s2 “

ÿ

0ă|s|ďN

fspxqeisωt,

divv2 “ 0,

v
p3q
2

ˇ̌
ˇ
Γ

“ ´ z
p3q
2

ˇ̌
ˇ
Γ
.

Т.к. v0 “ 0, находим: v2 “ ´Π

¨
˝ ÿ

0ă|s|ďN

i

s
fspxqeisωt

˛
‚,

∇s2 “ pI´Πq

¨
˝ ÿ

0ă|s|ďN

fspxqeisωt
˛
‚`c, c “ const. Заметим, что Bv2

Bt ,∆v2,∇s2 P Wm`k`1
q pQ2π{ωq.

Перейдем к регулярным слагаемым:

´ν∆u2 ` ∇p2 “ 0,

divu2 “ 0,

u2|Γ “ ´w2|Γ .
Решением будет u2 “ 0, p2 “ c, c “ const.

Перейдем к погранслойным слагаемым:

Bzpjq
2

Bτ “ ν
B2zpjq

2

Bρ2 ,
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z
pjq
2

ˇ̌
ˇ
Γ

“ ´ v
pjq
2

ˇ̌
ˇ
Γ
, j “ 1,2.

Отметим, что Bz
pjq
2

Bt ,∆z
pjq
2 P Wm`k`1

q pQ2π{ωq, j “ 1,2.

Наконец, Bg3
Bρ “ ´ Bz

p3q
2

Bτ “ 0, Bh3
Bρ “ ν

B2w
p3q
2

Bρ2
“ 0.

Оценим r´е погранслойные слагаемые, r ą 2:

Bwp3q
r

Bρ “ e1pψ, ρq, Bzp3q
r

Bρ “ e2pψ, ρ, τq, B2wpjq
r

Bρ2 “ e3pψ, ρq, j “ 1,2.

Из построения видно, что ∆w
pjq
r , Bz

p3q
r

Bt ,∆z
p3q
r P Wm´r`k`1

q pQ2π{ωq, j “ 1,2,3, r ď m.
Выпишем уравнения для r-х регулярных быстро осциллирующих слагаемых:

Bvr
Bτ ´ ν∆vr´2 ` ∇sr “ 0,

divvr “ 0,

vp3q
r

ˇ̌
ˇ
Γ

“ ´ zp3q
r

ˇ̌
ˇ
Γ
.

Заметим, что Bvr
Bt ,∆vr,∇sr P Wm´r`k`1

q pQ2π{ωq, r ď m.
Перейдем к регулярным слагаемым:

´ν∆ur ` ∇pr “ 0,

divur “ 0,

ur|Γ “ ´wr|Γ .

Приходим к заключению, что ∆ur,∇pr P Wm´r`k`1
q pQ2π{ωq, r ď m.

Перейдем к погранслойным слагаемым:

Bzpjq
r

Bτ “ ν
B2zpjq

r

Bρ2 ` e4pψ, ρ, τq,

zpjq
r

ˇ̌
ˇ
Γ

“ ´ vpjq
r

ˇ̌
ˇ
Γ
, j “ 1,2.

Очевидно, что Bz
pjq
r

Bt ,∆z
pjq
r P Wm´r`k`1

q pQ2π{ωq, j “ 1,2.
Наконец,

Bgr`1

Bρ “ e5pψ, ρ, τq, Bhr`1

Bρ “ e6pψ, ρq.

Имеем: ∇gr`1,∇hr`1, P Wm´r`k`1
q pQ2π{ωq, r ď m.

Здесь известные (вектор-)функции e1,3,6 имеют вид
kÿ

s“1

Fspψ, ρqeλsρ, а e2,4,5 —

pÿ

|r|“1

kÿ

s“1

Frspψ, ρqeλrsρeirωt, где FrspFsq и λrspλsq имеют тот же характер, что F и λ в задачах

(А3)-(А5).

Легко проследить, что вектор-функции B
m
v

Bt ,∆
m
v ,∇

m
p принадлежат классу W k`1

q pQ2π{ωq.
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Рассмотрим систему

Bmv
Bt ´ ν∆

m
v“ ´∇

m
p `

ÿ

0ď|s|ďN

fspxqeisωt `Rω,

div
m
v“ 0,

m
v

ˇ̌
ˇ
Γ

“ 0.

(5)

В силу построения
m
v , вектор-функция Rω “ ´ Bw

Bt `ν∆w´∇P,w “ v´ m
v , P “ p´

m
p , имеет

порядок Opω´m´1

2 q, ω Ñ 8, в норме LqpQ2π{ωq. Заметим также, что т.к. B
m
v

Bt ,∆
m
v ,∇

m
p, fs

принадлежат классу W k`1
q pQ2π{ωq, то в силу (5), и Rω принадлежит этому же классу.

Пусть l “ k1 ` k2 ` k3, ki, P Z`. Воспользуемся теоремами 3 и 2, чтобы получить существо-
вание гладкого решения системы (5). Продифференцируем систему (5) по x1 k1 раз, по x2 k2
раз, по x3 k3 раз, а по t n раз:

Bl`n
´

B
m
v

Bt

¯

Bk1x1Bk2x2Bk3x3Bnt
´ ν

Bl`n∆ m
v

Bk1x1Bk2x2Bk3x3Bnt
“

´ Bl`n∇
m
p

Bk1x1Bk2x2Bk3x3Bnt
`

Bl`n
ÿ

0ď|s|ďN

fspxqeisωt

Bk1x1Bk2x2Bk3x3Bnt
` Bl`nRω

Bk1x1Bk2x2Bk3x3Bnt
,

Bsl`ndiv
m
v

B
k1
x1

B
k2
x2

B
k3
x3

Bn
t

“ 0,

Bl`nm
v

B
k1
x1

B
k2
x2

B
k3
x3

Bn
t

ˇ̌
ˇ̌
Γ

“ 0.

(6)

В силу условий теоремы 2 и условий теоремы 1,
Bl`n

ˆ
B
m
v

Bt

˙

B
k1
x1

B
k2
x2

B
k3
x3

Bn
t

, Bl`n∆
m
v

B
k1
x1

B
k2
x2

B
k3
x3

Bn
t

, Bl`n∇
m
p

B
k1
x1

B
k2
x2

B
k3
x3

Bn
t

P
W 1
q pQ2π{ωq. Т.к. q ą 3, из теоремы вложения соболевских пространств в пространства непре-

рывных функций следует, что W 1
q pQ2π{ωq непрерывно вложено в CpQ2π{ωq. Тогда можно пе-

реставлять соответствующие операции дифференцирования [4, с. 274]. В силу построения,
Bl`nRω

B
k1
x1

B
k2
x2

B
k3
x3

Bn
t

можно оценить как Opω´m`l`2n´1

2 q, ω Ñ 8.

Вычтем из первого уравнения системы (1) первое уравнение (5), из второго — второе, из
третьего – третье.

Придем к системе
Bw
Bt ´ ν∆w “ ´∇P `Rω,

divw “ 0,

w|Γ “ 0.

(7)

Продифференцируем систему (7) по x1 k1 раз, по x2 k2 раз, по x3 k3 раз, а по t n раз,
l “ k1`k2`k3. Используя теоремы 3 и 2, получаем, что система (7) имеет гладкое решение. Из
рассуждений выше насчет перестановки операций дифференцирования и теоремы 3 вытекает
следующая оценка:

›››Dl
xD

n`1
t wpx,tq

›››
LqpQ2π{ωq

`
›››Dl`2

x Dn
t wpx,tq

›››
LqpQ2π{ωq

`

`
›››∇Dl

xD
n
t P px,tq

›››
LqpQ2π{ωq

ď C}Dl
xD

n
t Rωpwpx,tq, P px, tq, tq}Lq pQ2π{ωq “ Opω´m´l´2n´1

2 q, ω Ñ 8.
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Из периодичности решения pw,P q следует равенство

›››Dl
xD

n`1
t wpx,tq

›››
LqpQt0

q
`

›››Dl`2
x Dn

t wpx,tq
›››
LqpQt0

q
`

`
›››Dl`1

x Dn
t P px,tq

›››
LqpQt0

q
“ Opω´m´l´2n´2

2 q, ω Ñ 8.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю В. Б. Левеншта-
му за постановку задачи и внимание к работе.
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